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Betingad sannolikhet

Hur p&verkas sannolikheten for en handelse A om vi vet att en
annan handelse B redan har intraffat?

Att B har intraffat betyder att utfallsrummet har forandrats.
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Exempel Kasta tvd stycken fyrsidiga tarningar

Sexton mdjliga utfall for forscket. Vi &r intresserade av summan av
ogonen.

Vad &r (den betingade) sannolikheten att summan av Ggonen blev
sex givet att den andra tdrningen blev en fyra?

A
4 . . . .
3 . . . .
2 . . . .
1 . . . .

» Tarning 1
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Den andra tarningen blev en fyra

Under denna forutsdttning kan summan av dgonen bli sex p& endast
ett satt. (244 =6)

Det finns en mgjlighet bland fyra méjliga, alltsd ar sannolikheten
1/4.
y

3 . . . .
2 . . . .
1 . . . .

» Tarning 1
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Kan vi finna en lamplig definition?

Vi ger de diskuterade hdndelserna namn.

A = {summan av 6gonen ar sex} = {(2,4),(3,3),(4,2)}
B = {andra tarningen fyra} = {(1,4),(2,4),(3,4),(4,4)}
AN B = {summan sex och andra fyra} = {(2,4)}

Vi betecknar den betingade sannolikheten for A givet B som
P(A|B).

1

= P(ANB)
P(AIBy=-=-—=1#6__ V" —/
(AIB) 4 416 L P(B)
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Definition av betingad sannolikhet. Anmarkningar

Den betingade sannolikheten for en hdndelse A, givet att handelsen
B har intraffat definieras som

P(ANB)

PIAIB) = ~ gy

under forutsittning att P(B) > 0.

Nar B har intrdffat s& har vi ett nytt utfallsrum.

Det finns situationer d& vi dnskar betinga p& en hindelse B som
eventuellt kan ha sannolikheten noll. Mer avancerat begrepp om

betingad sannolikhet.

P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A)
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Definition av betingad sannolikhet. Anmarkningar

Om P(B) > 0 sa uppfyller P(A|B) Kolmogorovs axiom.
Q@ 0<PAB)<1
Q@ P(Q2B)=1

(3] P(Al UAz‘B) = P(A1|B) + P(A2|B), om Aj och Aj ar
disjunkta.

Alltsd galler vara vanliga regler, t ex
P(A*|B) =1 — P(A|B)

P(AUB|C) = P(A|C)+ P(B|C) — P(ANn B|C)
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En urna med tre roda klot och ett blatt

En urna med tre réda klot och ett blatt.
Tva klot viljs p& mafé utan &terlaggning.
Vad ar sannolikheten att de bagge utvalda kloten &r roda?

Vad &r sannolikheten att ett rott klot blir utvalt vid den andra
dragningen?

Om det andra uttagna klotet ar rétt, vad &r sannolikheten att det
forsta klotet dr blatt?
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Lagen om total sannolikhet

L&t Hi, Ha, ..., H, utgdra en partition med n delmingder av
utfallsrummet Q.

Q=HUHyU---UH, och HinH;=0,i#j.

Q

Hy
Hs

Ho>

Antag att varje H; har en positiv sannolikhet; P(H;) > 0.

Varje hédndelse A kan i denna situation skrivas;

A=(HiNA)U(HNA)U---U(H,NA).
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Lagen om total sannolikhet

P(A) = P((HiNA)U(HNA)U---U(H,NA))

n
= Z P(H; N A) (hindelserna H; N A &r disjunkta)

= Z'D( ) (A’H) (betingad sannolikhet)

Darmed har vi bewsat

Theorem

Om héndelserna Hy, Hy, . .., H, ar parvis oférenliga och
HiUH,U---UH, =, dvs att i ett forsék intriffar precis en av
dem, galler fér varje handelse A att

ZP(H (A|H;).

Jérgen Save-Siderbergh 28 januari 2018 SF1920/SF1921 Varterminen 2018



Bayes sats

Genom definitionen av betingad sannolikhet kan vi skriva

_ P(H;NA) _ P(H)P(AlH;)
P =)~ = P

| nédmnaren kan vi anvdnda P(A) = Y7, P(H;)P(A|H))

Theorem

(Bayes sats) Om handelserna Hy, H,, ..., H, ar disjunkta och har
positiva sannolikheter, samt utfyller hela Q, s3 galler for varje
handelse A

P(H;)P(AlH;)

> -1 P(Hj)P(AlH;)’

P(H;|A) =

i=1,...,n.
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Oberoende handelser

Vanligtvis dr P(B|A) # P(B), i speciella fall P(B|A) = P(B).
Om A intraffar pdverkas inte sannolikheten att B intraffar.
D3 kallas A och B fér oberoende hiandelser.

Det medfor att
P(AN B) = P(A)P(B|A) = P(A)P(B)
Detta tar vi som definition.
Handelserna A och B siges vara oberoende om och endast om
P(AN B) = P(A)P(B).

| annat fall ar A och B beroende.
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Oberoende handelser

If A and B ar oberoende hindelser, s& ar dven féljande par av
handelser oberoende:

(a) A and B*.
(b) A* and B.
(c) A* and B*.

Observation Begreppen oférenliga hdndelser och oberoende
handelser dr e¢j samma sak.
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Oberoende handelser

Antag att vi kastar tva tdrningar.

Lat
A = summan av dgonen ir sex, B = den forsta tdrningen blir fyra.
1
P(ANB)=P({4,2}) = %
51 5
P(A)P(B) = === —
(A)P(B) 366 216

A och B ar inte oberoende.
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