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Stokastisk variabel

Singla en slant tvé génger. Q ={KrKr,Kr KI, KI Kr, KI KI'}
Antag att P (Kr) = 2 = 60%.

L&t X = antal kronor

Utfall KrKr KrKlI KIKr KIKI
X 2 1 1 0

X @r en funktion frén utfallsrummet till {0,1,2}. En s8dan funktion
kallas en stokastisk variabel.
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Stokastisk variabel

Utfall KrKr KrKlI KIKr KIKI
X 2 1 1 0

P(X=1)=P(KrKl)=P(Kr)P(Kl)= &&= 2-=0.24
P(X =1)= P(KIKr)=0.24
P(X =0)=P(KIKI)=P(KI)P(KI)= 351 = 7% =0.16

Utfallen av myntet i varje kast ar oberoende av varandra. Det har vi
utnyttjat i berdkningarna ovan. Vi har berdknat
sannolikhetsfunktionen
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Diskreta stokastisk variabel

En stokastisk variabel dr diskret om den kan anta ett andligt eller
upprakneligt odndligt antal olika varden.

Storheterna
px (x) = P(X = x) X =a,a,...

dar a;, as, ... ar de (upprikneligt m&nga) tinkbara vardena som X
kan anta, kallas sannolikhetsfunktionen.

Antal kronor d& vi singlar en slant tvd ganger.

X 0 1 2
px (x) 0.16 0.48 0.36
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Fordelningsfunktion

For att ange hur en stokastisk variabel varierar kan man alltid ange
fordelningsfunktionen.

Definition

Funktionen
Fx(x)=P(X<x), -oco<x<o

kallas fordelningsfunktionen for den stokastiska variabeln X.

| v&rt exempel finns sannolikhet i 0,1 och 2.

| x =1 har vi
Fx (1) = P(X <1) = px(0) + px(1) = 0.16 4+ 0.48 = 0.64

| x =2 harvi Fx (2) = P(X <2) = px(0) + px(1) + px(2) =
0.16 + 0.48 +0.36 = 1.00
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Sannolikhets- och fordelningsfunktionen fér antal kronor vid

tvd kast med mynt

0 1 2
Py(x)
48
.36
16
x
0 1 2

FIGURE 2.3.1 Distribution and Probability Functions of a Discrete Random Variable
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Fordelningsfunktionens egenskaper

Férdelningsfunktionen Fx (x) for en stokastisk variabel X uppfyller

1) Fet) -+ {

(2) Fx (x) ar en vixande funktion av x.

0 dax— —o0
1 ddx— +oc0

(3) Fx (x) ar kontinuerlig till héger fér varje x.

Om a < b s§ géller

P(a< X < b) = Fx (b) — Fx (a).
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Att berakna sannolikheter

| heltalspunkter k = 0,1... kan fordelningsfunktionen berdknas
enligt
Fx (k)= px (j)
Jj<k
Sannolikhetsfunktionen kan berdknas ur fordelningsfunktionen enligt

[ Fx(0) om k=20
px (k) = { /:i (k) — Fx (k — 1) annars
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Att berdkna sannolikheter - se upp med olikheter

b

Pla<X<b)= > px(k)
k=a+1
men

b
Pla<X<b)=) px(k
k=a
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Likformig fordelning

Definition

Om den stokastiska variabeln X har sannolikhetsfunktionen

1
px (k) = =, k=1,2,....,m
m

sages X vara likformigt fordelad 6ver {1,2,..., m}.
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Tvépunktsfordelning. (Specialfall:Bernoulliférdelningen)

Definition
Om den stokastiska variabeln X antar endast tv3 varden a och b

med sannolikheterna p och g =1 — p, sdges X vara
tvépunktsférdelad. Med andra ord

px (a) = p, px (b) =1—p.

@ Om a =1 och b =0 sdges X vara Bernoulli-fordelad.

e Bernoulli-fordelningen ar modell for slumpmi&ssiga forsok som
antingen (X = 1) lyckas eller misslyckas (X = 0).
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For-forsta-gédngen-férdelning

Om den stokastiska variabeln X har sannolikhetsfunktionen

pX(k):(l_p)kilpu k:1727"'7

dar, 0 < p < 1, sdges X vara for-forsta-gdngen-fordelning.
X € ffg (p).

@ Vi gor oberoende f6rsdk som antingen lyckas med
sannolikheten p eller misslyckas (1 — p). Forsdken upprepas
anda tills ett forsok lyckas.

L&t X beteckna antalet slumpmassiga forsdk som vi maste
genomfora. D& ar X for-forsta-gadngen-fordelad.

@ Ex: Repeated throws of dice until we get a six; on the
blackboard.
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Binomialfordelning

Definition
Om den stokastiska variabeln X har sannolikhetsfunktionen

n e
P =([)pa=p (k=01 0<p<L

sdages X vara binomialférdelad. Betecknas X € bin(n, p).

@ Betrakta ett slumpméssigt férsék som upprepas n g&nger. Utfallen av
forsdken anses vara oberoende och varje férsok kan antingen lyckas med
sannolikheten p eller misslyckas med sannolikheten 1 — p. L&t X r3kna
antalet lyckade forsék bland de n férséken. Vad &r sannolikheten att vi
erhdller k lyckade forsok, dvs P (X = k)7 | denna situation &r
X € bin(n, p).

@ Ex. Number of sixes in 20 independent throws, on the blackboard.
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Binomialfordelning — vilken paverkan har sannolikheten for

lyckat férsdk p? n=5

p=0.1

0.5

0.4

0.2

0.1
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Binomialfordelning — vilken paverkan har sannolikheten for

lyckat férsdk p? n=5

p=0.5

0.15 0.20 0.25 0.30
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Binomialfordelning — vilken paverkan har sannolikheten for

lyckat férsdk p? n=5

p=0.9

0.5

0.4

0.2

0.1
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Binomialfordelning

Antag att i genomsnitt var tionde bil som passerar forbi
Rialaavfarten p& E18 kér for fort och att olika bilar haller oberoende
hastigheter (dvs vi antar t ex att det inte finns kobildningar). En
polis miter hastigheten p& 15 bilar.

a) Vad &r sannolikheten att exakt tre bilar kor for fort?
(Svar: 0.1285)

b) Vad ar sannolikheten att &tminstone tre bilar kér for
fort? (Svar: 0.1841)

Jérgen Save-Siderbergh 28 januari 2018 SF1920/SF1921 Varterminen 2018



Poisson-fordelning

Om en s.v. X sannolikhetsfunktionen

e H pk

px (k) = a0

k=0,1,...

sages X vara Poisson-férdelad. Beteckning: X € Po ().

@ Anvinds for att modellera sillsynta hiandelser. Antag att
X € bin(n, p) dar antalet oberoende frsok n ar stort och
sannolikheten p att lyckas i varje forsdk ar liten. Betrakta
1= np som dr «lagomy». D& ges antalet lyckade férsok
approximativt av en s.v. som ir Poissonfordelad med u = np.
Detta kallas ibland smé talens lag. Approximationen &r rimlig
om p < 0.1 och n > 10.
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Anvand Poisson-férdelningen for att approximera

binomial-férdelningen

Vad hander om vi bryter mot tumregeln ovan? ...p < 0.1 och n > 10

Antag att X € bin(25,0.2)

n > 10 dr ok, men p = 0.2 > 0.1, sannolikheten &r inte tillrdckligt
liten.

u=np=25%x02=5

X € Po(5)
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Anvand Poisson-férdelningen for att approximera

binomial-férdelningen

Approximeringen fungerar daligt fér de lagre vardena.

POI1SSON-APPROXIMATION

Jamfdrelse Bin(25,0.2) (o) och Po(5) ()
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FIGUR: Sannoliokhetsfunktion for binomial- och Poisson fordelningar
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Anvand Poisson-férdelningen for att approximera

binomial-férdelningen

Hur ser det ut om vi ndstan uppfyller tumregeln? ... p < 0.1 och
n>10...

Antag nu att X € bin(50,0.1)

n > 10 ar ok och p = 0.1 = 0.1, sannolikheten ligger p& randen av
det mdjliga, enligt var tumregel.

u=np=50x01=5

Annu en gang X € Po (5)
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Anvand Poisson-férdelningen for att approximera

binomial-férdelningen

Detta gér battre, men inte riktigt bra. (For hogt p?)
POISSON-APPROXIMATION

Jamfarelse Bin(50,0.1) (o) och Po(5) (x)
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Poisson-férdelningen

m=1.0
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m=2.0
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Vantevarde och varians for diskreta stokastiska variabler

Vi 6nskar sammanfatta informationen i férdelningen for en diskret
stokastisk variabel genom négra tal.

Ett ldgesméatt ges av

Definition

Vantevardet for diskreta stokastiska variabler

mx=E(X)= > kpx(k)

samtliga k

e Vantevirdet kan tolkas som tyngdpunkten for fordelningen.
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Vantevarde och varians for diskreta stokastiska variabler

En mera allman formel ar

L&t X vara en stokastisk variabel, g (x) en reellvird funktion och
Y = g(X) . D8 ar

E(Y)=Y_g(k)px (k)

all k

Y = g(X) ar en stokastisk variabel.
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Vantevarde och varians for diskreta stokastiska variabler

Tvé vanliga spridningsmatt 3r variansen och standardavvikelsen.

Definition

Antag att en diskret stokastisk variabel X har vantevardet
E (X) = m. D& definieras variansen for X av

0? = E((X=m)?) =3 (k= m)* px (K)

k

Standardavvikelsen D(X) for en stokastisk variabel X &r
kvadratroten ur variansen, d.v.s

D(X) = /V(X)
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