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Funktioner av en stokastisk variabel

L&t X vara en kontinuerlig stokastisk variabel.

Vi ar intresserade av

Y ar ocksd en stokastisk variabel.

Om vi kan finna fordelningsfunktionen for Y
Fy(y) = P(Y < y) = Plg(X) <],

s& kan vi finna tathetsfunktionen genom Fy,(y) = fy(y).
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Exempel: Linjar transformation

Antag att X dr en kontinuerlig stokastisk variabel, samt att
Y =aX + b,
dar a > 0.

Fy(y) = P(Y<y)=PaX+b<y)

Tatheten blir d3
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Antag att g (-) dr en monoton funktion — vixande

e Om g (-) ar vdxande, s3 ar

Fy(y) = P(Y<y)=Plg(X)<y]
= PX<g ()
= Fx [g_l ()]

fy(y) = :yFY (v) = :ny (g7 ()]
= fx[g ()] ig‘l (v)
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g (-) monoton — avtagande

e Om g(+) ar avtagande

gX)<y & Xzg(y),
sd

Fy(y) = Plg(X) <]
= PX>g '(y)]
= 1-P[X<g'(y)
= 1-Fx[g(v)]
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Om g () & monoton

@ Om g(-) & monoton, d v s g () ar vaxande eller avtagande,
kan vi sammanfatta de bagge fallen ovan i en formel

b () = fx [e7 ()] ]jyg (y)\ |
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Tvadimensionell stokastisk variabel

Mat tvd egenskaper hos det utvalda elementet.

P& en av er kan vi mita b&de langden och vikten.

Definition

En tvddimensionell stokastisk variabel (X (w),Y (w)) ar en
funktion definierad p3 ett utfallsrum Q med virden i planet R?.

e (X,Y) ar en forkortning for (X (w), Y (w)).
@ Den stokastiska variabeln (X, Y) kommer att anta observerade
virden (x,y) i R? (som vi kan askadliggdra).
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Simultan férdelningsfunktion

Vi vill kunna rékna sannolikheter som P ((X,Y) € A), dar A &r en
delmingd av R2.

Definition

Funktionen
Fx,y (x,y) =P(X <x, Y <y)=P[{X(w) <x}N{Y(w) < y}]

kallas fordelningsfunktionen for den tvaddimensionella stokastiska
variabeln (X, Y).
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Diskreta tvddimensionella stokastiska variabler

Definition

Om bade X och Y antar ett dndligt eller ett upprakneligt oandligt
antal olika vdrden kallar vi den tvddimensionella stokastiska
variabeln (X, Y) diskret.

Det vanligaste fallet ar att vi har icke-negativa tal.

Definition
Sannolikheten att X = j och Y = k betecknas

pX,Y(.jvk):P(X:jasz)v jZO,l,..., k:O)lv

Storheterna px vy (J, k) kallas den(simultana)
sannolikhetsfunktionen for (X, Y).
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Diskreta tvddimensionella stokastiska variabler

Storheterna px y (J, k) har féljande egenskaper:
(a) 0<px,y (k) <1
(b) Zf.io > o Px,y (U, k) =1.

PIX.Y)EAl= > pxy(i.k), dir ACR?
(U,k)eA
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Exempel Diskret fordelning over
(1,1),(1,2),...,(4,4)

Kasta tvg fyrsidiga tarningar med olika farg, en rod och en svart.

L&t X beteckna den réda tarningen och Y den svarta.
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Diskret fordelning 6ver (1,1),(1,2),...,(4,4)

Alla utfall har sannolikheten 1/16.

y
4 ©1/161/1601/1601/16
3 ©1/1601/1601/1601/16
2 ©1/1601/1601/1601/16
1 ©1/1601/1601/1601/16
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Marginalférdelning

Lat X och Y vara simultant fordelade med sannolikhetsfunktionen
PX,Y (./7 k)

Sannolikhetsfunktionen fér X kallas marginella
sannolikhetsfunktionen fér X och ges av

P(X_./ _pX(./ ZPXY./> ) ./20717

Om vi summerar &ver j istdllet for k i px vy (j, k) fér vi den
marginella sannolikhetsfunktionen for Y.
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Diskret fordelning 6ver (1,1),(1,2),...,(4,4)

Vi berdknar den marginella sannolikhetsfunktionen for X nedan.

y
4
4 *1/16 *1/16 *1/16 *1/16
3 *1/16 *1/16 *1/16 *1/16
2 *1/16 *1/16 *1/16 *1/16
1 *1/16 *1/16 *1/16 *1/16
> x
0 1 2 3 4

4/16 4/16 4/16 4/16
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Diskret fordelning 6ver (1,1),(1,2),...,(4,4)

Den marginella sannolikhetsfunktionen f6r Y.

y
4
4 *1/16 *1/16 *1/16 *1/16
4/16
3 *1/16 *1/16 *1/16 *1/16
4/16
2 *1/16 *1/16 *1/16 *1/16
4/16
1 *1/16 *1/16 *1/16 *1/16
4/16
> x
0 1 2 3 4

4/16 4/16 4/16 4/16
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Kontinuerlig tvddimensionell stokastisk variabel

Om det finns en funktion fx y(x,y) s&dan att

P[(X,Y) e Al = //Afxy(x,y)dxdy

for alla A séges den tvadimensionella stokastiska variabeln (X, Y)
vara kontinuerlig.

Funktionen fx y(x,y) kallas tathetsfunktionen for (X, Y).

Tathetsfunktioner méaste uppfylla
( ) fxy(X y)>0'
b) 75 7 fx,y(x,y)dxdy =1
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Kontinuerlig tvddimensionell stokastisk variabel

Om vi viljer A enligt sidan 83 har vi

X Yy
Fx,v (x,y) :/ / fx,y(u, v)dudv

vilket ar férdelningsfunktionen for (X, Y).
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Exempel Kontinuerlig tvddimensionell stokastisk

variabel

fX7Y(X7y) =277, 0<x<y <.

Eftersom exponentialfunktionen ar icke-negativ, s8 har vi att

fX,Y(Xuy) > 0.
/ / 2e " Ydxdy = 1.

Man kan visa att
Allts& fungerar fx y(x,y) som tathetsfunktion for (X, Y).
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Marginell tathetsfunktion

Om fx y (x,y) ar tathetsfunktionen f6r en tvadimensionell
stokastisk variabel (X, Y') kan vi definiera den marginella
tathetsfunktionen for X genom

&wz/ ey (x,y) dy,

samt for Y

wm:/w&w&mw

—00
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Marginell tathetsfunktion for tvaddimensionell stokastisk

variabel

fX7Y (va) = 267X7y, 0 S X S y < Q.

Vilj ett godtyckligt x i 0 < x < oo0.

R

o
= Qe_x/ e Vdy
X

_ - —y1y=R

= 2% [—e y]y:X

= 2% {—e‘R + e_X]
— 2e %e ™, as R — .

2e % 0<x< o0
0 annars
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Marginell tathetsfunktion for tvaddimensionell stokastisk

variabel

Vilj ett godtyckligt y 10 <y < cc.

y
fy(y) = /O2e_x_ydx

y
= 2e_y/ e Xdx
0

= 2e7 [ 5,

= 2V [-eV+1].

[ 2V (1-eY) 0<y<
fr (v) _{ 0 annars
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Oberoende stokastiska variabler

De stokastiska variablerna X och Y siges vara oberoende om

P(XeC,YeD)=P(XeC)P(YeD).

De stokastiska variablerna X och Y &r oberoende om och endast

Fx,y (x,y) = Fx (x) Fy (y) for alla x och y

px,y U, k) = px (J) py (k) for alla x och y

fx,y (x,y) = fx (x) fy (¥) for alla x och y
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Diskret fordelning dver (1,1),(1,2),..., (4, 4)-continued

Ar X or Y oberoende?
Oberoende kraver

px,y U, k) = px (J) py (k)

for alla j € {1,2,3,4} and k € {1,2,3,4}.

Om vi multiplicerar marginalerna for X och Y f6r godtyckliga
virden p& j och k

. 4 4 1 .
px () py (k) = 1616 — 16 — px,y (U, k) .

Det spelar ingen roll hur vi viljer j och k - alltid samma resultat.

Alltsd ar X och Y oberoende.
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Kontinuerlig bivariat fordelning

(X, Y) har tathetsfunktionen

y(xy) =207 0<x<y<oo.
Ar X och Y oberoende?
fxy (x,y) =fx(x)fy (y) foralla x och y

Om vi kan finna ett talpar (x, y) dar detta inte galler, har vi visat
att X och Y &r beroende. (Ett motexempel)
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Kontinuerlig bivariat fordelning— motexempel

Vi ska visa att X och Y &r beroende. L&t oss vilja punkten (1,1).

Marginalen for X i (1,1)

Marginalen for Y i (1,1)

fy(1)=2e1(1—e )

Den simultana tatheten i (1,1)
fxy(l,1) =217t =2e2

fx(1)fy (1) =222 (1—e ') =4de?(1—et) #2e7>=fv(1,1)
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Storsta vardet av tva

Lat X och Y vara tvd oberoende stokastiska variabler.
Lat
Z =max(X,Y).

/<z & X<zochY<z

Fz(z)=P(Z<z)=P(X<zoch Y <z)=Fx(z)Fy(z)

X och Y behdver inte ha samma fordelning.
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Minsta vardet av tva

Aterigen, 18t X och Y vara tva oberoende stokastiska variabler.
Lat
Z =min(X,Y).

Eftersom Z > z om och endast om bdde X > z och Y > z, har vi
att

Fz(z) = P(Z<2)
= 1-P(Z>2)
= 1-P(X>zochY>2z)
= 1-P(X>2z)P(Y >2)
= 1-[1-P(X<2)][1-P(Y <2)
— 1L A ([ Fy(2)]

Ej nodvandigt X och Y samma fordelning
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Summa av stokastiska variabler

L&t X och Y vara tv4 diskreta stokastiska variabler som har en
simultan férdelning px y (/,/). (Inget antagande om oberoende!)
Lat

Z=X+Y.

Antag att X och Y endast antar icke-negativa vérden.

pz(k)=P(Z=2)=P(X+Y = k)
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Summa av stokastiska variabler

Hindelsen X + Y = k kan intraffa p& manga olika satt

X Y V4
0 k k
1 k-1 k
2 k-2 k
k 0 k

De olika fallen ar disjunkta handelser och hdndelsen X + Y = k &r
unionen av dem.

Enligt Kolmogorovs tredje axiom ska vi summera Gver alla dessa fall
for att berdkna P (X + Y = k).
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Summa av stokastiska variabler

P(X+Y=k= ZPXY’J
i+j=

=Y px.y (i)

i+j=k

Alltsa

P& samma satt kan vi berdkna fordelningsfunktionen for Z;

= Y px.y (i)

i+j<z
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Summa av (oberoende) stokastiska variabler

Antag att X och Y &r oberoende.
px,v (i,J) = px (i) v (/)

pz (k)= Y px(i)py (j)
i+j=k
Fordelningsfunktionen for Z;

Fz(z)= Y px(i)py ()

i+j<z
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