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Vantevarde for en funktion av en stokastisk variabel

(X) géller att

E(Y)= >« & (k) px (k) diskreta s.v.
[ 8 (x) i (x)dx  Kontinuerliga s.v.

Vi kan generalisera till flera stokastiska variabler

Om Z =g (X,Y) géller att

E(Z) _ Zj Zkg(ja k) Px,y (j, k) diskreta s.v.
ffooo f_oooo g(x,y) fx,y (x,y)dxdy kontinuerliga s.v.

Intressanta fall av funktionen g () ar g (X,Y)=X+Y,
g(X,Y)=Xsamt g(X,Y)=XY
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Vantevardet av en summa av tvad stokastiska variabler

E(X+Y)=EX)+E(Y)

Antag X och Y &r kontinuerliga stokastiska variabler.

E(X+Y) = /_OO/_OO(X—Fy)fxﬁy(X,y)dxdy

:/ / xfxy(x,y)dxdy +

+ /_Z/_nyx,v(xm)dxdy
E(X)+E(Y)

| boken finns ett bevis for diskreta stokastiska variabler. ]

Vi behdver inte anta att X och Y &r oberoende. Galler for flera s.v. ...
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Vantevarde for en linearkombination av stokastiska variabler

E (aX + bY + C) = aE (X) + bE (Y) +c (Inget oberoende!)

(Skiss) Antag att X och Y &r kontinuerliga.

E(aX +bY +¢) = / / (ax + by + ¢) fx, v (x,y) dx dy

]

v
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Vantevardet av en produkt av tvd stokastiska variabler

Om X och Y &r oberoende, giller att E (XY) = E (X) E(Y)

Antag att X och Y &r kontinuerliga.

E(XY) =/ / xy fx,y (x,y) dxdy

- /Z/ny i (x) fy (y) dx dy

— ([ xntoa) ([ ryrir o)

= E(X)E(Y)

Kan generaliseras till flera stokastiska variabler.
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Matt p& beroendet mellan tv stokastiska variabler i en

tvédimensionell stokastisk variabel (X, Y)

Vi 6nskar uttrycka beroendet mellan de tvé variablerna X och Y i
en tvaddimensionell stokastisk variabel (X, Y) med ett tal.

Det ar motsvarigheten till lages- och spridningsmatt som vi soker.
Betrakta en bivariat tithetsfunktion ver R?.

Vi har sett ovan att variansen ar vantevardet av funktionen
2
g(X)=(X—p).

Vilken funktion g (X, Y) ska vi anvanda i vintevardet for att fénga
beroendet mellan X och Y?
Vi studerar funktionen

g(X,Y)=(X—ux)(Y —ny).
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Effekten av produkten (X — ux)(Y — py)

De stokastiska variablerna X och Y har respektive vantevarde ux
och py.

ny

(Y —py) <0 (Y —py) <0
(X —px) <0 (X —px)>0

(X =px) (Y —py) >0 (X —px) (Y —py) <0

1x
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Positivt och negativt beroende mellan X och Y

poTe

FUDLULINUIVULL LHEeQ

pivakurvor liknande dem i Figur 5.7, framgar réitt tydligt att det finns
ett beroende. I Figur 5.7a har X och Y en tendens att avvika, at samma
hall fréan sina véntevérden px respektive py, dvs ett hogt vérde pa X
har en tendens att foljas av ett hogt viirde fiven pa Y och vice versa.
I Figur 5.7b déremot tenderar X och Y att avvika at olika hall fran
sina véntevérden.

a) b)

ny

15

Figur 5.7 Nivdkurvor.
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Kovariansen mellan X och Y

Definition

Kovariansen Cov (X, Y) mellan X och Y definieras som

Cov (X, Y) = E[(X —px)(Y — py)].

Vi ser att
Cov (X, X) = E [(X — pux)?] = Var (X)
Om X och Y har en simultan tdthet fx y(x, y) géller att
Cov(X,Y) = /Z /Z(X = 1x)(y — py)fx,v (X, y)dxdy.
Om X och Y ar diskreta s.v.
Cov(X, Y) ZZ(/ — 1x)( — 1y )px,v (%, ¥).
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Berdkningsformel fér kovariansen

Om vi anvander riknereglerna for E (-) ovan

Cov(X,Y) = E[(X—px)(Y —py)l
= E[XY —Xpy —uxY + pxpy]
= E[XY]—E[X]puy — pxE[Y]+ pxpy
= E[XY] = puxpy — pxpy + pxpy
= E[XY]—pxpy,

d.v.s.

Cov(X,Y) = E[XY] — uxpy.
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Rikneregler for Cov (+)

e Cov (X, X) = Var(X)

e Cov(X,Y)= Cov(Y,X)

e Cov(aX + b,cY +d) = acCov (Y, X)

@ Cov(X+Y,Z)= Cov(X,Z)+ Cov(Y,2)

Cov(X,Y) = E[(X —pux) (Y —py)] =
E[(Y — py) (X — px)] = Cov (Y, X) 0
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Kovariansen ar en bilinear funktion

Detta betyder att kovariansen &r linedr i bada sina argument.

Cov(X+Y,Z+ W)=
Cov (X, Z) + Cov (X, W)+ Cov(Y,Z)+ Cov (Y, W)

En linedrkombination av stokastiska variabler Xy, X5, ..., X, ar

n
aXi+ X+ + aXa =Y GXj,
=

dar ¢, ¢, ..., ¢y ar godtyckliga reella tal.

Cov (Zf=1 aiXi, Zf:l ijj) => }1:1 aibj Cov (Xj, Xj)
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Korrelationskoefficienten

Standardavvikelsen for en stokastisk variabel X betecknas D (X).

Definition

Korrelationskoefficienten for X och Y definieras som

Cov (X,Y)

SMREI G110

@ p dr ett matt pd det linedra beroendet mellan X och Y.
@ p saknar dimension.

e Varfor delar vi Cov(X, Y) med produkten av D (X) och
D(Y)?

Det gor att
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Korrelationskoefficienten

Definition
Om Cov (X, Y) =0 sdges X och Y vara okorrelerade.

D& Cov (X,Y) = E(XY)— E(X)E(Y) ar tva s.v. okorrelerade
om och endast om E (XY) = E(X) E(Y).

Om X och Y ar oberoende s& ar de ocksa okorrelerade.

Om X och Y &r oberoende E (XY) = E(X)E(Y). Alltsé ar X
och Y okorrelerade. O

Motsatsen ar inte sann; Beroende variabler kan vara okorrelerade.
Exempel 5.13
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Jorgen Save-Sdderbergh 31 januari 2018 SF1920/SF1921

Linedrkombination av stokastiska variabler X1, X5, ..., X,

En linedrkombination av stokastiska variabler X1, Xo,..., X, ar
n
aXi+oXo+ -+ cp Xy = Z ¢ Xj,
j=1

dar ¢, ¢, ..., ¢y dr godtyckliga reella tal.

E(Sy 6X) = Sy E (X)

Var <ZJ’-1:1 CiXi) =", A Var(X;) +2 > ij ciciCov (Xi, X;)
Om Xq, X3, ..., X, ar oberoende

Var (Z}'ﬂ CiXi) =30, c2Var(X;)
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En speciell linedrkombination — aritmetiska medelvardet

Vilj ¢; = % vilket ger

1 1 Xi4- o+ Xe <
C1X1+"'+Can:EX1+"'+EXn:%:X'

Om X1, X, ..., X, dr oberoende s.v. med samma véntevérde |1 och
standardavvikelsen o

E(X):;Zu:n%:u
i=1
VariY) =", (%)202:’7%2:%2
D (X) :\%
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Stora talens lag
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FIGUR: Sannolikhetsfunktionen fér medelvirdet X, = (X1 +... X,)/n, dir de
enskilda observationerna dr Po(1), fér n = 1,10, 100 och 1000. Den diskreta
fordelningen koncentreras alltmer runt virdet 1, dvs vintevirdet.
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Stora talens lag

L&t X1, X5, ... vara oberoende och likaférdelade stokastiska
variabler, var och en med vintevirdet pu, och satt

7X1—|-X2+"'+Xn
- .

Xn
Da giller, for alla € > 0, att

P(u—e<?n<u+e)—>1 dd n— oo.
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