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Normalfordelningen

Definition
Den stokastiska variabeln X ar normalférdelad om dess
tathetsfunktion ges som

_ )2
exp{_w}, oo < x < o0,

fX(X) = 252

1
oV 2w
Symbolerna u och o ar parametrar (fixerade reella tal) som

uppfyller
—0o < pu<oo och 0<o<oo.

Vi anvdnder beteckningen X € N(u, o) for denna férdelning.
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Normalfordelningen

Definition

Férdelningsfunktionen for X ~ N(u, o) ar

2
FX(X):P(XSX O-\/% exp{ M}dt
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Standardiserad normalférdelning— N(0, 1)

Om vi later p = 0 och o =1 erhéller vi den standardiserade
normalférdelningen. Tathetsfunktion har d& uttrycket

1 x?
@(X):\/T?exp —? N _OO<X<OO,

och fordelningsfunktionen

B(x) = P(X < x) = /Oo o(t)dt = ;r/;exp {—t;} dt.

©(x) ar jamn, ty
p(=x) = p(x)-

(Grafen till en jamn funktion &r symmetrisk med avseende pd y-axeln)
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Standardiserad normalférdelning— N(0, 1)

The Normal Distribution

AN
\\

@ Maximum i x = 0, vilket r vintevirdet p = 0.

@ | punkterna x = —loch x = 1 har titheten tva
inflexionspunkter. (De sitter i punkterna u — o och p+ o for
samtliga normalférdelningar, alltsd en standardavvikelse fran
vintevirdet)

En inflexionspunkt ar en punkt dir kurvan byter fr&n att vara konkav till

konvex eller vice versa.
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Standardiserad normalférdelning — vi méaste ha en tabell

Fordelningsdelningsfunktionen fér N(0, 1)-fordelningen

O(x) = P(X < x) = /X 1exp{—t;}dt.

—c0 V2T
Man kan bevisa att det inte gr att hitta en primitiv funktion till
op )
Genom numeriska metoder har tabeller skapats.

P& sidan 397 finns en tabell for x = 0,0.01,0.02,...,4.0

®(0) = 0.5, ®(1.64) =0.9495 and P(1.65) = 0.9505.
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Tabell 6ver den standardiserade normalférdelningens

ordelningsfunktion

324 Tables

area = dx)
Table 1. Normal distribution. ®(x} =
P(X < x) where X ~ N(0, 1). When
x is negative, use the fact that ®(—x) =
1 — ®(x).

00 5000 S04 5080 5120 5160 5199 5239 5279 .S319 5359
01 5398 5438 5478 3517 5557 5506 5636 5675 574 5753
02 5793 5832 5871 5910 5948 5987 6026 6064 6103 6141
03 6179 6217 6255 6293 6331 6368 6406 6443 6480 6517
04 6554 6591 6628 6664 6700 6736 6772 6808 6844 6879

05 6915 6950 6985 7019 7054 7088 7123 7157 7190 2224
06 7257 7291 7324 357 7389 7422 7454 7486 517 7549
07 7580 7611 7642 7673 7704 7734 7764 7794 7823 7852
08 7881 7910 7939 7967  .7995 8023 8051 8078 8106 8133
09 8159 8186 8212 8238 8264 8289 8315 8340 8365 8389

10 8413 8438 8461 8485 8508 8531 8554 8577 8599 8621
L1 8643 8665 8686  S708 8729 8749 8770 8790 8810 £830
12 8849 8869 8888 8907 8925 8944 8962 8980 8997 9015
13 9032 9049 9066 9082 9099 911 9131 9147  9I62 9177
L4 9192 9207 922 9236 9251 9265 9279 9292 9306 9319

LS 9332 9345 9357 9370 9382 9394 9406 9418 9429 9441
16 9452 9463 9474 9484 9495 9505 9515 9525 9535 9545
L7 955 9564 9573 9582 9591 9599 9608 9616 9625 9633

L9 9713 9719 9726 9732 978 9744 9750 9756 8761 9767

20 97831 f. 97982 98169
21 98300 : 98422 98574
22 98679 K 98718 98899
23 98983 1 99158
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Den standardiserade normalfordelningen — negativa varden

For x < 0 kan tabellen fortfarande anvandas tack vare sambandet
O(—x)=1—P(x) for alla reella x.
Ett litet exempel

®(—1) =1—d(1) =1 —0.8413 = 0.1587
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Den standardiserade normalférdelningen

Om X &r en godtycklig stokastisk variabel med
fordelningsfunktionen F, s& galler for a och b som uppfyller a < b

P(a< X < b)= F(b)— F(a). (Sats 3 i kapitel 3, sidan 67)
Alltsd galler for den standardiserade normalfrdelningen
P(a < X < b) = d(b) — (a).

Eftersom X &r kontinuerlig s& kan vi variera olikheterna i
P(a < X < b) som vi dnskar — det spelar ingen roll.
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a-kvantilen for en standardiserade normalférdelningen

...Om x bestdms s& att arean under tithetsfunktionen till hdger om x &r lika med en
given kvantitet o, 0 < o < 1, s definierar x den sa kallade a-kvantilen for

férdelningen. . ..

a-kvantilen for den standardiserade normalférdelningen betecknas
Aa-

Arean till héger om A, ar lika med a: P (X > A\y) = «

o | 0.0005 0.001 0.005 0.01 0.025 0.5 0.10
Ao [ 329 309 258 233 196 164 128

Eftersom tdtheten dr symmetrisk kring O har vi

A1—a = _)\a
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Den standardiserade normalfordelningen — vantevarde och

varians

Om X ~ N(0,1), s§ ar E(X) =0 och Var(X) = 1.
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(Allman) normalférdelning

Om X € N(u,0), s§ ar den standardiserade variabeln

Om X € N(u,0), s§ ar

EX)=p, Var(X)=0? DX)=0c

E(X) = E(u+0Y) = u+0E(Y) = p
Var (X) = Var (p+ oY) =0+ o?Var (Y) = o2 O
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Normalférdelningen ~ N(u, o) — Tolkningen av

parametrarna

Parametrarna i (den allménna) normalférdelningen ar

= E(X) o =D (X)
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Normalférdelningen ~ N(u, o) — Hur berdkna

sannolikheten for olika handelser

Om X € N(u,0), s&

Pla<X<b) — P(a_MSX_MSb_M>
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Exempel: normalférdelningen  N(u, o)

Vid en industri produceras jarnbalkar som vager 2000 kg.

Vikten hos en producerad jarnbalk kan beskrivas av en
normalférdelning dir 1 = 2000 och 02 = 5.29.

A) Vissa balkar avviker med mer dn 5 kg frén den
avsedda vikten. Dessa efterbehandlas for att fa en
vikt ndrmare 2000 kg. Bestdm vilken andel balkar som
behdver efterbehandlas. (Svar: 0.03)

B) Bestam sannolikheten att en balk vager mindre an
1997 kg. (Svar: 0.0968)

c) Bestdam sannolikheten att en balk vager mer dn 2005
kg. (Svar: 0.015)

Jérgen Save-Siderbergh 5 februari 2018 SF1920/SF1921 Varterminen 2018



Normalfordelningen

Vi dr ofta intresserade av att finna symmetriska intervall sddana att
en stokastisk variabel X ~ N(0,1) befinner sig inom detta intervall
med en foreskriven sannolikhet.

For vilket x > 0 har vi att P (—x < X < x) = 0.957
Vi kan anvanda kvantiler for att hitta x.

Lat
X = )\0.025 =196 och —x= —)\0.025 =-1.96

vilket ger
P(—1.96 < X <1.96) = 0.95.

En allmédn formel fér godtyckligt a: Om X € N(0,1), sa for
godtyckligt val av

P (—Aa/g < X < >‘a/2) =1-a.
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Normalfordelning

For den (allmdnna) normalférdelningen X € N(u, o) kan vi
uttrycka a-kvantilen x, med hjilp av a-kvantilen fér den
standardiserade normalférdelningen A,.

X - "
P(X>xa):P< £ X “):P(Y>Aa):a,

ag g
d.v.s.
D C I
g
Vidare
P(—/\a/zg X gAap) —1-a

P(,u—)\a/2cr§X§,u+)\a/20):1—a

Jérgen Save-Siderbergh 5 februari 2018 SF1920/SF1921 Varterminen 2018



Normalfordelning — linjar transformation

Normalférdelningen har den (goda) egenskapen att efter en linjar
tranformation ar den nya variabeln fortfarande normalférdelad.

Om X ~ N(u,0) ochY =aX + b, s§ ar Y ~ N (ap+ b,|a|o)

Theorem

Om Xy, X, ..., X, dr oberoende och respektive normalférdelade
N(u1,01), N(pz,02), ..., N(pn,on) och a1, az, ..., a, ar givna
konstanter, s& ar

aXy +aXo+---+apXyg+ b~

N (al,ul + aspo + -+ + anpn + b, \/afaf +a503 + -+ agag>

v
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Normalfordelning

Ett specialfall; om X1, Xa, ..., X, ar oberoende och likafordelade
N(u, o), konstanterna draj =1/n, i=1,2,...,n, samt b=0, s§

ar

(o)

Ett annat specialfall ar

Corollary

Om Xl,Xz, PN ,)(,,1 ar N(,ul,al) och Yl, Y2, 0oog Y,,2 are N(uz,o‘z)
och samtliga variabler dr oberoende, s§ ar

2 2
— — o g
X=Y ~N|pg—pa 2L+ 2
n no
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En reflexion innan den stora satsen

Vi har just sett att summor av oberoende normalférdelade s.v. ar
normalférdelade.

Centrala gransvardessatsen uttalar att en summa av oberoende s.v.
med en godtycklig fordelning &r normalférdelad,

om antalet termer i summan ar tillrackligt ménga.
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Ett forsok att &skadliggéra den centrala gransvardessatsen

ix6i§5.3 fal}ades fordelningarna for tvi oberoende s.v. som vardera antog virdena
20ch 3 med'l.lka Lit oss nu dcka berikni till en summa av tre
- och sedan till fyra s.v. Resultatet aterges i grafisk form i Fig 8:7, ddr som jamférelse

:n en och tva s.v. medtagits. Man ser att fordelningen snabbt 4ndras och att den tycks
r och mer f4 den fér (] i k istiska kl

B8 " 10. 12

Fordelningen férandras snabbt och verkar anta formen av en
normalférdelning.

| kursboken finns motsvarande illustration p& sidan 159. De startar frn en
likformig fordelning 6ver 1,2,3,4,5,6.
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Centrala gransvardessatsen

Theorem

Om X1, Xa,..., Xy, ... ar en odndlig féljd av oberoende
likaférdelade stokastiska variabler, var och en med vintevirdet u
och standardavvikelsen o > 0.

och, I§t

Yn=X1+--+ Xy
s§ galler att

P<a< Ygf“<b> — & (b) — d(a), di n— oo

E(Y)=EXi+---+Xp) =nu
Var (Y,) = Var (X; + - + X,) = no?

Y;\/'l“ standardiserad stokastisk variabel.
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Centrala gransvardessatsen

Definition

Om Z,,n=1,2,..., ar en odndlig foljd av s.v. och det dr mdjligt att hitta tal
A, och B,, n=1,2,..., sddana att

P<a< Z"‘;A" <b> — & (b) — ®(a),nér n — oo

s§ sages Z, vara asymptotiskt normalférdelade med parametrarna A, och B,.
Betecknas med

Zy ~ AsN (A, B)

Alltsa kan centrala gransvirdessatsen skrivas: Y, ~ AsN (nu, ov/n)

Om X1, Xz,...,Xn, ... ar en odndlig foljd av oberoende likaférdelade
stokastiska variabler, var och en med védntevérdet ju och standardavvikelsen

o >0, s4 é’r7~AsN(u, s

3
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lllustration av centrala gransvardessaten
Antag att termerna dr X; ~ Exp (\), with A = 1.
po= E(X)=

o = D(X)=

For dessa termer har vi (Y, = X1 + -+ + X,)
Yn— ny Y,—n
ov/n  \/n

nar n ar stort. Vi skriver om s3 att det handlar om medelvardet
istallet:

~ N(0,1)

Yn—nu_yn—u_yn—l_ (X 1) ~
oTn  opdm  1jym VKA NGO

SIR|s I~
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Fordelningen for medelvirdet X med datorsimulering
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Fordelningen for medelvardet /n (X, —

datorsimule

ring

10 Pop density: Exp(A=1) Hlstogram of \F —1)
0.8}, 1 08
06 “ 1 06
0.4f e 1 04

-
0.2f AT {1 02

il N

08005 10 152025303540 22 52 -1 0 1 2 3
0s Histogram of V5| 5(Y,—1) 05 Histogram of v 10(¥;,—1)
0.4 0.4
0.3 03}
0.2 0.2

0.1
0.0

-3 -2-1 0 1 2

0.1
0.0°

-3 -2-10 1 2 3

0.5

Jérgen Save-Siderbergh

Histogram of v/30 (¥;,—1)

5 februari 2018

05 Histogram of v/ 100 (Y4~ 1)

0.4r
0.3
0.2+
0.1

SF1920/SF1921

Varterminen 2018



