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Normalfördelningen

De�nition

Den stokastiska variabeln X är normalfördelad om dess

täthetsfunktion ges som

fX (x) =
1

σ
√
2π

exp

{
−(x − µ)2

2σ2

}
, −∞ < x <∞.

Symbolerna µ och σ är parametrar (�xerade reella tal) som

uppfyller

−∞ < µ <∞ och 0 < σ <∞.

Vi använder beteckningen X ∈ N(µ, σ) för denna fördelning.
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Normalfördelningen

De�nition

Fördelningsfunktionen för X ∼ N(µ, σ) är

FX (x) = P (X ≤ x) =
1

σ
√
2π

∫ x

−∞
exp

{
−(t − µ)2

2σ2

}
dt.
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Standardiserad normalfördelning� N(0, 1)

De�nition

Om vi låter µ = 0 och σ = 1 erhåller vi den standardiserade

normalfördelningen. Täthetsfunktion har då uttrycket

ϕ(x) =
1√
2π

exp

{
−x2

2

}
, −∞ < x <∞,

och fördelningsfunktionen

Φ(x) = P(X ≤ x) =

∫ x

−∞
ϕ(t)dt =

1√
2π

∫ x

−∞
exp

{
− t2

2

}
dt.

ϕ(x) är jämn, ty

ϕ(−x) = ϕ(x).

(Grafen till en jämn funktion är symmetrisk med avseende på y -axeln)
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Standardiserad normalfördelning� N(0, 1)

Maximum i x = 0, vilket är väntevärdet µ = 0.

I punkterna x = −1och x = 1 har tätheten två

in�exionspunkter. (De sitter i punkterna µ− σ och µ+ σ för

samtliga normalfördelningar, alltså en standardavvikelse från

väntevärdet)

En in�exionspunkt är en punkt där kurvan byter från att vara konkav till

konvex eller vice versa.
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Standardiserad normalfördelning � vi måste ha en tabell

Fördelningsdelningsfunktionen för N(0, 1)-fördelningen

Φ(x) = P (X ≤ x) =

∫ x

−∞

1√
2π

exp

{
− t2

2

}
dt.

Man kan bevisa att det inte går att hitta en primitiv funktion till

exp
{
− t2

2

}
.

Genom numeriska metoder har tabeller skapats.

På sidan 397 �nns en tabell för x = 0, 0.01, 0.02, . . . , 4.0

Φ(0) = 0.5, Φ(1.64) = 0.9495 and Φ(1.65) = 0.9505.
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Tabell över den standardiserade normalfördelningens
fördelningsfunktion
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Den standardiserade normalfördelningen � negativa värden

För x < 0 kan tabellen fortfarande användas tack vare sambandet

Φ(−x) = 1− Φ(x) för alla reella x .

Ett litet exempel

Φ(−1) = 1− Φ(1) = 1− 0.8413 = 0.1587
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Den standardiserade normalfördelningen

Om X är en godtycklig stokastisk variabel med

fördelningsfunktionen F , så gäller för a och b som uppfyller a ≤ b

P(a < X ≤ b) = F (b)− F (a). (Sats 3 i kapitel 3, sidan 67)

Alltså gäller för den standardiserade normalfördelningen

P(a < X ≤ b) = Φ(b)− Φ(a).

Eftersom X är kontinuerlig så kan vi variera olikheterna i

P(a < X ≤ b) som vi önskar � det spelar ingen roll.
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α-kvantilen för en standardiserade normalfördelningen

. . . Om x bestäms så att arean under täthetsfunktionen till höger om x är lika med en

given kvantitet α, 0 < α < 1, så de�nierar x den så kallade α-kvantilen för

fördelningen. . . .

α-kvantilen för den standardiserade normalfördelningen betecknas

λα.

Arean till höger om λα är lika med α: P (X > λα) = α

α 0.0005 0.001 0.005 0.01 0.025 0.05 0.10

λα 3.29 3.09 2.58 2.33 1.96 1.64 1.28

Eftersom tätheten är symmetrisk kring 0 har vi

λ1−α = −λα
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Den standardiserade normalfördelningen � väntevärde och
varians

Theorem

Om X ∼ N(0, 1), så är E (X ) = 0 och Var(X ) = 1.
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(Allmän) normalfördelning N(µ, σ)

Theorem

Om X ∈ N(µ, σ), så är den standardiserade variabeln

Y =
X − µ
σ

∈ N(0, 1).

Y = X−µ
σ ⇔ X = µ+ σY

Theorem

Om X ∈ N(µ, σ), så är

E (X ) = µ, Var (X ) = σ2, D (X ) = σ

Bevis.

E (X ) = E (µ+ σY ) = µ+ σE (Y ) = µ,
Var (X ) = Var (µ+ σY ) = 0 + σ2Var (Y ) = σ2.
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Normalfördelningen N(µ, σ) � Tolkningen av
parametrarna

Parametrarna i (den allmänna) normalfördelningen är

µ = E (X ) σ = D (X )
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Normalfördelningen N(µ, σ) � Hur beräkna
sannolikheten för olika händelser

Om X ∈ N(µ, σ), så

P(a ≤ X ≤ b) = P

(
a− µ
σ
≤ X − µ

σ
≤ b − µ

σ

)
= P

(
a− µ
σ
≤ Y ≤ b − µ

σ

)
= Φ

(
b − µ
σ

)
− Φ

(
a− µ
σ

)
.
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Exempel: normalfördelningen N(µ, σ)

Vid en industri produceras järnbalkar som väger 2000 kg.

Vikten hos en producerad järnbalk kan beskrivas av en

normalfördelning där µ = 2000 och σ2 = 5.29.

A) Vissa balkar avviker med mer än 5 kg från den

avsedda vikten. Dessa efterbehandlas för att få en

vikt närmare 2000 kg. Bestäm vilken andel balkar som

behöver efterbehandlas. (Svar: 0.03)

B) Bestäm sannolikheten att en balk väger mindre än

1997 kg. (Svar: 0.0968)

c) Bestäm sannolikheten att en balk väger mer än 2005

kg. (Svar: 0.015)
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Normalfördelningen

Vi är ofta intresserade av att �nna symmetriska intervall sådana att

en stokastisk variabel X ∼ N(0, 1) be�nner sig inom detta intervall

med en föreskriven sannolikhet.

För vilket x > 0 har vi att P (−x ≤ X ≤ x) = 0.95?

Vi kan använda kvantiler för att hitta x .

Låt

x = λ0.025 = 1.96 och − x = −λ0.025 = −1.96
vilket ger

P (−1.96 ≤ X ≤ 1.96) = 0.95.

En allmän formel för godtyckligt α: Om X ∈ N(0, 1), så för

godtyckligt val av α

P
(
−λα/2 ≤ X ≤ λα/2

)
= 1− α.
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Normalfördelning

För den (allmänna) normalfördelningen X ∈ N(µ, σ) kan vi

uttrycka α-kvantilen xα med hjälp av α-kvantilen för den

standardiserade normalfördelningen λα.

P (X > xα) = P

(
X − µ
σ

>
xα − µ
σ

)
= P (Y > λα) = α,

d.v.s.

λα =
xα − µ
σ

⇔ xα = µ+ σλα

Vidare

P

(
−λα/2 ≤

X − µ
σ

≤ λα/2
)

= 1− α

P
(
µ− λα/2 σ ≤ X ≤ µ+ λα/2 σ

)
= 1− α
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Normalfördelning � linjär transformation

Normalfördelningen har den (goda) egenskapen att efter en linjär

tranformation är den nya variabeln fortfarande normalfördelad.

Theorem

Om X ∼ N(µ, σ) och Y = aX + b, så är Y ∼ N (aµ+ b, |a|σ)

Theorem

Om X1,X2, . . . ,Xn är oberoende och respektive normalfördelade

N(µ1, σ1),N(µ2, σ2), . . . ,N(µn, σn) och a1, a2, . . . , an är givna

konstanter, så är

a1X1 + a2X2 + · · ·+ anXn + b ∼
N

(
a1µ1 + a2µ2 + · · ·+ anµn + b,

√
a21σ

2
1 + a22σ

2
2 + · · ·+ a2nσ

2
n

)
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Normalfördelning

Corollary

Ett specialfall; om X1,X2, . . . ,Xn är oberoende och likafördelade

N(µ, σ), konstanterna är ai = 1/n, i = 1, 2, . . . , n, samt b = 0, så

är

X ∼ N

(
µ,

σ√
n

)
Ett annat specialfall är

Corollary

Om X1,X2, . . . ,Xn1 är N(µ1, σ1) och Y1,Y2, . . . ,Yn2 are N(µ2, σ2)
och samtliga variabler är oberoende, så är

X − Y ∼ N

µ1 − µ2,
√
σ21
n1

+
σ22
n2
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En re�exion innan den stora satsen

Vi har just sett att summor av oberoende normalfördelade s.v. är

normalfördelade.

Centrala gränsvärdessatsen uttalar att en summa av oberoende s.v.

med en godtycklig fördelning är normalfördelad,

om antalet termer i summan är tillräckligt många.
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Ett försök att åskådliggöra den centrala gränsvärdessatsen

Fördelningen förändras snabbt och verkar anta formen av en

normalfördelning.

I kursboken �nns motsvarande illustration på sidan 159. De startar från en

likformig fördelning över 1, 2, 3, 4, 5, 6.
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Centrala gränsvärdessatsen

Theorem

Om X1,X2, . . . ,Xn, . . . är en oändlig följd av oberoende

likafördelade stokastiska variabler, var och en med väntevärdet µ
och standardavvikelsen σ > 0.

och, låt

Yn = X1 + · · ·+ Xn

så gäller att

P

(
a <

Yn − nµ

σ
√
n

< b

)
→ Φ (b)− Φ (a) , då n→∞

E (Yn) = E (X1 + · · ·+ Xn) = nµ

Var (Yn) = Var (X1 + · · ·+ Xn) = nσ2

Yn−nµ
σ
√
n

standardiserad stokastisk variabel.
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Centrala gränsvärdessatsen

De�nition

Om Zn, n = 1, 2, . . ., är en oändlig följd av s.v. och det är möjligt att hitta tal
An och Bn, n = 1, 2, . . ., sådana att

P

(
a <

Zn − An

Bn
< b

)
→ Φ (b)− Φ (a) , när n→∞

så säges Zn vara asymptotiskt normalfördelade med parametrarna An och Bn.
Betecknas med

Zn ∼ AsN (An,Bn)

Alltså kan centrala gränsvärdessatsen skrivas: Yn ∼ AsN
(
nµ, σ

√
n
)

Corollary

Om X1,X2, . . . ,Xn, . . . är en oändlig följd av oberoende likafördelade

stokastiska variabler, var och en med väntevärdet µ och standardavvikelsen

σ > 0, så är X ∼ AsN
(
µ, σ√

n

)
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Illustration av centrala gränsvärdessaten

Antag att termerna är Xi ∼ Exp (λ), with λ = 1.

µ = E (X ) =
1

λ
=

1

1
= 1

σ = D (X ) =
1

λ
= 1

För dessa termer har vi (Yn = X1 + · · ·+ Xn)

Yn − nµ

σ
√
n

=
Yn − n√

n
≈ N (0, 1)

när n är stort. Vi skriver om så att det handlar om medelvärdet

istället:

1
n
1
n

× Yn − nµ

σ
√
n

=
X n − µ
σ/
√
n

=
X n − 1

1/
√
n

=
√
n
(
X n − 1

)
≈ N (0, 1)
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Fördelningen för medelvärdet X med datorsimulering
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Fördelningen för medelvärdet
√
n
(
X n − 1

)
med

datorsimulering
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