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Binomialfordelningen

Definition

Om en stokastisk variabel X har sannolikhetsfunktionen

n _
pX(k):<k)pk(1—p)"k, (k=0,1,...,n) 0<p<l,

da sdges X ha en binomialférdelning. Beteckning: X € bin (n, p).

@ n oberoende forsok.
@ Varje forsok kan antingen lyckas eller misslyckas.
@ Sannolikheten for lyckat forsok ar p.

@ X raknar antalet lyckade forsok.
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Binomialfordelning — anvandning av indikatorvariabler

Variabeln X kan uppfattas som en summa av oberoende stokastiska
variabler.

Definition

Definiera /; som

P 1 om forsok nr i lyckas
"7 | 0 om forsok nr i misslyckas

Dessa stokastiska variabler kallas indikatorvariabler.

X=h+h+-+1

X=h+h+---+1,€bin(n,p).
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Binomialfordelning - varje term ar Bernoulliférdelad

Varje indikator (i detta sammanhanget) foljer en s.k.
Bernoulliférdelning
li € bin(1,p).

k | 0o 1
P(li=k)|[1-p p

E()=1p+0(1—p)=p
E(f)=1?p+0°(1—p)=p
Var () = E (I7) = (E(1))* = p—p* = p(1 - p)
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Binomialfordelning — véantevarde och varians

X=hth++h

E(X) = E(h+h+--+1l)=E(h)+ -+ E(l)
= ptp+t--+tp=np

Var(X) = Var(h+h+---+1,)=Var(h)+---+ Var(/,)
= p(l-p)+p(l—p)+--+p(l—p)=np(l-p)

Eftersom forscken ar oberoende s& ar de s.v. U; oberoende, vilket
betyder att samtliga kovarianser ar noll.

Om X € bin(n, p) ar E(X) = np och Var(X) = np(1 — p).
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Binomialfordelningen — Additionssatsen

Om X € bin(n1,p) och Y € bin(ny,p), X och Y oberoende, d§ ar
X +Y € bin(ny + ny, p).

Betrakta en foljd av oberoende forsok som genomfors i tva
omgangar med n; respektive np forsdk.

Eftersom X = h + h + --- + I, (en summa av oberoende s.v.) kan
vi tillimpa centrala grinsvardessatsen.

For oberoende X; med E (X;) = p och Var (X;) = o? uttalar CGS att
S, X~ ASN (npo/7)
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Binomialfordelningen

P(a< X <b)=(b)—d(a)

For oberoende I; med E (I;) = p och Var (/;) = p(1 — p) uttalar

CGS att .
X:Z/;NASN(np, np(l—p)).
i=1
p X<p — p a—np X —np b—np )
(a<X=b) <\/np(1—p)<\/np(l—p)S\/np(l—p)

= o (b—np> e <=?—HP> |
np (1 —p) np (1 —p)

For tillfredsstallande approximation kravs np (1 — p) > 10.

Jérgen Save-Siderbergh 5 februari 2018 SF1920/SF1921 Varterminen 2018



Binomialfordelningen — varfor géra halv-korrektion?

at12 LE#+I.Q

a+1 b

Fig. 9.3. Approximation of binomial distribution by normal distribution when
n=100,p=020,a=12,b =25

P(a<X§b)z¢<b+1/2_np> ¢<a—|—1/2—np>
np (1 —p) np(1—p)
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Binomialfordelningen — normalapproximation

Example
Singla slant ettusen ganger.

Vad 3r sannolikheten att f& fler an 530 krona?
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Binomialfordelningen — approximation med

Poissonférdelningen
Lat

och 13t n —

Se boken for bevis.

Approximationen fungerar vil om p < 0.10 och n > 10.
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Binomialfordelningen — approximation med

Poissonférdelningen

Kasta tva tarningar 180 ganger.

Hur stor &r sannolikheten att antalet gdnger man far dubbelsexa
Overstiger 3 men ej 87
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Hypergeometrisk férdelning — idé och notation

Urna med N element.

Det finns endast tva sorters element i urnan.
Element av typ A och element som ar icke A.
Det (absoluta) antalet A-element ar A.
Antalet icke A-element dr N — A.

A= Np = p= % (p dr det relativa antalet A-element)
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Hypergeometrisk férdelning — idé och notation

Vi ska ta ut n element ur urnan med N element.

Vad &r sannolikheten att det finns k stycken A element bland de n
vi har tagit ut?

Vi gor (ndstan) binomialférsdk; varje element ar ju ett A-element
eller icke.

Vi drar elementen UTAN ATERLAGGNING.
D4 finns det ett beroende mellan utfallen av dragningarna.

Antalet A-element bland de n dragningarna kallar vi X.

X &r hypergeometriskt fordelad.
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Hypergeometrisk férdelning — definition

@ N element i en population (urna)
e A= Np, p ar relativa frekvensen av A-element

o N—-A=N-Np=N(1-p)

Definition

L&t relativa frekvensen av A-element i en population av N element
vara p. Om n element uttas slumpmassigt utan &terldggning har
antalet A-element X féljande sannolikhetsfunktion

k antar alla heltal som uppfyller 0 < k < Np, samt
0<n—k<N(1-p).

Beteckning: X € Hyp (N, n, p) (som inte finns i boken)
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Hypergeometrisk férdelning — om urnan innehéller odndligt
ménga element N — oo Approximation med
binomialfordelningen

dar

Om vi tar ett litet antal element i forhéllande till (den stora)

populationen, s& spelar uttagningen utan &terliggning en mycket
liten roll.

Om

" ~0.10
<.

kan X approximeras med en binomialférdelning.
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Hypergeometrisk férdelning — approximation med

binomialférdelningen

En person har 25 bl3a slipsar och 75 slipsar i andra farger.

D& han skall 8ka p& semester valjer han slumpmassigt ut 5 slipsar
som han ldgger i resvdskan.

Vad 4r sannolikheten att minst tva av slipsarna i resviskan ar blda?
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Hypergeometrisk férdelning — vantevarde och varians

Fér en hypergeometriskt férdelad stokastisk variabel X galler att

N —
B(X) = np, Var(X) = 7= ’1’np(1 —p)
Faktorn N
2 —n
= N -1

kallas korrektionsfaktorn for dndlig population.

Variansen kan skrivas Var (X) = d2np (1 — p).
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Hypergeometrisk férdelning — approximation med

normalférdelning

Om variansen uppfyller

Var (X) = d2np (1 — p) > 10.

och X € Hyp (N, n, p) s& kan vi anvianda normalférdelningen

N[

PX<x)=0 | 2=

- \/ n=gne (L= p)

Halvkorrektion ger bittre resultat.
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Hypergeometrisk férdelning — approximation med

normalférdelning

Hos en grossist finns 100 blaa slipsar och 300 slipsar i andra farger.

En forsaljare véljer p& m&fa ut 100 slipsar som han skall forsoka
silja?

Vad ar sannolikheten att han far minst 20 bl&a slipsar.
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Poissonfordelningen

Om en stokastisk variabel X har en sannolikhetsfunktion enligt

ek
px (k) = k!“, k=0,1,...

sages X vara Poissonférdelad. Beteckning: X € Po(m).
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Poissonfordelningen

Om X € Po(p), s& galler att

EX)=p Var(X)=pn D(X)=p

e Mk T
s = k= => K Kl
k=0 ’ k=1 ’
oo k=1
_ —n #
= fme Z(k_ly
k=1
,Hoo J
eyt
j=0
= me "' =p
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Poissonfordelningen — summor av Poissonfordelade
stokastiska variabler dr Poissonférdelade

Om X € Po(pu1) och Y € Po(uz), dir X och Y ar oberoende, s&
arX+Y € Po(ui+ p2).

Galler generellt for godtyckligt mé&nga variabler.
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Poissonfordelningen — approximation med

normalférdelningen
Lat X € Po(u), dar u ar ett naturligt tal.
Enligt additionssatsen kan vi skriva X som

X=Vi+ Vot -+ V,
dar V; ar oberoende och V; € Po(1).

... fér oberoende X; som har E (X;) och Var(X;) = o2 uttalar CGS att
S0 Xi ~ AsN (nE (X;),o/n) ...

Nu har vi p st. variabler
Vi€ Po(1), i=1,....p

som antas vara oberoende.

E(Vi)=1och Var(V;) =1
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Poissonfordelningen — approximation med

normalférdelningen

X=Vi+ Vot -4V,

EX)=EMWVi+--+V)=EM)+---+EV)=p-1=p

Var (X) =Var (Vi +---+ V) = Var(Vi)+- - -+Var (V) =l =p

Alltsd har summan vantevardet p och variansen u. Enligt CGS

17
X=) Vi~ AsN (i),

i=1

nar pu ar tillrdckligt stort. .. Approximationen ok om p > 15.
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