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Harald Lang 5B1306 Inledande Finansiell Matematik

Hjalpmedel: minirdknare

Samtliga behandlade uppgifter skall forses med utforlig 16sning och motivering.
Observera att redundant information kan forekomma i uppgifterna.

1. a)

Betrakta ett kontrakt som idag kostar P kronor och som ger innehavaren
det stokastiska beloppet X vid ett senare tidpunkt 7'.

Visa att P = ZpGgy, dar Zp ar priset pa en nollkupong med
inlésenvarde 1 vid tiden T och G &ar forwardpriset pa ett kontrakt som ger
X vid tiden T'. Argumentet skall bygga pa principen om icke-arbitrage.

I Hulls bok forekommer foljande formel:
GO = (So — I)erT (1)

Hér ar Sy spotpriset pa en tillgang som ger kdnd utdelning fram till tiden
T. I &r nuvirdet av denna utdelning, G ar forwardpriset pa tillgangen
med leveranstiden 7', r ar T-ariga nollkupongrantan.

Bevisa formeln (1). Argumentet skall bygga pa principen om icke-
arbitrage [men resultaten i a) far naturligtvis anvéndas.]

Berékna terminspriset (forwardpriset) G for en utlindsk valuta med
leverans om T ar, uttryckt i dagens vaxelkurs Xy och inhemska och
utléndska T-ariga nollkupongsrantorna r respektive ry. Observera att
vazelkursen vid tiden T dar okdnd idag. Du skall bevisa formeln utgaende
fran principen om icke-arbitrage [men resultatet i a) och b) far naturligtvis
anvandas.]

2. Det ar nu 15:e juli. Handlare A har en lang position pa ett futureskontrakt
pa 1000 kilo apelsiner med leverans 15:e januari, handlare B har motsvarande
position i ett forwardkontrakt. Apelsinpriset betraktas som oberoende av
rantor, sa forwardpris = futurespris. Det radande futurespriset ar 12 kronor
per kilo.

Mot slutet av dagen meddelas att futurespriset stigit till 12.50 kronor per

kilo. Bestdm vardeokningen av handlare A:s och handlare B:s portfoljer pa
grund av denna prisfordndring. Sexmanadersrantan ar 10% per ar.

Forts . . .

(4p.)



3. Du skall berdkna priset pa en Europeisk option pa en tvaarig (vid tiden for

inlésen av optionen) obligation. Optionens inlésentid &r om tre ar, och efter
denna tidpunkt ger obligationen en kupongutdelning efter ett ar (alltsa fyra
ar fran idag) pa 100 kronor, och efter tva ar inléses obligationen till 1100
kronor (totalt, inklusive kupong).

Du skall anvanda Blacks modell, men det racker att du bestammer
foljande parametrar (sedan ar det ju bara att skyffla in siffrorna i en kénd
formel): Gy = forwardpriset pa obligationen med inlésen om tre ar, och o =
obligationens volatililitet.

Vi antar att yieldens standardavvikelse ar 0.015 pa ett ar, nuvarande
nollkupongrantor ges av Z; = 0.975, Zy = 0.95, Zs = 0.90, Z4, = 0.85,
Z5 = 0.80 [Z; = priset pa en i-arig nollkupong, |

Tips 1: Nar du berdknar forward-yielden y kan du sitta e™¥ = x och fa
en andragradsekvation i x som du kan 16sa.

Tips 2: Om du anser att du behdver veta obligationens kupongutdel-
ningar fore ar tre (inlésen av optionen) kan du sétta nuvirdet av dessa till I.
Det skall forsvinna ur rakningarna senare.

Du skall berdkna priset pa en exotisk option pa en aktie. Inlosentiden ar om
ett ar, och du vill anvénda ett binomialtrad med tidssteget en manad.

Du skall inte losa hela problemet, men stéilla upp binomialtradet for
aktiens spotpris fram till och med tva manader (alltsa ¢ = 0 =nu, en manad
och tva manader.) Du skall ocksa ange riskjusterade sannolikheterna (under
forward-mattet) for "upp” respektive "ner” i tradet.

Det kan vara lampligt att forst stalla upp tradet for aktiens futurespriser,
med inl6sen om ett ar, fram t.o.m. tva manader.

Den underliggande aktien kostar idag 200 kronor och den ger utdelning 5
kronor om 1% manad, men inga ytterligare utdelningar fére optionens inlGsen.
Aktiens (eller snarare: futuresprisets) volatilitet antas vara 30% pa ett ar, och
den fixa réntan 12% per ar (med kontinuerlig férrantning.)

Nedanstaende &r ett binomialtrad 6ver en-manadersrantan (per manad) enligt
Ho-Lees modell (tidssteg en manad):

0.010 0.012 0.014 0.016
0.008 0.010 0.012
0.006 0.008

0.004

Berakna

a) Priset pa en 2-manaders nollkupong (med inlGsenpris 1.)

b) Priset pa en 4-manaders nollkupong.

c) Forward-priset pa en (idag) fyra-manaders nollkupong med leverans om
tva manader.

d) Futures-priset pa en (idag) fyra-manaders nollkupong med leverans om
tva manader.

Rakna med sju decimaler och svara med sex.
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Svar
la. Om man koper det givna kontraktet, gar kort ett forwardkontrakt och kortar

1b.

lc.

Gy stycken nollkupongare, sa far man noll kronor i utdelning totalt. Alltsa,
om det inte skall finnas arbitrage, maste priset for denna portfolj vara noll.
Detta ger P — GoZ7 = 0 som ger P = GoZr.

Om vi koper kontraktet for Sy far vi dels utdelningar vars nuvarde ar I,
dels en stokastisk betalning vars nuvirde enligt 1a) ir GoZr = Goe "T.
Alltsa, enligt "lagen om ett pris” (som &r ett specialfall av ”icke arbitrage”),
So = I+ Goe " som ger (1).

Om vi képer en enhet utlindsk valuta idag kostar det X i inhemsk valuta.
Nu koper vi utlandska nollkupongare med inlosen vid tiden 7' fér denna
utlindska valuta. Vi har da e™#7 enheter utlindsk valuta vid tiden 7. Vi
vixlar in denna till inhemsk valuta och har da Xe™ 7 i inhemsk vakuta, dir
X ar vaxelkursen vid tiden T'

Om vi nu kallar forwardpriset for X for Go har vi enligt la) att
X = GoerfTZT = GoerfT_rT som ger Gg = X()@(T_rf)T.

Handlare A far i stort sett omedelbart "marking to market”, dvs.
1000 - (12.50 — 12.00) kr = 500 kr i vérdedkning.

Handlare B sitter med ett kontrakt som ger 1000 - (X — 12.00) kr
om sex manader, ddr X &r spotpriset pa apelsiner da (om sex manader.)
Vi vet inte vad X kommer att vara, men forwardpriset pa X ar Go =
futurespriset = 12.50 kr. Enligt la) &r véirdet av B:s kontrakt darfor
P =1000 - (Go — 12.00)Z7 kr = 1000 - (12.50 — 12.00)e~%-05 kr = 475.61 kr.

Forst berdknar vi treariga forwardpriset G pa den underliggande obligationen.
Vi tanker oss darvid i andanom att vi inte gor nagonting alls idag, utom att
planera att kdpa obligationen om tre ar, for att behalla den till den 16ses
in. Priset vi far betala for obligationen om tre ar &r stokastiskt = X, men
forwardpriset ar Gy. Penningflodet ar alltsa att vi betalar ut X om tre
ar, far 100 kr om fyra ar och 1100 kronor om 5 ar. Totala kostnaden idag
ar ju noll, sa enligt 1la) har vi 0 = —G¢Z3 + 100Z4 4+ 1100Z5. Detta ger
Go =100Z4/Z5 +1100Z5/ Z3 = 10722.

Nu beraknar vi forward-yielden y. Om vi sdtter e™¥ = zx har vi att

Go = 100z 4+ 1100z2. Loser vi denna andragradsekvation far vi z = ¥ ‘é%55 — %

(den andra roten ar negativ.)

Vi beriknar nu GoDp = 1-100x+2-110022 ~ 2050.15 och alltsa duratio-
nen vid inlosen av optionen = Dp = 218382125 ~ 1.912 ar. Detta ger att obliga-
tionens volatilitet som skall in i Blacks modell ar ¢ = 0.015 - 1.912 = 0.02868.

Och vi hade tidigare G =1 072%.




4.

Ha.

ob.

5c.

ad.

Vi beraknar forst futurespriset Fjy som &r det samma som forwardpriset. Om
vi koper aktien idag kostar det 200 kr, och vi far 5 kr om 1.5 manader och Si5
kr nar vi séljer den om ett ar. Sio ar okdnd idag, men dess forwardpris ar Fj.
Enligt 1a) galler alltsa att 200 = 5e 79015 + Fe=%12 som ger Fy = 219.946 Vi
har att o VAt = 0.3/\/ﬁ = 0.08660. Tradet for futurespriser blir

219.946 239.843 261.540
201.699 219.946
184.967

Nu kan vi stilla upp tradet for aktiens spotpriser. Vi vet att Sy = 200.
Vi berdknar S; enligt samma princip som nar vi berdknade Fp, dvs. S =
570005 1 Fye=011 som med de tva virdena pa F; ger 219.834 respektive
185.664

Efter tva manader finns inga utdelningar, sa for Sy blir relationen
Sy = Fre %10 vilket ger sista kolumnen i tridet for spotpriserna:

200.000 219.834 236.651
185.664 199.015
167.365

Forward-sannolikheten for ”upp” ar W;m = 0.478363 och for "ner”

1
m — 0521637

Vi sétter obligationens pris till 1 om tva manader, och diskonterar till idag pa
vanligt satt. Det ger Z5 = 0.980201.

Vi satter obligationens pris till 1 om fyra manader, och diskonterar till idag
pa vanligt satt. Det ger Z, = 0.960816.

Forwardpriset = Z,/Z> = 0.980224. (Skall motiveras!)

For att berékna futurespriset tar vi tradet vi anvénde i 5b) men diskonterar
inte i kolumnerna 1 manad och noll manader. Detta eftersom futurespriserna
ar en martingal under futuresmattet, sa futurespriset en manad &r (betingade)
vantevardet av futurespriset nista manad. Vi hamnar da pa futurespriset =
0,980216. Och vi ser att futurespriset ar nagot lagre an forwardpriset, som

det skall vara.



