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Kapitel 0 (Introduction)

Man har ett seriesystem med tva enheter som gar sonder oberoende av varan-
dra och har sannolikheterna 0.9 resp. 0.8 att halla en viss tid. For att oka
systemets funktionssannolikhet &mnar man koppla in parallellenheter. Man
kan da antingen dubblera varje enhet eller dubblera hela systemet. Bestam
funktionssannolikheterna for systemen nedan.

" )
00

Tennisspelarna A och B skall spela en match mot varandra. Man kan anta att
sannolikheten att A vinner ett set ar 0.6, oberoende av utgangen av tidigare
set. Matchen slutar nér en av spelarna vunnit tva set. Berdkna sannolikheten
att matchen slutar efter tva respektive tre set.

En person som har sex skott i sin pistol borjar skjuta mot malen Ay, As, ... .
Forst skjuter han mot A; tills han traffar, sedan mot As o.s.v. Tréaffsannolik-
heten ar 0.4 i varje skott och resultaten i de olika skotten ar oberoende.
Beridkna sannolikheten att han traffar Az med sitt sjatte skott.

Héndelser intréffar sa att tiderna mellan héndelserna &r oberoende och Exp(2).
Ett rdkneverk registrerar hur manga handelser som intraffat fran och med en
starttid da verket nollstéllts. Detta riakneverk ar dock behéaftat med svagheten
att det ar ”blockerat” under 0.1 tidsenheter efter en paborjad registrering av
en handelse. En handelse som intraffar under denna tid ”missas”.

Man nollstéller verket och later det ga tills det kommer upp till 10 regi-
streringar. Hur stor ar sannolikheten att inte mer &n 10 handelser intraffat
under detta tidsintervall?

Lat X; och X, vara oberoende stokastiska variabler med samma diskreta
fordelning p,; n =1, 2, 3, ... , dar p, < c¢ for alla n.
Visa att P(X1+ Xo =n) <ec.



6. Uppskatta, med hjilp av Tjebysjevs olikhet, P(|X| > 0.05) dir X1, ..., X,
ar oberoende stokastiska variabler som ar U (—=1,1). Hur stort skall n véljas
for att P(|X| > 0.05) < 0.05 enligt denna uppskattning?

7. Man drar 13 kort pa mafa och utan aterliggning ur en vanlig kortlek. Lat

X resp. Y vara antalet hjarter resp. spader bland de dragna korten. Berdkna
_ Cov(X)Y)
PXY = NarX Vary

Svar. la: 0.72. 1b: 0.9504. 1c: 0.9216. 2: P(2 set) = 0.52, P(3 set) = 0.48.
3: 0.13824. 4: exp(—0.45). 6: %;n > 2667. T: —%.



Kapitel 1 (Multivariate Random Variables)

Den stokastiska variabeln (X,Y’) har téthetsfunktionen
fxy(z,y) = (¢/x)e™* for z > 1, y > 0 och fxy(x,y) = 0 for Gvrigt.
Bestam konstanten c.

Lat (X,Y) vara en tvadimensionell stokastisk variabel med tathetsfunktionen

1

fxy(z,y)= { te

0 annars

(zy +c)e= Y om x>0, y >0

dar ¢ > 0.

a. Bestam tathetsfunktionen for X och for Y.

b. Visa att om ¢ = 0 sa ar X och Y oberoende, och att om ¢ > 0 sa ar X
och Y inte oberoende.

Den stokastiska variabeln (X,Y’) har téthetsfunktionen

1
m2(1+22)(1+y?)

fX,Y(xay) =

dir —oo < x < 00, —00 < y < 00. Bestam
a. fordelningsfunktionen Fx y (x,y).
b. de marginella tdthetsfunktionerna fx(z) och fy (y).

En punkt (cos V,sin V') viljs med likformig sannolikhetsfordelning pa periferin
till enhetscirkeln, dvs. V viljs likformigt pa intervallet (0,27). Lat R vara en
av V oberoende stokastisk variabel sadan att (RcosV, Rsin V') ar likformigt
fordelad pa enhetscirkelskivan {(z,y) | z2+y? < 1}, dvs. med konstant sanno-
likhetstathet.

Bestam R:s sannolikhetstathet.

I ett tillforlitlighetssammanhang har man fatt fram att (X,Y), dar X ar tiden
till forsta felet och Y ar tiden till andra felet, har tathetsfunktionen

I e
’ 0 annars.

Man férundrar sig 6ver den enkla formeln for fx y (z,y) men kan inte direkt
inse vad den star for.

a. Bestdm de marginella tathetsfunktionerna fx (z) och fy (y).

b. Visa att Y och X/Y &r oberoende.

c. Hur kan (X,Y) ha uppkommit ur enklare fordelningar?



6. For en viss typ av apparat galler foljande. Om apparaten far en obruten
energiforsorjning ar dess livslingd U € Exp(1). Apparatens energitillforsel
ges av ett batteri, vilket dock bara fungerar 1 tidsenhet. Ange fordelningen
for summan av livslingderna for tva apparater. Apparaternas livslangder &r
oberoende av varandra.

S 1 2. 2a: fy(x) {0 <0
var. L C= 4. «d. X)) = x+c —x

3a: Fx,y(z,y) = (3 + L arctanz)(5 + L arctany).
3b: fx(2) = sy r(W) = s

4: fr(r)=2r, 0<r<1.

. _Je ™ omax>0 _Jye™ omy>0
5a.fX(x)—{0 omz <0 f()_{() om y < 0.
5¢: Om t.ex. U och V &r oberoende och Exp(1) saéir X =U ochY =U+V.
0 t<0

1—(1+t)et 0<t<1
1—(B—t)et 1<t<?2
1 t>2.

6: FT1+T2 (t) =



Kapitel 2 (Conditioning)

Man har tva urnor. I den ena finns tva vita och tre svarta kulor, i den andra

finns en vit och en svart kula. Man flyttar en pa mafa vald kula fran den

forsta till den andra urnan utan att notera dess farg.

a. Om man nu drar en kula pa mafa fran den andra urnan, vad ar sanno-
likheten for att den ar vit?

b. Om man drar en kula fran den andra urnan och och finner att den ar
vit, vad ar da den betingade sannolikheten for att den flyttade kulan var
svart?

Tva personer A och B skjuter mot en liten maltavla. A:s traffsannolikhet
ar hela tiden 7; och B:s —. Man skjuter véxelvis och A boérjar. Berdkna
sannolikheten for att A traffar forst.

Bestdm den betingade tathetsfunktionen for Y givet X = x i uppgift 5 kap.
1.

Lat X och Y vara oberoende stokastiska variabler sadana att X &r Po(\) och
Y &r Po(u). Sétt Z = X + Y. Bestdm

a. fordelningen for X | Z = z
b. E(X|Z=2), E(X|Z), Var(X | Z = 2), Var(X | Z)
. p(X.Z) = Cov(X, Z2)

/Var(X) Var(2)

Lat X och Y vara oberoende stokastiska variabler sadana att X &r Exp(u)
och Y ar U(0, ). Bestam P (X > Y).

Antaler r6da blodkroppar i ett blodprov fran en person &r Po(\). Emellertid
ar parametern A inte densamma for olika personer, utan varierar som en
stokastisk variabel som &r I'(2,0.1). Lat nu X vara antalet roda blodkroppar
fran en pa mafa uttagen person. Berdkna E (X) och P (X = k).

De stokastiska variablerna X och Y har den simultana tatheten

flay) = {c(x—i—y) om0<z<y<l
0 annars.

Berdkna ¢, E(X) och E(X |Y =y).

N, X1, Xs, ... ar oberoende Poissonfordelade med E (V) = 1 och E (X;) = 2.
Berikna P( Zfil X; =0).

e’ Y omy>=x
0 annars.

_ 100(k+1
ch(l—e 9/“).6: 11(kj2).

Svar. la 75 1b: % 2: % 3. fy|x==(¥) :{
4a: Bm( v ) 5
7:c=2,E(X)= % B(X|Y=y) =35y 8¢




Kapitel 3 (Transforms)

Sannolikhetsgenererande funktioner

1.

Bestam sannolikhetsgenererande funktionen till den geometriska Ge(p)-fordel-
ningen.

Berikna E (X(X —1)--- (X —k+1)) dir X € Ge(p).

En person planterar 10 plantor vilka var och en gror med sannolikheten 1/5,
oberoende av varandra. En planta som gror bar ett slumpmassigt antal bar,
X, vilket ar oberoende av antalet bar pa de andra plantorna. Variabeln X
har férdelningen P(X = k) = (1/2)**!, k > 0. Beriikna sannolikheten for att
totalskorden blir minst 2 frukter.

De oberoende stokastiska variablerna N, X;, X, ... ar icke-negativa och
heltalsvérda. N har sannolikhetsgenererande funktionen g(-) och
P(X;=0)=pfori=1,2, ....

Bestédm P( Zf\lzl X; = 0) uttryckt i g och p.

Lat p vara sannolikheten att ett haftstift blir liggande med spetsen nedat
da man kastar det. FEn person kastar ett haftstift ett antal ganger, tills
han for forsta gangen far spetsen nedat. Lat X vara numret pa det kast
da detta intraffar. Déarefter kastar personen haftstiftet ytterligare X ganger.
Lat Y vara antalet ganger som spetsen kommer nedat i den senare kastserien.
Bestam fordelningen for Y

a. med hjalp av ett resonemang som stoder sig pa betingning,

b. genom att forst bestdmma den sannolikhetsgenererande funktionen for Y

Bestam sannolikhetsgenererande funktionen till den negativa binomialfordel-
ningen NBin(n, p).

Karakteristiska funktioner

7.

Bestam karakteristiska funktionen till
a. U(a,b)-fordelningen.
b. T'(a,b)-fordelningen.

Lat X och Y vara oberoende stokastiska variabler € U(0,1). Sétt Z = X —Y.
Berakna

a. karakteristiska funktionen till Z,
b. sannolikhetstdtheten for Z.



9. De stokastiska variablerna X;, X, ... ar oberoende och antar vardena
—1, 0, 1 med sannolikheter i, %, i respektive. Vi infor den stokastiska
variabeln N = minsta n sadant att X,, = 0.

a. Hur ar N fordelad?
b. Hirled karakteristiska funktionen till Sy = Y27 | X;.

10. Berakna karakteristiska funktionen till den fordelning vars tathetsfunktion ar
fe7ll —0o <z < 00, dvs. L(1)-fordelningen.

11. Lat Xi,...,X, vara oberoende stokastiska variabler dar X; ar I'(a;, b)-for-
delad.

a. Visa att S, = > 17X, dar T'(D_ [ a;, b)-fordelad.

b. Anvénd resultatet i (a) for att visa att summan av n oberoende Exp(m)-
variabler ar I'(n, 1/m)-fordelad.

c. Visa med hjilp av (a) att en summa av kvadrater av n oberoende N (0, 1)-
variabler ar I'(n/2,1/2)-férdelad. Vad kallas denna fordelning?

Forgreningsprocesser

12. Xy, X4, ... ar en forgreningsprocess med forgreningsfordelning £(Y) med som
har sannolikhetsgenererande funktionen g(s). Det géller att Xy = 1.

a. Lat g,(s) vara den sannolikhetsgenererande funktionen till X,,. Visa att
gn+1(5) = gn(9(s))-
b. Lat E(Y) =m. Visa att E(X,,) =m".

13. Betrakta en forgreningsprocess med ¢(s) som genererande funktion till antalet
avkommor till en individ. Lat h,(s) beteckna genererande funktionen till
totala antalet individer i processen t.o.m. generation n.

Visa det rekursiva sambandet %, (s) = sg(hn—1(s)).
14. En forgreningsprocess har avkommefordelningen (%)kJrl, k=0,1,2, ....

Lat X,, vara antalet individer i n:te generationen; Xy = 1. Berdkna
a. E (letXQ) for -2 < s,t < 2.
b. E(X;X5).

k
Svar. 1 =5 2: k!(; —1)" 3: 1-1.4-0.9%. 4: g(p).

1_p)k—1 _ n -n
5: P(Y = k) = G om k> 1; P(Y =0) = 3=2. 6. p" (1 — t(1 - p))
o S T (1 i) B 21

) 11—z for-1l<az<1
8b: fz(x) = {O for ovrigt.
9a: P(N=n)= (3)",forn=1,2,3,... . 9b: E (") = L.
10: . 11: x-fordelningen. 14a: 25t for —2 < 5,1 < 2. 14b: 3.



Kapitel 5 (The Multivariate Normal Distribution)

1.  Xj, X5, X3 ér oberoende och N(1,1). Beréikna
P(X14+2X54+3X35>9]2X; — Xo+ X35 =3).

2. Lat Zy, Zs, Z3, Z4 vara oberoende och N(0,1). Satt

X1 =21+ Zy
Xo =2y + Z3
X3 =23+ 24

Bestam fordelningen for (X, Xs, X3). Vilka par av X-variabler &r beroende
resp. oberoende?

s v (3 ) (1) ( Q)

Bestam fordelningen for Y = X; —

4. Fordelningen for laingderna i cm av fiader och deras soner (métta vid 21 ars
alder) beskrivs ratt vél av en tvadimensionell normalférdelning:

v ((m) (% o))

a. Bestdm marginalfordelningarna for fadernas (X5 ) respektive sonernas (Xs)
langder.

b. Bestdm betingade vintevérdet av en sons langd (X2) givet att fadern har
lingd 1. Askadliggor i ett koordinatsystem.

c. Bestam sannolikheten for att en 186 cm lang fader far en son som vid 21
ars alder ar langre an 182 cm.

0 2 1 =2
5. (Xl,XQ,Xg) ar Ng(ﬂ’l, C) dar m = 1 och C = 1 2 0
2 -2 0 3

a. Bestdm fordelningen for Xy, for Xs, for Xs, for (X1, Xs2), samt for (X, X3).
b. Bestam fordelningen for X5 givet X; = 0.5 samt berakna
P(X; <1]|X;=0.5).

L

Svar. 1: 1 — f

l\J

o(
0 2 1 0
N3 0 1 2 1 , X1 och X5 ar beroende, X5 och X3 ar bero-
0 0 1 2
ende, men X; och X3 ar oberoende.
3: Y € N(0,2 — 2p). 4a: N(178,64) for bada. 4b: E(Xy | X1 = 1) =
89 + 0.5z;. 4c 0.5. ba: X; € N(0,2), z2 € N(1,2), X3 € N(2,3),

()< ((3) (7 2)) (%) em((a)- (% 3))

2
5b: X5 | X; =0.5¢€ N(1.25,1.5), P = @(—ﬁ) ~ 0.42.



Kapitel 6 (Convergence)

1. De stokastiska variablerna X7, X5, ... ar oberoende och har alla tatheten
(1222 for|z| > 1 . o
flx) = {0 for o] <1° Satt Sp, =) 1 Xk.

a. Visa att karakteristiska funktionen till .S,, kan skrivas

(- [y

b. Visa att 25, /(mn) konvergerar i férdelning da n — oo och ange gréns-
fordelningen. Det ar bra att kinna till att fooo 1_;‘5” dr=7.

2. Lat Y7, Yo, ... vara oberoende stokastiska variabler som antar vardena —1

och 1 vardera med sannohkheten =. Bilda foljden X,, = 21 Y27k,
t
a. Visa att o, (t) = L ar karakteristisk funktion till X,.
27 sin(27" t)
b. Visa att X, konvergerar i fordelning mot en stokastisk variabel X da
n — oQ.

c. Hur ar X fordelad?
3. Lat X,, € I'(n,1). Visa att

X,—n 4

Y, = N(0,1).
v, MO

4. Lat X, Xo, ... vara en foljd av oberoende Exp(1)-fordelade stokastiska vari-

abler. Betrakta Y,, = max{X;, Xo,...,X,}. Visa att Y,, —logn 4, Z, dar
Z har fordelningsfunktionen Fyz(z) = exp(—e™7%).

5. De stokastiska variablerna X7, X5, ... ar oberoende och antar vardena +1
eller —1 med sannolikheterna % respektive % Satt

n

ZXk forn=1,2,.
k:l\/—

S \

Visa att da n — oo géller

a. Var(Y,)/lnn —1,
Det &r bra att kanna till att > ,_; + —Inn — v = 0.577... = Eulers
konstant da n — oo.

b, Yn—l i<Yn) N(0,1).

Svar. 1b: C(0,1). 2¢c: U(—1,1).



Kapitel 7 (The Poisson Process)

Lat X (t) vara en Poissonprocess med intensiteten A. Lat T" vara tiden for forsta
héndelsen. Bestdm for alla ¢ € (0,1) sannolikheten P(T' < ¢ | X (1) = 1). Dvs.
vad har variabeln T' | X (1) = 1 for fordelning?

Lat X (t) vara en Poissonprocess med intensitet \. Bestdm
P(X(3)=2]|X(1) =0, X(5) =4).

Lat {X(t), t > 0} vara en Poissionprocess med intensiteten 2. Héndelserna
i processen registreras av en raknare som fungerar ofullstandigt genom att
den endast registrerar den forsta och sedan varannan héndelse. Lat Y (¢) vara
antalet héndelser som registreras i intervallet (0, ¢].

a. Bestdm P(Y(2) =k) for k =0,1,2,3.

b. Ar {Y(t), t > 0} en Poissonprocess?

Visa att for en Poissonprocess med intensitet ¢ géller for varje e > 0 att
P(|X(t)/t —¢| > &) — 0 dat — oo, dvs. att X (t)/t = c.

Radioaktiva sonderfall sker enligt en Poissonprocess med intensiteten A. De
enskilda sonderfallen registreras med sannolikheten p (och undgar att regi-
streras med sannolikheten 1 — p) oberoende av varandra. Visa att Y (t) =
{antalet registrerade sonderfall under tiden (0,¢]} &r en Poissonprocess med
intensiteten Ap.

Vad &r sannolikheten att endera av tva oberoende Po(\)-processer hinner na
nivan 2 innan den andra nar nivan 1.

Svar. 1: ¢, U(0,1). 2: 3. 3a: e™4, 12¢7%, &4 128.=4 3h: Nej. 6: %

oo

3 9

10



