Datorintensiva metoder 1 matematisk statistik

Gunnar Englund






Innehall

1 Inledning

1.1
1.2
1.3

Bakgrund . . . . ... ...
Innehall . . .. ...
Upplidggning av materialet . . . . . . ... ... ... ... ...

2 Om simulering

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7

2.8

2.9
2.10

3.1

3.2

3.3

3.4
3.5
3.6

Inledning . . . . . . . ...
Slumptal . . . . . . ...
Inversmetoden . . . . . . . . .. L
Diskreta fordelningar . . . . . . .. ..o
Matlabs slumpstalsgeneratorer . . . . . . . . ... ... .. ...
Funktioner av oberoende stokastiska variabler . . . . . . .. ..

2.7.1 Box-Mullers metod: . . . . . ... ... 0oL
2.7.2 Alternativmetod . . . . .. ... L
Allmén fler-dimensionell fordelning . . . . . .. ... ... ...
2.8.1 Fler-dimensionella normalférdelningar . . . . . . . . . ..
Exempel: Korrelationskoefficient . . . . . ... . ... ... ...
Fordelningskonvergens . . . . . . . .. ... ...

Om inferens

Nagra exempel . . . . . . ...
3.1.1 Stoérparametrar . . . . . .. .. ...
Konstruktion av skattningar . . . . . . . ... ... .. ... ..
3.2.1 Empirisk fordelning och plug-in-skattningar . . . . . . .
3.2.2  Exempel pa plug-in-skattningar . . . . . ... ... ...
Egenskaper hos stickprovsvariabeln . . . . . . ... .. ... ..
3.3.1 Systematiskt fel —bias . . . .. ... ... ... .. ...
3.3.2 Medelfel . . . ... ... .. ... ..
Stickprovsvariabelns fordelning . . . . . . ... ..o L
Konfidensintervall . . . . . . .. ... ...
Nagra exempel pa konfidensintervall . . . . . . .. . . ... ...
3.6.1 Normalfordelade observationer . . . . . . . . . ... ...
3.6.2 CGS-baserade intervall . . . . . .. ... ...
3.6.3 Exponentialférdelade livslangder . . . . . . . . . .. . ..

3



4

Innehall
Bootstrap
4.1 Idéer bakom Bootstrap . . . . . . . .. ... ...
4.2 Icke-parametrisk och parametrisk bootstrap . . . . ... .. ..
4.3 Icke-parametrisk bootstrap . . . . . .. .. ..o
4.3.1 Ett trivialt exempel . . . . . .00 00000
4.4 Bootstrap i Matlab . . . . .. ... .. 00000
4.5 Mer om bootstrap-fordelningen . . . . . . ... ..o
4.6 Sammanfattning . . . . ...
Nagra exempel pa Bootstrap
5.1 Imledning . . . . . . .. .o
5.2  Vantevirde i normalfordelning . . . . . . . ... L
5.3 Véntevirde i exponentialférdelning . . . . . . . .. ..o
5.4 Variansskattning . . . . .. ...
5.5 Klassiskt exempel om korrelation . . . . . ... ... ... ...
5.6 Variationskoefficient . . . . ... ..o
5.7 Trimmat medelvarde . . . . . . . ... ... ... ... ... ..
5.8 Medelfel for principalkomponenter . . . . . . . . .. ... L.
5.9 Kurvanpassning - Low S . . . . .. .. ..o

5.10 Problem med bootstrap . . . . .. ... ... ... .. ... ..

Livsldangdsexemplet

6.1
6.2
6.3
6.4

6.5

Skalinvarians . . . . . . . . . ..
Sammanfattning . . . ... ..o
Jamforelse mellan metoder . . . . . . . .. ...

6.4.1 Weibull - formparameter =2 . . . . .. ... ... ...
6.4.2 Weibull — formparameter = 0.75 . . . . . . . . .. .. ..
Slutsatser . . . . . . . . ..

Bootstrap av medelviarde och median

7.1
7.2

7.3

7.4

Inledning . . . . . . . ...
Aritmetiskt medelvarde . . . . . .. ...
7.2.1 Icke-parametrisk bootstrap av medelviarde . . . . .. ..
7.2.2 Parametrisk bootstrap . . . . . ... o000
Median . . . . . . . . . .
7.3.1 Exakt uttryck for medelfel med bootstrap for medianen .
7.3.2 Vissa problem med medianen . . . . ... ... ... ..
Skattar bootstrap-medelfelet standardavvikelsen? . . . . . . ..
7.4.1 Aritmetiskt medelviarde . . . .. ...
742 Median . . . ... ..

Bias-skattning med bootstrap

8.1

8.2

Inledning . . . . . . . ..o
8.1.1 Bias for skattningar av vintevirde och varians . . . . . .
Bias-korrektion . . . . ... ... .o
8.2.1 Skall man bias-korrigera? . . . . . . . .. ... ... ...

37
37
39
42
43
45
46
48

51
o1
51
o4
95
27
60
62
63
67
71

75
5
7
79
79
81
82
83

85
85
85
86
87
87
38
89
91
92
92



Innehall 5

8.2.2 Bias-skattning med Double bootstrap . . . . . . . . . .. 102

8.3 Bias-skattning for median . . . . ... ..o 103
8.3.1 Skattning av medianen med medelvardet . . . . . . . .. 104
8.3.2 Exakt kalkyl for medianen . . . . .. ... 0oL 105

8.4 Exempel: Poisson-fordelning . . . . . . ... ... .00 108
9 Jackknife-skattningar 111
9.1 Imledning. . . . . . . . . . . 111
9.2 Jackknife-stickprov . . . .. ..o 111
9.3 Bias-skattning med Jackknife . . . .. ... ..o 000 112
9.3.1 Bakgrund till bias-skattningen . . . . . . . . ... ... 112

9.4 Bias-justering av varians-skattningen . . . .. . .. ... .. .. 113
9.5 Jackknife-skattning av medelfel . . . . . ... ... ... .. 115
9.6 Pseudo-virden. . . . . . ... ..o 115
9.7 Medelfel: Jackknife och bootstrap . . . . . . .. ... ... ... 117
9.7.1 Jackknife for linjara skattningar . . . . . . .. .. ... 117

9.8 Modifikation av Jackknife . . . . ... ... 0000 120
10 Mer komplicerade datastrukturer 121
10.1 Inledning . . . . . . . .. L 121
10.2 Allménna sannolikhetsmodeller . . . . . . . .. ... ... ... 121
10.3 Tva oberoende stickprov . . . . . . . .. ... 122
10.4 Regressionsmodeller . . . . . . . ... ... oL 124
10.4.1 Inledning . . . . . .. ... o 124
10.4.2 Om regressionsmodeller . . . . . .. ... .. ... ... 124
10.4.3 Bootstrap av punkter . . . . . . ... ... 127
10.4.4 Bootstrap av residualer . . . . . . ... ... 128
10.4.5 “Bootstrap av punkter” i Matlab . . . . .. .. ... .. 129
10.4.6 “Bootstrap av residualer” i Matlab . . . . . . .. .. .. 130
10.4.7 Jamforelse av metoderna . . . . . .. ... 131
10.4.8 Komplikationer . . . . . . . . . .. ... ... ... 131
10.4.9 Median-regression . . . . . . . . .. .. ... 132
10.4.10 Icke-linjér regression — olika spridningar . . . . . . . . . 132

10.5 Tidsserier . . . . . . . .. 133
10.5.1 Allmént om tidsserier . . . . . . . . . . . ... ... ... 133
10.5.2 AR(1)-process . . . . . . . .. ..o 134
10.5.3 Hypotesprovning . . . . . . . . . . .. ... ... ... 135
10.5.4 Bootstrap av tidsblock . . . . . ... ... .00 136

11 Geometrisk representation 137
11.1 Inledning . . . . . . . . .. 137
11.2 Multinomialférdelningen . . . . . . . .. ... ... ... 137
11.2.1 Véntevérdesvektor och kovariansmatris . . . . . . . . .. 138

11.3 Andliga fallet — Bevis av Bootstrap-hypotesen . . . . .. .. .. 140
11.4 Allmént om geometrisk representation . . . . . . . . .. .. .. 142

11.5 Bootstrap . . . . . . . .. 143



6 Innehall

11.6 Linjéra skattningar . . . . . . . .. .. ...
11.7 Andra jackknife-approximationer . . . . .. .. ... ... ...
11.8 Serieutvecklingar . . . . . . ... ...

11.8.1 Postiv jackknife . . . . . ... ...
11.9 Bias-skattningar . . . . . . . .. .. ..o Lo
11.10En forbéttrad bias-skattning . . . . . . . .. ... ... ... ..

12 Konfidensintervall — pivotmetoden
12.1 Inledning och 6versikt . . . . . ... . ...
12.2 Pivot-baserade konfidensintervall . . . . . . .. .. ... .. ..
12.2.1 Hypotesprovning — konfidensmetoden . . . . . . . . . ..
12.2.2 Pivot-variabler . . . . .. ... ... o000
12.3 Bootstrap av pivot-variabler . . . . . . ... ... ... ...
12.3.1 Sammanfattning . . . . ... ..o
12.3.2 Pivot-metoden i Matlab . . . . ... .. ... ... ...
12.4 Problem med pivot-metoden . . . . . . . . . ... ... ... ..
12.4.1 Hur fa medelfelsskattning? . . . . . .. ... ... . ...
12.4.2 Ej transformationsbevarande . . . . . . .. .. ... ...
12.4.3 Restriktioner pa parametern . . . . . . . . .. ... ...
12.4.4 Variansstabilisering . . . . . . . . . ... ... ... ...
12.5 Forenklad pivot-variabel . . . . . . . . ... ... ...
12.6 Andra pivot-variabler . . . . . . ... ..o

13 Konfidensintervall -percentilmetoden
13.1 Transformations-egenskaper . . . . . . . ... ... ... ...
13.1.1 Percentil-interval-lemmat . . . . . . . ... .. ... ...
13.2 Pivot-baserade eller percentil-interval? . . . . . . .. .. .. ..

14 Konfidensintervall - BC,-metoden
14.1 Inledning . . . . . . . . ..o
14.2 BC,-metoden . . . . . . . . . . .. ...
14.2.1 Matlab-kod fér BC,-intervall . . . . . . .. .. ... ..
14.3 Motivering till definitionen . . . . . . . . .. ...
14.4 Komplikationer . . . . . . . . . .. ..o
14.5 Diskussion och jamforelse . . . . . . ... ...

15 Bayesianska metoder

15.1 Oversikt . . . . . . ..
15.2 Likelihood-funktion . . . . . . . .. ... ... ... ... ...,
15.3 Bayes'sats . . . . . ...
15.4 Nagra exempel pa likelihoodfunktioner . . . . . . . . .. .. ..
15.5 A-posteriori-fordelning . . . . . .. ..o
15.6 Nagra exempel . . . . . . . .. ... ...

15.6.1 Binomial-férdelning . . . . . . . .. ...
15.7 Binomialfordelning . . . . . . . . .. ...

15.7.1 Beta-fordelning . . . . . ... ... ...

15.7.2 Beta-fordelning som a-priori-férdelning . . . . . . . . ..

155
155
156
156
156
158
159
160
162
162
163
163
164
165
166

167
168
168
169

171
171
171
173
174
177
177



Innehall 7

15.8 Allmént om konjugerade fordelningar . . . . . . . . . . . .. .. 188
15.8.1 Definition av konjugerad fordelning . . . . . .. . .. .. 188
15.8.2 Exponentialférdelning . . . . ... ..o 188
15.8.3 Normalfordelning . . . . . .. ... .. ... .. 189
15.8.4 A-posteriori-fordelning som ny a-priori . . . . . . .. .. 190

15.9 Bayesiansk inferens . . . . . .. ..o 191
15.9.1 Bayesianska konfidensintervall . . . . . . ... .. .. .. 191
15.9.2 Prediktiv fordelning . . . . . . . . ..o oo 192

15.10Hur véljs a-priori-férdelning? . . . . . . . .. .. ... L. 193
15.10.1 Icke-informativa a-priori-férdelningar . . . . . . . . . .. 194

16 Modellval — korsvalidering 195

16.1 Inledning och 6versikt . . . . . . . . .. ... 195

16.2 Flera alternativa modeller . . . . . . .. .. ... .. ... ... 196
16.2.1 Test av hypotes i allménna linjara modellen . . . . . . . 197

16.3 “Non-nested models” . . . . . . . . ... ... L. 197

16.4 Prediktionsformaga . . . . . . . ... ... L. 198
16.4.1 Teoretiskt matt pa prediktionsférmaga . . . . . . . . .. 200
16.4.2 Andra forlustfunktioner . . . . . .. ... .00 202

16.5 Skattade matt pa prediktionsférmagan . . . . . . .. .. ... 204

16.6 Korsvalidering . . . . . . . . . .. .. L oo 206
16.6.1 Korsvalidering for allménna linjara modellen . . . . . . . 206

16.7 Model selection bias . . . . . . ... ..o 209

16.8 AIC — Akaike Information Criterion . . . . . .. ... ... .. 211
16.8.1 Allmént om “penalized” likelihood . . . . . .. .. ... 211
16.8.2 AIC . . . . . . 212
16.8.3 Varianter av AIC . . . . . . . . .. .. ... ... .. 213
16.8.4 AIC arej konsistent . . . . . .. ... ... ... ... 214

16.9 BIC — Bayesian Information Criterion . . . . .. .. ... ... 215
16.9.1 Bayesiansk motivering for BIC' . . . . . . .. ... ... 215
16.9.2 BIC ar konsistent . . . . . .. ... 217

16.10CMV — Cross Model Validation . . . . . .. .. ... ... ... 217

17 Markov Chain Monte Carlo - MCMC 219

17.1 Inledning . . . . . . . . . . 219

17.2 Ergod-satser . . . . . . . ... 220

17.3 Metropolis-Hastings algoritm . . . . . . . . ... ... ... .. 221
17.3.1 Metropolis algoritm . . . . . . . ... ... ... ... .. 225
17.3.2 En-dimensionella fallet d=1. . . . . . .. ... .. ... 225
17.3.3 Konvergens mot malférdelning . . . . . . . . ... .. .. 228

17.4 Koordinatvis uppdatering . . . . . .. . .. ... ... .. ... 230

17.5 Gibbs-sampling . . . . . . .. ... Lo 230
17.5.1 Tva-dimensionella fallet . . . . . . ... ... ... ... 231
17.5.2 d-dimensionella fallet . . . . . . . ... .. ... .. ... 233

17.6 Gibbs-sampling: Ising-modell fér spinn . . . . . . .. .. .. .. 236

17.7 Simulated annealing . . . . . . ... ... 239



8

Innehall
17.8 BUGS Bayesian Inference Using the Gibbs Sampler . . . . . . . 244
17.8.1 Exempel — felintensiteter for pumpar . . . . . . . . . .. 244
17.8.2 Bayesianska modeller - DAG-modeller . . . . . . .. .. 245
17.8.3 Pumpexemplet i BUGS . . . ... ... ... ...... 248
17.8.4 Regressionsmodell som DAG-modell . . . . . . . . . . .. 251
17.8.5 Variansanalys med ordningsrestriktioner . . . . . . . .. 253
17.9 Acceptance-Rejection sampling . . . . . .. .. ... ... ... 256
17.10Lite om statistisk mekanik . . . . . . .. ..o 0oL 258
17.10.1 Harledning av kanoniska fordelningen . . . . . . . . . .. 259

17.10.2Entropi . . . . ... 261



Kapitel 1

Inledning

1.1 Bakgrund

Datorernas intag har inneburit att man inom matematisk statistik har fatt
mojlighet att anvinda ett antal metoder som tidigare var antingen okénda
eller orealistiska att anvinda p g a den stora berdkningsvolymen. Detta har
inneburit att man kunnat ersétta orealistiskt idealiserade statistiska modeller
med mer realistiska modeller.

1. Vi vill kunna analysera datamaterial utan restriktiva antaganden om
hur vara data uppkommit, t ex att data kommer fran normalférdelning,
exponentialfordelning etc.

2. Vi kommer att slippa trassliga analytiska berdkningar av stickprovsvari-
ablers fordelningar etc.

3. Vi kommer i stéllet att gora omfattande (men hanterliga) kalkyler och
simuleringar pa dator.

1.2 Innehall

De metoder som kommer att behandlas &ar framfor allt
1. Bootstrap och jackknife
2. Simulering — speciellt Markov Chain Monte Carlo (MCMC)
3. Val av modell — Model selection

Om man kort vill beskriva Bootstrap och Jackknife kan man séga att de funge-
rar pa sa sitt att man ur sina métdata skapar fiktiva datauppséittningar (ofta
genom simuleringar) och sen studerar hur punktskattningar forandras nir man
pa detta satt "ruckat” pa sina métdata.

I Jackknife (féllkniv/universalverktyg) plockar man helt enkelt bort en obser-
vation i taget och studerar hur mycket skattningen da forandras. Man skulle
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kunna uttrycka det sa att man ser efter hur mycket varje enskild observation
betyder for skattningen. Fordndras skattningen mycket da en enstaka observa-
tion plockats bort ur data har man ju all anledning att tro att skattningen &r
osdker. Detta ger en mojlighet att skatta standardavvikelsen for skattningen —
det s k medelfelet.

I bootstrap (lyfta sig sjalv i haret/stovelskaften — jamfor Baron Miinchhausen)
lottar man i princip fram nya data genom dragning med aterlédggning fran de
ursprungliga data. Genom att studera hur skattningen varierar mellan dessa
fiktiva datauppséttningar kan man fa en god uppfattning om hela férdelningen
av stickprovsvariabeln inklusive t ex dess standardavvikelse, vantevarde, per-
centiler i fordelningen etc.

Vi kommer att ldgga tonvikten vid Bootstrap, medan Jackknife kommer att
spela en mer underordnad roll. Bada ir exempel pa “Atersamplingsmetoder”
(Resampling methods) dit man ocksa brukar hanféra metoder som korsvalide-
ring (som anvénds f6r modell-val).

Bradley Efron hittade pa bootstrap 1979, medan jackknife &r fran 1940-talet.
Bootstrap-metodiken har véckt intresse inom vissa ”avnémaromraden” sasom
genetik, signalbehandling och ekonomi, men &r fortfarande forvanansvért o-
kénd bland statistiker &ven om forskning pagar.

Nér det géller Simulering (Monte Carlo-metoder) sa ar tekniken dér att an-
lysera komplicerade funktioner av stokastiska variabler genom att lotta fram
utfall av dem. Detta gor att man kan slippa besvérliga analytiska berdkningar
t ex for fordelningen for stickprovsvariabler. Speciellt MCMC (Markov Chain
Monte Carlo) &r synnerligen anvédndbar och har revolutionerat delar av ma-
tematisk statistik (framfor allt Bayesiansk statistik). Det finns ocksa viktiga
tillampningar inom statistisk fysik och optimering.

Modell-val handlar om det viktiga problemet att vilja den “bésta” av ett
antal foreslagna modeller. Av speciellt intresse ér korsvalidering som praktiskt
innebér att man (da man har n observationer) for varje foreslagen modell maste
skatta ingaende parametrar n ganger.

Materialet i dessa foreldsningsanteckningar &r hdmtade fran flera kéllor bl a
1. “An Introduction to the Bootstrap” av Efron och Tibshirani
2. “Computer Intensive Statistical Methods” av Urban Hjorth
3. Material skrivet av Ola Hossjer till en motsvarande kurs i Lund

4. “Markov Chain Monte Carlo in Practice” av Gilks, Richardson och Spie-
gelhalter

De genomriknade exempel som finns redovisade har skrivits i Matlab, men
naturligtvis gar det bra att implementera algoritmerna i andra program-sprak.
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1.3 Upplidggning av materialet

I kapitel 2 behandlas simulering (Monte Carlo-metoder) diar man tar fram
fordelningen for funktioner av fler-dimensionella stokastiska variabler. Kapi-
tel 3 behandlar inferens och &r mer att se som en uppfriskning av material
som behandlats i grundkurser. Kapitel 4 behandlar bootstrap och i kapitel 5
och 6 ges ett antal exempel pa mer eller mindre komplicerade tillampningar
av bootstrap. Kapitel 7 behandlar hur bootstrap fungerar fér medelvérde och
median. Kapitel 8 visar hur bootstrap kan anvindas for att skatta systematis-
ka felet hos skattningar. Kapitel 9 infor jackknife och visar hur denna metod
kan anvéndas for att skatta systemenatiskt fel och standardavvikelse hos skatt-
ningar. Kapitel 10 behandlar hur bootstrap kan anvéndas i mer komplicerade
datastrukturer som flera oberoende stickprov, regressionsproblem och tidsseri-
er. Kapitel 11 ger ett bevis for att bootstrap ger korrekt resultat da data bara
kan anta ett dndligt antal virden. Kapitlet visar ocksa pa sambandet mellan
jackknife och bootstrap. Kapitel 12, 13 och 14 presenterar tre olika metoder
att konstruera konfidensintervall med hjalp av bootstrap. Kapitel 15 behandlar
Bayesianska metoder helt allmént. Dessa metoder &r av stort intresse men bru-
kar ej behandlas i elementéra statistikkurser. Avsikten ar att dessa ska kunna
praktiskt implementeras med Markov Chain Monte Carlo-metoderna (MCMC)
som presenteras i kapitel 17. MCMC &r en mycket anvandbar teknik att simu-
lera godtyckliga fler-dimensionella férdelningar. Det mellanliggande kapitel 16
behandlar 6versiktligt modellvalsmetoder, dvs hur man jamfor olika féreslagna
statistiska modeller med varandra pa ett rattvisande siatt. Av speciellt intresse
ar da korsvalidering.
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Kapitel 2

Om simulering

2.1 Inledning

Ordet simulera betyder ju i vardagsspraket “latsas”, “efterhdrma” eller “fus-
ka” medan simulering i tekniska och matematiska sammanhang innebér att
man ersatter verkligheten med en matematisk modell och utfér experiment i
denna. Vi kommer att dgna oss at s k Monte Carlo-simulering, dvs att lotta
fram virden pa stokastiska variabler for att ersdtta komplicerade analytiska
berdkningar av t ex stickprovsvariablers fordelningar.

Vi aterkommer till simulering i kapitel 17 nér vi sysslar med Markov Chain
Monte Carlo-simulering framfor allt for att simulera fler-dimensionella stokas-
tiska variabler.

2.2 Slumptal

Vi kommer att behtva generera tal som uppfor sig som oberoende utfall av
stokastiska variabler med specificerad fordelning. Man skulle kunna ténka sig
att som slumpmekanism ha nagot fysikaliskt fenomen som t ex radioaktivt
sonderfall som enligt modern fysik &r exempel pa genuin slump, men vi kom-
mer i stéllet att anvidnda oss av s k pseudo-slumptal dvs sekvenser som upp-
trader med "tillracklig slumpmaéssighet”. Dessa deterministiska foljder av pseu-
doslumptal xg,x1, 22, -+ kan genereras med olika algoritmer. Den vanligaste
typen &r kongruensalgoritmer av typen

Tpi1 = (ax, +b) mod ¢

(dér a,b och ¢ ar givna heltal) dvs den rest man far da man dividerar ax,, + b
med c. Man dividerar de erhallna x,:en med c for att erhalla slumptal pa
intervallet (0,1). I en tidigare version av Matlab anvéndes algoritmen x,,,; =
(77z,) mod (23! — 1) men algoritmen har foréindrats mellan olika versioner.

Matlab levererar sadana pseudoslumptal med funktionen rand och enligt ma-
nualen for version 5 géller att

"This generator can generate all the floating point numbers in the closed in-
terval [27°3 1 — 27%3]. Theoretically, it can generate over 2492 values before

5
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repeating itself.” Det anges dock inte vilken algoritm som egentligen anvénds.

Genom att anropa funktionen med rand(n,m) far man en n X m-matris av
sadana pseudoslumptal.

Man kan &ven styra sekvensen av pseudoslumptal och kan dérigenom upp-
repa exakt samma sekvens. Detta kan vara anvandbart om man onskar upp-
repa exakt samma simulering. Lésaren hénvisas till Matlabs manualer eller till
online-hjélpen i Matlab.

Dessa pseudo-slumptal upptrider alltsa som om de vore oberoende likformigt
fordelade pa intervallet (0,1). Vi kommer inte att vara sérskilt bekymrade
over att de ”egentligen” ar deterministiska utan kommer att lita pa att de har
tillracklig slumpméssighet vad géller fordelning och oberoende for att tjana
vara syften.

2.3 Inversmetoden

Om man har tillgang till oberoende likformigt férdelade stokastiska variabler
(dvs R(0,1)-fordelade) sa kan man i princip generera vilken en-dimensionell
fordelning som helst i enlighet med foljande sats.

Sats 2.1 Lat F(x) vara en fordelningsfunktion och definiera ”inversen”
Fly)=inf{z: F(x) >y}, 0<y <1

Om U #r R(0,1) och vi later X = F~Y(U) sa giller att P(X < z) = F(x), dvs
X har F till fordelningsfunktion. O

Inversen F'~! 6verensstimmer med den vanliga inversen om F dr kontinuerlig
strikt vixande, men fungerar ocksa om F' har sprang (dvs punktmassor i san-
nolikhetsférdelningen) eller &r konstant pa ett intervall (dvs det saknas massa
pa motsvarande intervall). Se figur 2.1 for en illustration.

Bevis: Av definitionen framgar att {F~1(y) > z} = {y > F(2)} vilket ger
PX>z)=P(F'(U)>z)=PU>F(z) =1-F(z)

dvs P(X <z) = F(x) O

Exempel 2.1 Exponentialfordelningen Exp(#) har férdelningsfunktionen
F(z)=1—e for x > 0.
Denna har inversen F~'(y) = —01n(1 — y) och alltsa kan vi se att

X =—0In(1 —U) ar Exp(f) om U &r R(0,1).



2.4. Diskreta fordelningar 7

F(x)
1
u
y
v Fw

Figur 2.1: Inversmetoden

Eftersom dven 1 — U &r R(0, 1) sa géller ocksa att X = —01In(U) ar Exp(0).

Matlabs Stats-modul har funktionen exprnd som genererar exponentialférde-
lade slumptal med hjélp av ovanstaende metod. O

Inte alla férdelningar har lattinverterade fordelningsfunktioner. Normalfordel-
ningens ®(z) ir t ex inte sa latt att invertera, men da finns det andra knep som
de som visas i avsnitt 2.7 pa sidan 11. I Matlab:s standardmodul finns funk-
tionen randn som genererar N(0,1)-férdelade slumptal och i Stats-modulen
finns funktionen normrnd.

2.4 Diskreta fordelningar

For diskreta fordelningar F' som alltsa lagger massan P(X = zy) i xy for
k=1,2,--- kan man anvianda sig av att ta

J—1 J
F~'(u) = x; om ZP(X:xk) <u< ZP(X =xr), J=1,2,---
k=1 k=1

Exempel 2.2 Om P(X =1) = 04,P(X =7) = 0.2 0och P(X =10) =04
kan man lata
1 om (0<U<04

X=F'U)={7 om04<U<06
10 om0.6<U<1
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2.5 Matlabs slumpstalsgeneratorer

Standardmodulen i Matlab har funktionerna rand och randn fér R(0,1) re-
spektive den standardiserade normalférdelningen.

Matlabs Stats-modul har en hel uppséattning slumptalsgeneratorer for olika
fordelningar (bade diskreta och kontinuerliga):

Random Number Generators.

betarnd - Beta random numbers.

binornd - Binomial random numbers.

chi2rnd - Chi square random numbers.

exprnd - Exponential random numbers.

frnd - F random numbers.

gamrnd - Gamma random numbers.

geornd - Geometric random numbers.

hygernd - Hypergeometric random numbers.
lognrnd - Lognormal random numbers.

mvnrnd - Multivariate normal random numbers.
nbinrnd - Negative binomial random numbers.
ncfrnd - Noncentral F random numbers.

nctrnd - Noncentral t random numbers.
ncx2rnd - Noncentral Chi-square random numbers.
normrnd - Normal (Gaussian) random numbers.
poissrnd - Poisson random numbers.

random - Random numbers from specified distribution.
raylrnd - Rayleigh random numbers.

trnd - T random numbers.

unidrnd - Discrete uniform random numbers.
unifrnd - Uniform random numbers.

weibrnd - Weibull random numbers.

Om man med Matlab vill simulera nagon annan fordelning far man sjélv skriva
en m-fil som med t ex inversmetoden genererar slumptal med den onskade
fordelningen.

2.6 Funktioner av oberoende stokastiska
variabler

Antag att vi kan generera slumptal (z1,xs, - ,x4) = 2 som &r utfall av obe-
roende stokastiska variabler (X, Xs,---,X,) = X dér X;mna har en givna
fordelningar (i de flesta tillimpningar samma fordelning). Denna generering
skall kunna upprepas sa att x-vektorerna &r att betrakta som oberoende.

Vi ér intresserade av fordelningen for g(Xp, Xo, -+, Xy) for en specificerad
(men kanske komplicerad) reellvérd funktion g. Vad vi har i tankarna &r att t
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ex lata g-funktionen vara en punktskattning av en parameter 6. Detta betyder
att g(Xq, Xo, -+, Xy) i sa fall & motsvarande stickprovsvariabel.

Detta kan ldtt goras med simulering. Man skaffar sig ett stort antal (kanske
10000 eller 100000) framlottade uppséttningar om d slumptal vardera déir
dessa har ratt fordelning. For varje san uppséattning berdknar vi ¢:s véarde
och gor ett histogram oOver resultatet. Detta histogram (uppfattat som san-

nolikhetsférdelning) kommer att vil approximera den sanna fordelningen for
g(Xh X27 e 7Xd)'

Exempel 2.3 Om vi simulerar 100000 st uppséittningar av 10 st oberoende
Exp(1)-fordelade stokastiska variabler X, Xs, -+, X319 och bildar

10
Sio = Q(Xh Xo, - 7X10) = ZXi
i=1

sa har vi pa detta séitt simulerat fordelningen fér summan av 10 oberoende
Exp(1)-fordelade variabler. I Matlab blir detta:

x=exprnd(1,10,100000) ;
y=sum(x) ;
hist(y,100)

dér sista kommandot gor ett histogram med 100 st ”fack”. Denna operation
tog ca 20 sek pa en Pentium. Resultatet framgar av figuren 2.2.

Summan av 10 Exp(1)-fordelade
4000 T T T

3500 -

3000

2500

2000

1500

1000~

500

Figur 2.2: Simulerad fordelning for summan av 10 Exp(1)-férdelade
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Man kan visa att Syo dr (10, 1)-férdelad. Detta kan géras med hjalp av faltning
eller via Poisson-processen. I'(10, 1)-férdelningen har tétheten

flz) = ge_x, x> 0.

Det ar litt att plotta denna i Matlab med hjilp av gampdf-funktionen (gamma
probability density function) som finns i Stats-modulen och resultatet syns i
figur 2.3

u=[0:0.001:30];
p=gampdf (u,10,1);
plot(u,p)

Sann fordelning for summan av 10 Exp(1)
0.14 T T T

0121

0.08

0.06

0.04F

0.02F

Figur 2.3: Sann fordelning for summan av 10 Exp(1)-fordelade

Hér vet vi det rétta svaret och simulering dr onodig, men man noterar hur vl
simuleringarna 6verensstdmmer med den sanna férdelningen. Det centrala var

1) att vi latt kunde generera 100000 stickprov av storlek 10 vardera
2) i vart och ett av dessa 100000 stickprov kunde berékna g-funktionen
3) att dessa operationer gick nagorlunda raskt.

I detta fall var simuleringen obeh6vlig men med en mer komplicerad g-funktion
eller med en mer komplicerad fordelning for X:n skulle vi stéllas infor oéver-
stigliga analytiska problem om vi forsokte finna den sanna férdelningen. Simu-
leringen &r mer en fraga om talamod och i nagon man listiga algoritmer. O
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2.7 Normalférdelning

Som angavs ovan dr normalférdelningen lite trasslig att simulera ifran med
hjélp av Inversmetoden, men det finns flera metoder att kringga detta.

2.7.1 Box-Mullers metod:

En vanlig metod att generera oberoende N (0, 1)-fordelade slumptal &r den s k
Box-Mullers metod.

Om X och Y é&r oberoende N(0,1) sa géller att R = vX2+Y?2 och © =
arg(X,Y’) oberoende. Detta inses av att ga over till polara koordinater (r,6)
fran (z,y). Vi skriver alltsa

X = Rcos(0), Y = Rsin(0)

enligt figur 2.4.

Figur 2.4: Box-Mullers metod

Man har da vid variabelbytet Jacobianen r dvs dxdy = r drdf. Alltsa far vi

N

r

1 z2 y2 1
Fxx(w.y)dedy = fx(@)fy(y)dady = o—e™"" dudy = re”7 _drd) =
™ ™

= freo(r,0)drdd

dvs att R har tatheten
fr(r) = re 2 r >0

och att © har tdtheten fo(f) = 1/(27), 0 < 6 < 27. Dessutom ser man att R
och © &dr oberoende! Alltsa far vi

Fgr(r) = / ue " Pdu=1—e"2 r>0.
0
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Denna fordelning kallas Rayleigh-fordelningen och foérdelningsfunktionen &r
latt inverterbar. Vi far

Fpl(y) = v=2In(1 —y).

Alltsa kan vi generera tva stycken oberoende N(0,1)-férdelade variabler X och
Y ur tva stycken R(0,1)-férdelade variabler U; och Us genom

X = cos(2nUy)/—21n(1 — Uy)

Y =sin(2nU;)/ —21n(1 — Us)
Har kan vi ersatta 1 — Uy med Uy om vi sa vill!

Vi kommer genomgaende att lata N(m, 0?) beteckna normalférdelningen med
viinteviirde m och varians 2. Om vi vill generera slumptal fran denna férdelning
skaffar vi oss N (0, 1)-fordelade slumptal Z enligt Box-Mullers metod och bildar
sen X =m + oZ som ju far avsedd fordelning.

2.7.2 Alternativ metod

En alternativ metod att generera normalfordelade slumptal &r att forst vélja U
och V' som oberoende likformigt fordelade pa intervallet [—1, 1]. Om de hamnar
inom den i kvadraten inskrivna cirkeln enligt figur 2.5 har man dérigenom
genererat en likformigt fordelad slumpméssig riktning.

(UVv)

L

Figur 2.5: Metod for att fa likformig slumpmaéssig riktning.

Skulle (U, V) hamna utanfor cirkeln, vilket innebér att U? + V? > 1 far man
lotta fram nya vérden pa U och V tills man fatt en punkt inne i cirkeln. Man
véljer sedan en radie R i enlighet med Rayleigh-férdelningen och flyttar sig pa
stralen genom (0,0) och (U, V) sa att punktens avstand blir R. Den salunda
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genererade punkten (X, Y’) har oberoende N (0, 1)-férdelade koordinater X och
Y. Eftersom cirkelns area dr m och kvadratens &dr 4 maste man generera ett
ffg(m/4) ~ ffg(0.7854)-fordelat antal (U, V')-par. Fordelen med detta forfarande
ar att man inte behover berdkna cosinus och sinus for vinkeln © som i Box-
Mullers metod vilket kan snabba upp simuleringen.

Funktionen randn i Matlab ger N(0, 1)-fordelade slumptal, men eftersom den
ar hardkodad kan man inte se vilken metod Matlab anvénder sig av.

2.8 Allmén fler-dimensionell férdelning

Att simulera en godtycklig fler-dimensionell férdelning dér de ingaende variab-
lerna ar beroende ar ett trixigt problem, men vi aterkommer till det i samband
med kapitel 17 om Markov Chain Monte Carlo-simulering.

I speciella situationer kan beroendet mellan X;mna i X = (X1, Xo, -+, Xy)
skapas genom att de enskilda X;:na &r funktioner av oberoende variabler
Zy,Zy,--- men diar samma Z-variabler ingar i flera X;-variabler. T ex kan
man ha en konstruktion av typen

X = 91(21722723)
Xy = 92(217 Zo, Z:s)
X3 = 93(217 Z, Zs)

tex X1 =2y, Xo = Z1+ Zy och X3 = Z1 + Zy + Z3. Genom att generera
oberoende Z-variabler och plugga in dessa i g-funktionerna far man riatt be-
roendestruktur fér X-variablerna. Ett exempel pa ovanstaende konstruktion
utgor de fler-dimensionella normalférdelningarna som kan ses som uppbyggda
av linjarkombinationer av oberoende N(0,1)-férdelade variabler.

For den intresserade kan ndmnas att det finns en fler-dimensionell generali-
sering av invers-metoden enligt 2.3 som anvinder en s k copula, dvs en fler-
dimensionell fordelning pa enhetskuben dér de olika komponenterna har ett
specificerat beroende men dar marginalférdelningarna ér likformiga. Genom en
operation liknande inversmetodens kan man sen generera fler-dimensionella va-
riabler med specificerade marginalférdelningar och den specificerad beroende-
strukturen. Den intresserade hénvisas till Nelsen, R.B, (1999) An Introduction
to Copulas, Springer, New York. Svarigheten ar att vélja copulan sa att den
avspeglar vad man tror om beroendestrukturen.

2.8.1 Fler-dimensionella normalférdelningar

Om vi vill simulera en fler-dimensionell normalférdelning med given vénte-
vardesvektor och kovariansmatris gar detta forhallandevis létt.

Genom Box-Muller-metoden kan vi generera oberoende N(0,1)-fordelade sto-
kastiska variabler. Vi vill generera fler-dimensionella (t ex d-dimensionella)
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normalfordelade variabler med foéreskriven véntevérdesvektor m och kovari-
ansmatris C. Om inte C ar en diagonalmatris dr de ingaende komponenterna
beroende, men beroendet dr av en mycket speciell typ — en slags linjért beroen-
de som gor att vi kan konstruera d-dimensionella slumptal med rétt fordelning.

Eftersom C &r en kovariansmatris maste den vara symmetrisk och positivt
semi-definit (dvs bara ha icke-negativa egenvirden).

Choleski-metoden innebéar att vi forst hittar en d-dimensionell matris A som
uppfyller C = AAT. Om vi sedan tar d oberoende N(0,1)-férdelade variabler
Zy, Zy, -+, Zq och bildar kolonnvektorn Z=(Zy, Zy, - -+, Zq)T sa giller att

X=m+AZ

blir d-dimensionellt normalférdelad med véantevéirdesvektor m och kovarians-
matris C = AAT. Man kan séiga att de fler-dimensionella normalférdelningarna
ar precis vad man kan fa genom att bilda X = m + AZ dar Z ar oberoende
N(0,1).

Att hitta A (som fungerar som ett slags kvadratrot till C') ar ldtt. I Matlab
finns rutinen sqrtm som hittar den (faktiskt unika) positivt semi-definita sym-
metriska matris C'/? som uppfyller C' = C'/2C"/2. Det finns dven andra val av
A-matris som kan vara lampliga. Man kan t ex lata A vara en triangular ma-
tris. Att skriva C = AAT innebir da en LR-faktorisering av C. Faktum #r att
konstruktionen av A som en trianguldr matris innebéar att man i princip utfor
det som i linjar algebra kallas Gram-Schmidts ortogonaliseringsforfarande.

2.9 Exempel: Korrelationskoefficient
Lat
U= ((Xla }/1)7 (X2> Y'2)7 Tty (X20> }/20))

dar (X;,Y;), i =1,2,---,20 dr oberoende likaférdelade tva-dimensionella sto-
kastiska variabler. Vi later

o) = X 0T
\/Zi:l(Xi - X)2 Zi:l(Y; - Y)2

dir X = 3772, X;/20 och ¥ = 322, Y/20.

Speciellt &r vi kanske intresserade av fallet att (X;,Y;) dr tva-dimensionellt

normalfordelade, t ex
0 1 p
()6 9)

Faktum &r att fordelningen for p(U) i denna situation inte beror av E(X),
E(Y), V(X) och V(Y) sa att vi tagit dessa till 0, 0, 1 respektive 1 innebar
ingen inskrénkning.
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Man inser att tanken &r att med hjilp av punktskattningen p skatta korrela-

tionskoeflicienten
C(X,Y)

D(X)D(Y)
Vi vill alltsa undersoka denna stickprovsvariabel for att kunna analysera mot-
svarande punktskattning.

p(X,Y) =
Hur fungerar detta? Ar skattningen vintevirdesriktig? Vad har den for stan-

dardavvikelse? Vad &ar dess fordelning?

Simulering av korrelationsskattning dé rho=0.5 - 20 obs
700 T T T T T T

600
500
400+
300

2001

Tl

0 I
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figur 2.6: Simulering av korrelationsskattning da p=0.5 (20 observationer)

Ett séatt att undersoka detta ar att simulera férdelningen, dvs lotta fram ett
stort antal (siig B st) oberoende utfall av vardera 20 talpar v = ((x1, 1),
(x2,Y2), -+, (T20,Y20)) fran denna fordelning och sen studera fordelningen av
p(u). For att kunna simulera maste fordelningen vara helt specificerad och vi
maste alltsa vilja ett virde pa p och vi tar p = 0.5. Om vi kallar de B fram-
lottningarna wy,us, - - ,up (vardera alltsa bestaende av 20 2-dimensionella
vektorer) sa kommer (for stora B) fordelningen av

ﬁ(ul)7 ﬁ(uQ)’ e 7ﬁ(u3)

att approximera fordelningen for p(U). Faktum &r att genom att lata B — oo
kan vi fa fordelningen for p(U) approximerad hur bra som helst! Speciellt kan
vi beriikna intressanta storheter som t ex E(p(U)) eller D(p(U)). Vi har i och
for sig gjort detta bara for en viss helt specificerad fordelning (i vart fall med
p = 0.5), men alternativet att ta fram den exakta fordelningen for p(U) &r svart
(for att inte sdga omojligt). Man kan naturligtvis upprepa forfarandet for en
uppséattning intressanta p-varden t ex i ndrheten av ett observerat viarde ur ett
datamaterial. Foérhoppningen ar da att man kan fa en ungefirlig uppfattning
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x10° Korrelationsskattning da rho=0.5 - 20 obs
25 T T T T T T

15F

0.5

0 Il Il Il
-1 -08 -06 -04 -02

Figur 2.7: “Sann” fordelning av korrelationsskattning da p=0.5 (20 observa-
tioner) via Fisher-transformationen

om upptradandet av punktskattningen. Resultatet for p = 0.5 visas i figur 2.6

I fallet med korrelationskoefficient fran tva-dimensionellt normalférdelade da-
ta, sa finns approximativa losningar som bygger pa den s k Fisher-transforma-

tionen
1 1+z
hiz) = =1 )
()= o (157

Man kan namligen visa att h(p(U)) éar approximativt N(h(p),1/(n — 3)), dvs
normalférdelad med véntevirde h(p) och varians 1/(n — 3). Figuren 2.7 (“fa-
cit”) dr gjord med hjélp av denna transformation.

Framtagningen av Fisher-transformationen har kréavt stor finurlighet. Att si-
mulera fordelningen kan goras helt maskinmaéssigt och kréaver bara en nagor-
lunda snabb dator och/eller talamod. Dessutom fungerar simuleringen dven
om vi skulle ha haft en annan férdelning &n 2-dimensionell normalférdelning
— det approximativa resultatet rorande Fisher-transformationen géller egentli-
gen bara 2-dimensionell normalférdelning. Man kan alltsa enkelt ersétta svara
kalkyler och tankearbete med simuleringar.

2.10 Fordelningskonvergens

Vi har en d-dimensionell stokastisk variabel X = (X3, Xy, -, Xy) och vill
berdkna fordelningen for g(X) dér g ar en reellvéird funktion. Om vi kan ge-
nerera B oberoende utfall 1, Zo, - -+, xp av X sa vet vi enligt stora talens lag
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att

Alltsa kan vi berdkna E(g(X)) genom att simulera.

Mer allmént géller att hela fordelningen for simuleringarna konvergerar i for-
delningsmening mot den sanna fordelningen for g(X).

I praktiken gor vi ett histogram 6ver g(z1), g(22), - , g(xp) och detta kommer
att vil approximera fordelningen for g(X). Man kan alltsa genom flitigt fram-
lottande av oberoende utfall av X fa fram fordelningen for g(X) och da ocksa
fa uppskattningar av t ex E(g(X)) eller D(g(X)) genom att gora motsvarande
kalkyler i histogrammet.

Om man i Matlab har B en-dimensionella simuleringsresultat i vektorn x
far man da en approximation av F(X) genom mean(x) och av D(X) genom
std(x). Om vi simulerar en d-dimensionell férdelning och lédgger de B simule-
rade d-dimensionella resultaten i matrisen x som alltsa har dimensionen B x d
dér respektive simulerad vektor ligger radvis kan man beridkna t ex F(g(X))
genom

result=[];

for i=1:B
result(i)=g(x(i,:));
end ;

mean_g=mean (result)

om funktionen g(u) berdknar funktionen g ur radvektorn u.

Att man kan fa fram hela fordelningen for g(X) kan man inse genom att lata

() = {1 om g(z) <u

0 annars

och notera att (igen med hjilp av stora talens lag)

Detta fungerar for alla u. Man kan ocksa notera att summan .0 h,(2;) &r
antalet av g(z1), g(x2), -+, g(xp), som ar < u. Detta sett som funktion av u
brukar kallas den empiriska fordelningen. Om man vill tdnka pa den som en
sannolikhetsférdelning svarar den mot att man lagt massan 1/B i vardera av
virdena g(m1)7g<m2)a U 7g(mB)'

Man kan visa att denna konvergens inte bara sker for varje fixt v utan for alla u
pa en gang, dvs sedd som en stokastisk process med “tid” u didr —oo < u < oo.
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Aven om g skulle vara ta virden i R fungerar detta helt oféréndrat. Man kan
se det som att den d-dimensionella férdelningen for ¢(X) approximeras med
den fordelning som simuleringsresulaten ger, dvs den foérdelning som ldgger
massan 1/B i vardera av de framsimulerade vérdena.

Alltsa kan vi dven skatta storheter som F(X;4/X5) genom att berikna

B
1
E g i1/ T2
i=1

dér det i:te framsimulerade vérdet ar &; = (21, T2, - - - , T;q) f0r nagot “stort”
varde pa B. Pa motsvarande sitt kan vilken aspekt som helst av den simule-
rade fordelningen berdknas genom att berdkna motsvarande kvantitet for de
simulerade vektorerna.

Med hjélp av denna typ av resultat kan en massa mycket intressanta storheter
rérande férdelningen beriiknas. Aven hela fordelningen, férdelningen for en viss
komponent i vektorn eller nagon aspekt av denna, t ex vintevirde, varians,
median etc. kan erhallas.

For att illustrera detta synnerligen anvindbara faktum ger vi nagra exempel.
Antag darfor att vi har genererat x; for i = 1,2,--- , B dar B “stort” och dér
x; = (T, T, -+, Tig). Vi har alltsa en “lang” {6ljd av simulerade vérden.

Exempel 2.4 Nagra exempel
Om vi &r intresserade av E(X3) dvs vintevirdet av den tredje komponenten i
den d-dimensionella X-vektorn sa erhaller vi

E(X3) = IEI;OEZLg

och pa motsvarande sitt

E(X3) = lim —2@3

B—>oo
eller mer allmant B
. 1
E(9(X3)) = Blggo B 29(951‘3)-
i=1

Om vi tar g(u) =1 for u < z och 0 f6r u > z far vi

. 1
P(X3<2z)= lim — Zg Ti3) Blgr;o E(antal T3 < 2)

B~>oo

Om vi vill berikna F(X;X5) erhaller vi

E(X1X,) = lim —Zxﬂxﬂ

B—oo B
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och skulle vi vilja berdkna P(X; < 5; Xy < 3) erhaller vi

1
P(X; <5, X5 <3)= lim E(antal par dir x;; <5 och x;5 < 3).

B—oo

eller mer generellt kan vi fa en approximation av den simultana fordelningen
for (X17 XQ) O

Vi har velat vara lite overtydliga i ovanstaende exempel for att peka pa den
enorma rikedom av resultat vi kan erhalla om vi lyckas erhalla en lang simu-
lering.

Som matt pa skillnaden mellan den sanna fordelningen H(z), x € R for g(X)
och den s k empiriska fordelningen Hp for g(zi),g(zs), - ,g(xp) (dvs en
fordelning som ldgger massan 1/B i vardera av g(z),g(z2), -+ ,9(xp)) kan

man ta -
Dp = max |H(u) — Hg(u)|

som alltsa méatter maximala skillnaden i vertikal ledd mellan den sanna for-
delningsfunktionen och den fordelning som g(z1), g(z2),- -+, g(xp) har. Det ar
ju denna s k empiriska férdelning Hp som histogrammet 6ver framlottningarna
beskriver. I sjélva verket beror teststorheten Dp inte av fordelningen H om H
ar kontinuerlig. Att det ar sa beror pa att om X har férdelningsfunktionen F
ar F(X) likformigt fordelad pa intervallet [0, 1] — ett faktum som vi anvéinde
oss av i inversionsmetoden. Detta utnyttjas i Kolmogorov-Smirnovs test som
testar om data verkligen kommer fran en foreskriven fordelning. I tabellverk
anger man percentiler for Dp for olika B som alltsa kan anvidndas fér hypote-
sprovning av Hy: “Data kommer fran F”. Man kan ocksa visa att

z a . 2
lim P Dpg< — ) =1-2 —1) L exp(—27222) ~ 1 — 2%
(Do ) =12 o)

B—oo

som alltsa sdger att fordelningarna ligger mycket néra varandra for stora B.
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Kapitel 3

Om inferens

Vi borjar med den enklaste typen av situation och infor lite beteckningar. Sena-
re aterkommer vi till lite mer komplicerade situationer da observationerna inte
ar oberoende (typiskt for stokastiska processer) och da de inte &r likafordelade
(typiskt for regression).

Inferens handlar ju om att kunna dra slutsatser fran métdata och for att bli
konkreta ger vi ett exempel som vi kommer att aterkomma till flera ganger.

Exempel 3.1 Livslingder
Vi har métt upp livslingderna for 10 identiska komponenter och déarvid fatt
virdena

5.6 19.7 1.7 3.3 5.1 0.7 15.6 5.4 3.3 0.1
som vi ocksa betecknar med x1, o, - - , T10.

Vi vill kunna gora ett uttalande om medellivslingden 6 av denna typ av kom-
ponent t ex i form av ett 90%-igt konfidensintervall.

~

Medellivslingden skulle vi ju skatta med 0(xq,xs,- - ,219) = T = 6.05 = arit-
metiska medelvirdet av de observerade livsléngderna. Men hur kommer vi till
ett konfidensintervall? O

Definition 3.1 Huvudsituation 1

Vi har n numeriska observationer xi, o, -+ ,x, som vi ser som utfall av obe-
roende likaférdelade stokastiska variabler X, X5, -, X, som alla har férdel-
ningen F'. De tdnkbara fordelningarna F tillhor en méangd M. Det finns vidare
en parameter ¢ som ar en funktion (funktional) av F', dvs § = T'(F).

~

For att skatta 6 har vi en punktskattning 0(zq, x2, - - , z,) som ar att betrakta
som dels en funktion av n argument och dels ett numeriskt vérde.

For att analysera punktskattningens egenskaper studerar vi stickprovsvaria-
beln 6(Xy, Xs, -+, X,,) vars fordelning alltsa beror av F. O

21
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Ofta later man M, dvs den tdnkbara méngden fordelningar for observationer-
na vara definierad som en s k parametrisk familj, dvs att fordelningen F' &r
bestdamd av #:s virde. Vi vill dock gérna kunna frigéra oss fran detta restrik-
tiva antagande. Vi ser darfor M som en vid klass av fordelningar. Parametern
6 vi &r intresserad av skall vara definierad for alla fordelningar i M, men helst
for en dnnu vidare klass av fordelningar.

3.1 Nagra exempel

For att konkretisera och klarligga vad man egentligen gjorde i grundkursen
ges hir ett antal exempel. Man skall inte lata sig forvillas av att det mesta
ar enkelt och vilbekant utan noga ténka igenom kopplingen till definitionen
ovan.

Exempel 3.2 P(X; =1) =6 och P(X; =0)=1—46. Vi har § = E(X) och
skattar 6 med

O(zy,- -+ ,x,) =& = andelen l:or i stickprovet

Vi vet da att
~ o1
0(Xy, - X)) =X==-) X;=

S

dar Y dr Bin(n, ). Detta betyder att

E@(Xy,-, X)) =60 och V(B(Xy, -, X,)) = b1 -9)

Exempel 3.3 X; dr Exp(#) och dar

0= B(X) = /_OO o f ()da

o0

dér f(z) = F'(z) = 5 exp(—x/0) for 2 > 0 och f(z) =0 for 2 < 0.

Vi skattar lampligen 6 med 0(xy,--- ,x,) = T och far alltsa

~ _ 1
0(X1, X, X)) =X ==> X,

n
1

Hér vet man att Y} X; &r I'(n, 1/0) dvs har en gammafordelning med téthets-

funktionen
mnfl

f(z) = mexp(—x/@) for x > 0.
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Exempel 3.4 X; dr normalférdelad N(0,02) diir o9 = 0.1 (dvs kénd sprid-
ning). Aterigen skattar vi § med f = z och vi vet att (X1, Xo,---,X,) =X
ar N(6, 08 /n). O

Exempel 3.5 X; iir normalférdelad N(m, 6?) och vi skattar § med

Oy, 29, 2) = ! 2:(95z — )%

(n— 1)6%(X1, Xo, -+, X,,) /6% dr da x2(n — 1)-férdelad.

Exempel 3.6 X; har en kontinuerlig fordelning beskriven av F' och § = me-
dianen i fordelningen, dvs 1osningen till ekvationen F'(6) = 1/2. Vi kan skatta
0 med medianen av (z1,xs,- - ,x,) dvs det mittersta i storleksordning (om n
dr udda) och medelvérdet av de tva mittersta (om n ar jamnt).

Definition 3.2 Generalisering av huvudsituation 1

Vi kan lata data vara fler-dimensionella (sidg d-dimensionella), dvs att vi har
observationerna xq,&s, - ,Z, dir &; = (z;1, T4, -+ ,Tiqg) SOM ses som obero-
ende utfall av X; = (X1, Xio, -+, Xiq) som &r en d-dimensionell stokastisk
variabel med en d-dimensionell férdelning beskriven av F. Observera att ty-
piskt ar de olika komponenterna av X-vektorn beroende stokastiska variabler.
Aven hir har vi en parameter § = T'(F). O

Som tillimpning av detta studerar vi skattning av korrelationskoefficient.

Exempel 3.7 Korrelationskoefficient

Vi har 2-dimensionella observationer (z1,y1), (Z2,92), - , (20, Y20) som &ar ut-
fall av (X1,Y1),(Xa,Y2), -+, (Xao, Yao) som &r oberoende likafordelade med
fordelningsfunktion F(z,y), (z,y) € R?. Parametern p ér korrelationskoeffici-
enten dvs

_ _CXY)
- D(X)D(Y)

déar alltsa p dr nagot som kan rédknas ut med hjélp av F. Vi kan skatta p med

S0 (@ — Ty — 9) |
@z (= 220, (yi — §)?
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3.1.1 Storparametrar

En vanlig komplikation ar att fordelningen F' inte &r helt bestamd av parame-
tern 6. Ofta ser man da parametern ¢ som flerdimensionell, t ex 8 = (6, 6,) dér
vi &r intresserade av just 6. Man brukar da kalla 6, for en storparameter (nui-
sance parameter) som egentligen inte dr av primért intresse men som paverkar
stickprovsvariabelns férdelning.

Exempel 3.8 X; dr N(6,0?) dér vi ér intresserade av 6 medan o r att be-
trakta som storparameter.

~ ~

Vi skattar aterigen § med 6(x,--- ,x,) = Z och vi har att 0(Xy,---, X,) = X
ar N(0,0%/n). Man ser att denna fordelning beror av stérparametern o och
darfor brukar man ju (t ex i konstruktionen av konfidensintervall for #) studera
en listigt vald transformation av stickprovsvariabeln X vars fordelning inte
beror av storparametern o eller av 6.

Figur 3.1: t-fordelning med 5 frihetsgrader (tjockare linjen) samt for jamforelse
N(0,1)-fordelningens téthet.

Vi skattar o med s dar

1
82(1'1,1'2,"' 7xn) = Z(xz_i‘)Q
1

Vi vet att N B
_G(Xl,-~,Xn)—9_ X -0
s(X1,---, Xn)/Vn s(Xy, -0, X0) /v

ar t-fordelad med n — 1 frihetsgrader (dvs t(n — 1)-fordelad). Som exempel
visar figur 3.1 ¢(5)-férdelningen.

T
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Denna typ av variabel T kallas pivot-variabel vars fordelning alltsa &r fix
och "kénd” oavsett F':s utseende inom den tillatna klassen M av ténkbara
fordelningar. Pivot betyder "svingtapp” men en béttre svensk Gversdttning
vore kanske ”grundbult”. O

Exempel 3.9 X; ir N(m, %) dér alltsa m ér att betrakta som storparameter.
Vi skulle lampligen skatta m med Z och 6 med s(zq,--- ,x,) som i féregaende
exempel.

0.16

0.14r

0.121-

0.08-

0.06

0.041-

0.02-

Figur 3.2: x%(5)-férdelningens téthet.

Man har alltsa stickprovsvariablen

1 « _
2X1, Xy, -, X)) = X;—X)?
3( 1,2, ) n) n—lg(l )

och man kan bevisa att

(TL B 1>52(X17 X27 te JX'I'L)

T = 5

o

ar x*(n—1)-fordelad. Som exempel visas x?(5)-fordelningens téthet i figur 3.2.

Att fa fram en figur som 3.2 i Matlab ar mycket enkelt. Foljande kod ger
resultatet

x=[0:0.01:20];
y=chi2pdf (x,5);
plot(x,y)
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I ovanstaende exempel har vi gjort det ytterst restriktiva antagandet att vara
observationer kommer fran normalfordelningar. Om man vill slippa pa detta i
allménhet helt orealistiska antagande faller konstruktionen ihop som ett kort-
hus. Man kan dock ibland motivera metodiken med att den &r “robust” dvs
forhallandevis okéanslig for avvikelser vad géller fordelningsantaganden.

Exempel 3.10 For X; antar vi att E(X;) = 6 och V(X;) = 0% men utan
att anta att den &r normalfordelad. Hér &r de ténkbara férdelningarna in-
te begrdnsade till en viss parametrisk klass. Genom att tillimpa Centrala
Grénsvirdessatsen far man en approximativ uppfattning om férdelningen for
0 = X, dvs att X dr approximativt N(6,02/n) och kan berikna t ex approxi-
mativa konfidensintervall. Oftast blir vi dessutom tvungna att skatta o ur data.
Notera dock att denna approximerande normalférdelning t ex ar symmetrisk.
Med bootstrap kommer vi att se att denna metodik mycket enkelt kan starkt
forbéattras. O

3.2 Konstruktion av skattningar

Hur man konstruerar skattningen g(xl,xQ, -+ x,) ligger egentligen utanfor
denna diskussion. I allménhet tas dessa fram med Minsta Kvadratmetoden
eller Maximum Likelihoodmetoden. Vi kommer egentligen inte alls att bry oss
sarskilt om hur skattningen konstruerats utan kommer att betrakta den som
given.

3.2.1 Empirisk fordelning och plug-in-skattningar

Av ett sérskilt intresse dr dock de s k plug-in-skattningarna och vissa resultat
rorande bootstrap forutsétter att man har just en sadan skattning.

Vi sag ovan att 6 betraktades som nagot som kunde beréknas ur F', dvs 6 &r en
funktional § = T'(F'). Vi antar att denna funktional 7" &r definierad for en vid
klass av sannolikhetsférdelningar, dvs dven for fordelningar utanfor klassen M
som utgor den statistiska modellen.

Definition 3.3 Empirisk fordelning och plug-in-skatining
Vilater F,, vara fordelningen som lagger massan 1/n i vardera av observationer-
na xi,rs,--- ,x,. Detta kallas den empiriska férdelningen for observationerna.

~

Plug-in-skattningen av 6 ar 0(xy,zo, -+ ,z,) = T(ﬁn) dvs samma uttryck
(funktional) av den empiriska fordelningen F, som 6 &r av F. O

Empiriska fordelningar och plug-in-skattningar kommer alltsa att vara myc-
ket centrala i fortsdttningen. Empiriska fordelningen fér 100 observationer &r
egentligen en diskret punktmassefordelning med massan 1/100 i vardera av ob-
servationerna. Skulle 7 observationer ha samma virde hamnar massan 7/100
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i motsvarande punkt. Skulle man illustrera empiriska férdelningen med hjalp
av ett stolpdiagram blir det hela svaroverskadligt.

Exempel 3.11 Empirisk fordelning

Vihar 100 observationer. Jag véljer att generera dessa fran Exp(10)-fordelningen
med hjélp av exprnd genom Matlab-koden x=exprnd(10,100,1). Om man il-
lustrerar dessa med hjilp av ett stolpdiagram ser det ut som i vinstra figuren
i figur 3.3.

En o6verskadligare bild av datamaterialet far man med hjalp av ett histogram
som man skapar i Matlab med hist (x,20) dér data delats in i 20 klasser som
i mittersta bilden i figur 3.3.

1 25

o.8 20

0.8 - —

0.7 |- —

0.6 is

0.6 |- —

0.5 1

o.4 10

0.4 1

0.3 -

o.2 —

o.1 —

Figur 3.3: Stolp-diagram och histogram 6ver de 100 Exp(10)-férdelade
observationerna  samt  empirisk  fordelningsfunktion med  “sanna”
fordelningsfunktionen dvs 1 — exp(—z/10).

Histogrammet &r alltsa inte exakt en bild av den empiriska férdelningen. Histo-
grammet ar dock sa mycket lédttare att tolka visuellt att vi kommer genomgaende
att illustrera diskreta fordelningar med hjélp av histogram. Om man normerar
sa att ytan av staplarna i histogrammet blir 1 kan histogrammet uppfattas
som en sannolikhetsfordelning beskriven av en tathetsfunktion med styckvis
konstant téthet.

Ytterligare ett alternativ att illustrera empiriska fordelningen &r att rita upp
motsvarande férdelningsfunktion som i hogra bilden i figur 3.3. O

3.2.2 Exempel pa plug-in-skattningar

Manga, men inte alla, av de vanligaste skattningarna ar faktiskt plug-in-skatt-
ningar som framgar av féljande exempel.

Exempel 3.12 Vintevérdet:
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~J Jaf(x)de  om fordelningen har téthet
| S mp(xr)  om det ér diskret fordelning

och da blir plug-in-skattningen

o0

-~

O(a1, @3, ,20) = T(F,) :/

—00

~ ] —
dF,(z) = — =T
dvs den helt sedvanliga skattningen. O

Exempel 3.13 Variansen
Pa samma sitt far vi for

o2 =V(X) = /OO (x — B(X))*dF(z) =

o0

:/: (gg—/:;udF(u))zdF(x) =T(F)

att plug-in-skattningen blir

n

5 = T(E,) = /_oo (x - /_OO udﬁn(u)>2dﬁn(x) =3 w2y

dvs den icke-véntesvardeskorrigerade skattningen. Den traditionella ” vantevér-
des-korrigerade” skattningen s* = Y7  (v;—)?/(n—1) dr faktiskt inte en plug-
in-skattning. Detta kan inses genom att om vi ”dubblerade” vart stickprov, dvs
hade stickprovet 1,1, 22,22, -+, Zn, T, sa skulle den empiriska fordelningen
I vara ofordndrad, medan stickprovsvariansen skulle bli

n

1 - 1
2 —\2 —\2
- E 2w, — 1) = -
8 =5—7 2 (x; — T) Py E (x; — T)

i=1

dvs skulle forandras. O

Exempel 3.14 Median

Lat # = medianen for F' dvs 6 &r 16sningen till ekvationen F'(f) = 1/2. Vi far
da plug-in-skattningen 0 = medianen for Z/fn, dvs en (lampligt vald) 16sning till
ekvationen ﬁn(é) = 1/2. Alltsa &r plug-in-skattningen av medianen helt enkelt
medianen i datamaterialet. O

Exempel 3.15 Percentil

Lat 6 = a-percentilen for F' dvs 6 ar 1osningen till ekvationen F(0) = «. Vi far
da plug-in-skattningen § = a-percentilen for F,, dvs en (lampligt vald) 16sning
till ekvationen ﬁn(@\) = a. O
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Exempel 3.16 Kovarians

Vi har tva-dimensionella observationer (z1,v1),(Z2,%2), ", (Zn,yn) och vill
skatta kovariansen i den bakomliggande tva-dimensionella féordelningen F' dér
F(z,y) = P(X < z;Y < y), (z,y) € R*. Med 6 = C(X,Y) dr plug-in-
skattningen

~ 1 _ _
8<<I17 y1)7 (x27y2)7 Ty (In,yn)) = E Z(ml - x)(yl - y)
i=1
O
Exempel 3.17 Korrelationskoefficient
Med tva-dimensionella data som i foregaende exempel och
0=p(X,Y)=CX,Y)/VVX)V(Y) =
ar plug-in-skattningen av 6
> >0 (@i —2)(y — 9)
9(@173/1),@2,92)7'” 7(xn7yn)) = T — T —
\/21 (xi —2)* 3221 (vi — 9)?
dvs precis vad man brukar skatta korrelationen med. O

Exempel 3.18 Trimmat medelvirde — Winsorization

For att minska inflytandet av extrema observationer som kanske beror pa grova
méitfel eller felavldsningar anvinds ibland “trimmade medelvirden” (trimmed
means) dar man véljer att bortse fran de mest extrema observationerna innan
man bildar medelvirde. Man kan t ex rensa bort o = 25% av observationerna i
vardera &ndan och bilda medelvirde av de kvarvarande. Motsvarande parame-
ter 6 i den bakomliggande fordelningen F' &r alltsa véintevérdet i den betingade
fordelningen givet att observationen hamnat mellan F~(a) och F7}(1 — «)
och alltsa &r (for 0 < a < 1/2)

“1(1-a)
f;_l(() rdF (z)

= - =T(F).
0 1 -2« (F)

Notera att 6 &r ett uttryck (funktional) i F. Plug-in-skattningen ur observa-
tioner 1,2, - , T, dr samma uttryck fast for empiriska férdelningen ﬁn, dvs
T(F,). Man rensar bort « - n observationer i vardera dnden av de storleksord-
nade observationerna och bildar medelviarde av de kvarvarande. Om vi kallar

de storleksordnade vérdena for x(1), z(2),- -+ , () blir plug-in-skattningen
R 1 (1—a)n
0 RV [ — :
(33171'2, y L ) n(l—QO{) ' Z x()
i=a-n+1

om « - n ar ett heltal. O
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Som nadmnts kommer det i allménhet att vara sa att vi anvédnder plug-in-
skattningar, men vi gor vid enstaka tillfallen avsteg fran detta. Plug-in-skattningar
ar egentligen inte unika eftersom en parameter ¢ kan tolkas som olika funktiona-
ler beroende pa synsétt. Om vi t ex har observationer fran R(0, 6)-fordelningen

sa kan vi antingen tolka 6 som hogra &ndpunkten for stodet for fordelningen
eller ocksa kan vi se 6 som 2E(X). For just R(0, §)-férdelningen sammanfaller
dessa tolkningar men for en annan férdelning skulle de skilja sig at. I de allra
flesta fall &r det dock sa att parametern 6 har en “uppenbar” tolkning och det

ar den funktional som motsvarar denna tolkning som vi betraktar.

3.3 Egenskaper hos stickprovsvariabeln

Genomgaende for ovanstaende exempel ér att parametern 6 ar definierad for al-
la férdelningar i den (mer eller mindre vida) klassen M av tillatna férdelningar,
men #dven ar definierad for (i stort sett) alla sannolikhetsfordelningar. Att fa
en uppfattning om sannolikhetsfordelningen for stickprovsvariabeln ar funda-
mentalt vilket framgar av foljande:

3.3.1 Systematiskt fel — bias

Fragan om punktskattningen har ett systematiskt fel (bias) avgors av

bp(0,0) = E(0(X1,- -, X)) — 0.

Skattningen kallas viintevirdesriktig (unbiased) om bp(8,6) ér 0 for alla for-
delningar F' (dvs for alla 6) i den aktuella férdelningsklassen M. Vi vill gédrna
ha skattningar som &r vintevérdesriktiga och i den man de inte &r det skulle
vi vilja kunna modifiera dem sa att det systematiska felet forsvinner eller
atminstone minskar.

3.3.2 Medelfel

Ett mycket anvandbart och ofta anvént matt pa osékerheten i 6(zq, x9, -+, x,)

o~

ar det s k medelfelet d(f) som &r en skattning av den sanna standardavvikelsen

D(0(Xy, -+, X,)). Ofta maste man, for att fa ett numeriskt vérde pa denna
standardavvikelse, sédtta in skattningar av parametrar.

Nér det géller Binomial-situationen i exempel 3.2 ar

vx) = =9 4o pexy = /2029

n n

Ett lampligt sédtt att berdkna medelfelet dr da att ta

~ ~

(1 —0)

d(6) = -



3.4. Stickprovsvariabelns férdelning 31

~

med inséttning av det numeriska vérdet pa 6(zq,--- ,x,).

Pa samma sitt anger man ofta medelfelet for 7 som s/y/n eftersom V(X) =
o%/n dvs D(X) = o/+/n och eftersom s ér en skattning av o.

For en allmén skattning 9 ar det ofta svart att ange ett (ens approximativt)
virde pa medelfelet. T ex finns inget enkelt slutet analytiskt uttryck som
funktion av vara observationer for medelfelet ens for sa enkla skattningar som
median eller korrelationskoefficient. Notera att medelfelet &r en skattning och
alltsa skall berdknas numeriskt utifran observationerna.

Ofta &ar det tillrdckligt att som matt pa osédkerheten i skattningen ange ett
numeriskt véirde pa medelfelet. Om man kan ta fram ett hyfsat viirde pa medel-
felet d(6) och man dessutom tror att skattningen &r approximativt vantevérdesriktig
och approximativt normalférdelad kan man med hjélp av normalapproxima-
tion konstruera det approximativa 95%-iga konfidensintervallet  + 1.96d(6) —

mer om detta senare.

Med hjalp av bootstrap och &ven jackknife kommer vi att se att berdkning av
medelfel for godtyckligt komplicerade skattningar ar ytterst enkel. Vi kommer
ocksa att se att for skattningen T ger jackknife och &ven bootstrap “rétt”
medelfel, dvs s/y/n, men det saknar egentligen intresse eftersom vi for just
Z kan ange medelfelet. Den stora poédngen dr att man latt kan fa medelfels-
skattningar dven i mer komplicerade situationer pa ett rent mekaniskt sétt.

3.4 Stickprovsvariabelns fordelning

Vi ser att vi ar intresserade av att berédkna stickprovsvariabelns fordelning, t
ex dess fordelningsfunktion

~

G(Z) :P( (X17X27"' >Xn) < Z),ZGR.

Man kan notera att G(z) for fixt z dr att betrakta som ett komplicerat uttryck
som beror av F', dvs vi kan se detta som en funktional S, av F' dér alltsa

~

G(2) = P(O(X1, X, -+, Xn) < 2) = S.(F)

Vi har alltsa en avbildning (funktional) S, : F' — G(z) som &r av stort intresse.

For konstruktion av konfidensintervall ar det ibland intressant att kunna be-
rikna inte bara stickprovsvariabelns férdelning utan ocksa fordelningen for
pivot-variabler. T ex studerar man i exponentialfordelningsfallet ovan

~

G(2) = P(nf(Xy, Xa, -+, X,) /0 < 2) = P(zn: X,/0 < 2) = S.(F)

som alltsa ar ['(n, 1)-fordelningen enligt vad vi sag i exempel 3.3.
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I normalfordelningsfallet med okénd spridning &r vi intresserade av
X -0
G(z)=P <z)|=5,F
=P (S e <7) = S0

som vi vet dr t(n — 1)-fordelad oavsett vilken fordelning F' &r i familjen av
normalfordelningar.

Ovanstaende pivot-variabler ar ofta “approximativa” pivot-variabler &ven om
data inte skulle komma fran exponential- respektive normalférdelningar men
i sadana situationer &ar det ofta svart att ta fram deras férdelningar. Med
bootstrap kommer vi i stéllet att fa fram fordelningarna med hjilp av simu-
leringar utan att behdva gora nagra antaganden om datas fordelningar. Man
kan i detta sammanhang papeka att i bada fallen ovan utgér G(z) komplicera-
de funktionaler av de bakomliggande fordelningarna for X-variablerna. Aven
percentiler for G-fordelningen dvs losningar z, till ekvationen G(z,) = a ér att
betrakta som funktionaler av den bakomliggande férdelningen F'. Det &r ofta
dessa percentiler som ingar i konfidensintervall som behandlas i nésta avsnitt.

3.5 Konfidensintervall

Definition 3.4 Konfidensintervall
Ett konfidensintervall (intervallskattning) med konfidensgrad 1 — « &r ett nu-
meriskt intervall

(&(.Tl,xQ, T ,In),b(a’fl,l’g, Tt 7xn))

sadant att
P(CL(Xl,XZ,"' 7Xn) < 6 < b(X17X27”' 7Xn)) =l-a

I allménhet tar man fram funktionerna a(-) och b(-) genom att studera for-
delningen for en pivot-variabel, ta fram percentiler i denna fordelning varefter
man "16ser ut” 6.

3.6 Nagra exempel pa konfidensintervall

Aterigen tar vi ett par vilkinda exempel som far illustrera metodiken. Lisaren
uppmanas att noga tédnka igenom vad som egentligen gors och inte lata sig
forvillas av att exemplen ar vialbekanta och enkla!

Av praktiska skdl kommer ibland percentiler att rdknas at vdnster och inte,
som i grundkursen, at hoger.

3.6.1 Normalfordelade observationer

Vi antar alltsa att data kommer fran en normalférdelning N (m, o2).
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Exempel 3.19 Som exempel kan vi ta konstruktionen av konfidensintervallet
T+ too(n—1)s//n for m.

Med G(z) = P(T < z) dér T &r t(n — 1)-fordelad véljer vi alltsa tal z,/o och
21_q/2 S& att
G(2a/2) = @/2 och G(2z1_a/2) =1 — a/2

och far eftersom T = (X —m)/(s//n) dr t(n — 1)-fordelad att

m
P zap < < Ziap | =1-
(2/2_ V. /2) )

som efter elementidr omformning ger

P(X_Zla/2% SmSX—ZQ/Q%) 1—a

Med sedvanliga beteckningar har vi 2,/ = —ta/2(n—1) och z1_a/2 = ta/2(n—1)

som ger intervallet. O

Man kan hér papeka att det numeriska konfidensintervallet
T ttop(n—1)s(z1, - ,2,)/vVn
ar att betrakta som ett utfall av det stokastiska intervallet
X+ taja(n —1)s(Xy, Xo, - - , X)) /v

och att konfidensgraden 1 — « (i allménhet 95%) &r sannolikheten att det
stokastiska intervallet ticker m, dvs dr en utsaga om sidkerheten i metoden och
egentligen inte en utsaga om det konkreta numeriska intervallet som erhalls.

Exempel 3.20 Om parametern vi vill berdkna konfidensintervall for i stéllet
Ar variansen o? sa utnyttjar vi att om X;ma ir N(m, 0?) sa ar

(n —1)s*(Xy, Xo, -+, X,,)/0?
x%(n — 1)-férdelad och vi far (med percentildefinition enligt grundkursen) att

n—1)s*(X1, Xo, -, X,
( )5 12 2 )Sxi/Q(n—1)>:1—a

P (X%m(n 1<

g

. n—1 . n—1
Xi/g(n - 1)’ X%_a/z(n - 1) .

som ger intervallet
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3.6.2 CGS-baserade intervall

Som tidigare ndmnts kan man ofta med hjélp av Centrala gréansvirdessatsen
(CGS) ta fram approximativa konfidensintervall. Ofta géller ju att man har
skattningar som man asymptotiskt kan visa (eller gora troligt) dr approxima-
tivt normalfordelade. Har man en sadan skattning 0 som alltsa uppfyller att
@\(Xl,Xg, -+, X,) dr approximativt N(6, d2(§)) dar d(é\) ar medelfelet sa kan
man ge konfidensintervall av typen 6 + A, /Qd(a). Anvindningen av dessa in-
tervall dr ytterst spridd, men ofta kan man tycka att t ex n ar for litet for att

man skall kunna hanvisa till CGS.

Exempel 3.21 Om vi bara antar for vara 10 livslangder i exempel 3.1 att de
ar utfall av oberoende likafordelade variabler sa kan vi alltsa tillgripa en ap-
proximativ metod som innebér anvindning av Centrala grinsvirdessatsen. Vi
antar alltsa att X = 3, X;/10 ér approximativt normalfrdelad N(6, 02 /10)
och vi ser att vi tvingas skatta o med s?(xq, -+ ,219) dvs s* = 41.9 och sedan
anta att X dr approximativt N(6,41.9/10) = N(6,4.19). Vi har hiir alltsa ett
medelfel s/ V10 = v/4.19. Vi anviinder detta for att fa

X—-0
l—ax=P|-Aupn< < Ao
( 2= /119 ~ /2>

som ger med 1 —a =90% intervallet T+ \g05v/4.19 =~ 6.05+3.37 = (2.68,9.42).

Detta intervall kdnns ju otroligt osékert eftersom

1) n=10 &r mycket litet for att motivera anvéindning av CGS som ju &r ett
gransvirdesresultat som géller da n — oo

2) skevheten i observationerna antyder att CGS-approximationen ar ytterst
dalig

3) intervallet &r symmetriskt kring Z = 6.05 medan data antyder en skevhet
i fordelningen.

4) det ar tankbart att intervallets undre grians kan bli negativ (om s vore lite
storre).
O

3.6.3 Exponentialfordelade livslingder

Om vi kan anta att vara 10 livslangder kommer fran en specifik parametrisk
familj kan vi konstruera att "exakt” konfidensintervall, dvs som har exakt
konfidensgrad om modellen &r korrekt!

Vi antar darfor att X, -+, Xj9 ar Exp(f) och om vi skattar § med

~

O(zy, -+ ,210) =7
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sa ser vi i exempel 2.3 pa sid 9 att 3°1° X;/6 ar T'(10, 1)-fordelad.
Vi tar talen I'y/2(10, 1) respektive I'y_,/2(10,1) sa att

G(La)2(10,1)) = /2 och G(I'1-4/2(10,1)) =1 — /2

dér G ar fordelningsfunktionen for I'(10, 1)-férdelningen, dvs

9 Lk
G(z) = 1—Z%G_Z, z>0
k=0

som finns i figur 3.4. 'y 05(10, 1) respektive T'g95(10, 1) ser man i figur 3.4 ar
ca 5 respektive ca 15. Percentilerna beriknas “exakt” i Matlab med anropen
gaminv(0.95,10,1) respektive gaminv(0.05,10,1). Funktionen gaminv finns
i modulen Stats i Matlab. Resultatet blir 5.4254 respektive 15.7052.

Figur 3.4: Fordelningsfunktion for I'(10, 1)-férdelningen, dvs fér summan av
10 oberoende Exp(1)-fordelade stokastiska variabler

Detta ger

10

X
l—a=P (Fa/Q(lo, 1) < 19 < Flfa/Z(lov 1)) =

( 10X 10X )
=P|m———— <0< ————
['y_q/2(10,1) Ly/2(10,1)

dvs vi far konfidensintervallet (90%-igt)

(102 /T.95(10, 1), 10Z/T.05(10, 1)) ~ (10 - 6.05/15.7052, 10 - 6.05/5.4254) ~
~ (3.85,11.15)

Man kan har notera att
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1) Intervallet &r exakt om exponentialfordelningsantagandet ar korrekt. Skul-
le data komma fran en annan férdelning sa &r det inte alls sdkert att
intervallet ar speciellt bra. Intervallet byggde ju helt pa att Zgl X;/0
var I'(10, 1)-fordelad. Vi visste ju att X;/0 var Exp(1)-fordelad och att
darfor 3°1° X;/0 var T'(10,1).

2) Vi fick vara lite kunniga (och ha lite tur) nér vi kunde fa fram fordelningen
for }0 X;/6. Hade vi som modell haft nagon annan férdelning &n expo-
nentialfordelningen Exp(1) for X;/0 hade det kunnat vara besvérligt att
ta fram a/2 och 1 — a/2—punkterna i fordelningen for 371° X, /6.

3) Aven om vi inte skulle kunna fa fram den exakta fordelningen for 2% X, /6
for nagon helt specificerad fordelning for X;/f:ma sa skulle vi ju kunna
simulera denna, men detta skulle vara helt omdjligt om vi inte ens kidnner
fordelningen for X;/6.



Kapitel 4

Bootstrap

Vi skall i detta kapitel beskriva metodiken och de bakomliggande idéerna
bakom bootstrap och i kapitel 5 samt 6 visas hur denna ytterst kraftfulla
metodik kan tillampas i ett antal exempel.

4.1 Idéer bakom Bootstrap

Vi sag att vi fick vara numeriska observationer xq, xs, - - - , x,, ur var bakomlig-
gande fordelning F' genom att de sags som utfall av X;, X5, -, X,, som var
oberoende likaférdelade med férdelningen F'. Vi hade den numeriska skattning-
en 0(xq,x9, - ,2,) och motsvarande stokastiska variabel 0(Xy, X, -+, X,,),
dvs stickprovsvariabeln. Vi anvénder # som skattning av § = T'(F'), dar alltsa

parametern 6 ses som ett uttryck (funktional) i F.

Vi ar intresserade av
P (é\(XlaXQv T 7Xn) S Z>

eller kanske av

P <§(X1,X2, LX) /0 < z)

eller kanske av R
G(z)=P (9(X1,X2, LX) =0 < z)

I det foljande koncentrerar vi oss pa G(z). Om vi kunde generera nya friska
datauppséttningar av storlek n ur F' skulle vi kunna fa fram férdelningen for
0(X1, Xo, -+, X,) beskriven av t ex G(z) genom flitig simulering. Detta &r ju
inte mojligt eftersom vi inte kénde férdelningen F' och ddrmed inte heller 6 —

vi sag ju # som en funktional T'(F) av fordelningen F'.

Vad man nu gor ar att skaffa sig en "kopia” av det ursprungliga forscket
(som ju innebar lottning med hjilp av den okénda fordelningen F') genom
att skatta F' med ﬁn pa lampligt sétt ur data och sen lotta fram nya fiktiva
datauppséttningar med hjélp av F,.

Genom att denna "kopia” av den ursprungliga datagenereringen &r helt spe-
cificerad behover vi inte ens utfora nagra kalkyler for att fa fram fordelningen

37
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av stickprovsvariabeln i kopian, eftersom vi har full kontroll ver slumpmeka-
nismen, ty vi kéinner F},. Detta betyder att vi kan simulera denna kopia och
dérigenom ta reda pa stickprovsvariabelns fordelning i kopian precis hur bra
som helst genom flitig simulering.

Vi ser alltsa G(z) som en (komplicerad) funktional av F' som vi kan kalla
S.(F). Eftersom 6 ocksa ar en funktional av F' som vi tidigare kallat T'(F) ser
vi att

S.(F) = G(z) = P(O(X1, Xy, -+, X)) —0 < 2) = P(0p — T(F) < 2)
dar vi betecknat §(X1,X2, -+, X,) med é\F for att understryka att just F
dr den fordelning som genererade Xy, Xy, -+, X,,. Notera att pa motsvarande
séitt dr 05 stickprovsvariablen 6 fast applicerad pa variabler som genereras av

ﬁn i stallet for fran F'.

Vi ér egentligen intresserade av G(z) dvs S,(F') och F har vi information om
1 form av skattningen F, och vi tror nu att F, tillrdckligt mycket liknar F’

sa att t ex funktionalen S,(F') = S,(F,,). Detta i analogi med att vi tror att
0(xq,xe,- - ,x,) val approximerar 6 — det ar ju darfor vi skattar  med 6.

Vi kommer genomgaende att beteckna variabler genererade av F, med X7,
X5, -+, X} och pa motsvarande sétt beteckna observationer (dvs numeris-
ka utfall av dessa variabler) med z7f, 3, -+ ,x%. Vi later ocksa 6* beteckna

stickprovsvariabeln da data genererats fran férdelningen E, dvs

A* Y * * *

0" =0(X7, X5, ,X)).
Pa samma sétt som vi ser variablerna X5, X, --- , X, och de numeriska obser-
vationerna x1, xa, - - - , x, som genererade av (den sanna fordelningen) F' ser vi
X7, X5, X respekti/\\fe xi, x5, -+, som variablerna respektive observa-
tionerna genererade av F},.

Definition 4.1 Grundliggande bootstrap-hypotes

Vi antar att "kopian” dér data genereras av F;, tillrdckligt liknar det ursprung-
liga forsoket dér data genererades av F' att S(F),) ~ S(F) for en “vid” klass
av funktionaler S. O

Detta innebar att vi tror att

PO(X1, Xo, ++ , Xp) —0<2)=P(lp —T(F) < 2) ~

~ -~

%P(é\ﬁn _T(ﬁn) < Z) :P( (XikaXéka ,X*)—H(.Tl,.ilﬁg,-" 73311) < Z)

n

déir vi antagit att 9 ir en plug-in-skattning, dvs att 5(351, Toy v, Ty) = T(ﬁn)

~

Vi antar alltsa att fordelningen for 6(X;, Xo,- -+, X,,) — 6 vil approximeras av

~

fordelningen for 0(X;, X5, -+, X¥) —0(xy, 29, - -+ ,xy,), dar X7, X5, -+, X¥ ar

n
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f
BXXp.. 0 X))
0
£
e(xi,xz*, LXE)
BXp Xy X))

Figur 4.1: Jamforelse av fordelningarna for ¢/9\(X1,X2,--- , X,) och 0 =

o~

9<XT7X;7 e ’X:L>

generade av ﬁn (givet observationerna zy,xs, - -+ ,x,). Detta illustreras i figur
4.1.

Eftersom fordelningarna &dr approximativt lika kommer alla aspekter av des-
sa fordelningar att likna varandra, som t ex vintevirde, varians, percentiler,
median etc.

Senare kommer vi att ge en del resultat som visar att denna grundlidggande
bootstrap-hypotes faktiskt dr sann i vissa situationer som grinsvardesresultat
nar n — oo da

1) skattningen dr av enkel typ, t ex Z eller median(zy, zo, -+ , x,)

2) den bakomliggande fordelningen F' ar enkel, t ex bara ligger massa i ett
andligt antal punkter.

Denna typ av satser dr dock av ett rent teoretiskt intresse eftersom vi vill kunna
anvanda bootstrap just for ett andligt n och da situationen ar sa komplicerad
att satserna ej ar tilldmpliga.

4.2 Icke-parametrisk och parametrisk bootstrap

Skattningen ﬁn av F' kan goras pa olika sitt
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Definition 4.2 Icke-parametrisk bootstrap
Icke-parametrisk bootstrap innebér att vi skattar F' med

~

F,, = empiriska férdelningen for vara observationer,

dvs den sannolikhetsférdelning som lagger massan 1/n i vardera av de n ob-
servationerna xy, To, -+ , Tp. O

Definition 4.3 Parametrisk bootstrap

Parametrisk bootstrap &r tillimplig da vi tror att F tillhor en parametrisk
familj med en eller flera parametrar. Vi skattar numeriskt de ingaende para-
metrarna och later ﬁn vara den medlem i den parametriska familjen som ges
av just den fordelningen. O

Exempel 4.1 Parametrisk bootstrap i exponentialfordelning R

Om vi antar att X; ar Exp(#) sa tar vi med parametrisk bootstrap F,, som
Exp(z)-fordelningen. Nya data skulle i livsldngdsexemplet (exempel 3.1) alltsa
genereras fran Exp(6.05)-férdelningen eftersom vi skattade  med z = 6.05.0

Exempel 4.2 Parametrisk bootstrap for korrelationskoefficient-skattning
Vi vill skatta korrelationskoefficienten p ur tva-dimensionella data

($1, y1), (1‘27 92)7 Tty (51020, y20) med

och antag att vi erhaller p = 0.49. Vi tror nu att data kommer fran en tva-
dimensionell normalférdelning och vill utféra parametrisk bootstrap. Vi gene-
rerar da nya datauppséttningar med hjilp av

1 20 —\2 1 _ _
7 on 21 (@ — T) = xi — Z)(yi — 1)
N, () N 20 20 1

4 20 ?O(l‘z‘ —Z)(yi — ¥) 20 2a; — 7)?

20(

I enlighet med en tidigare kommentar i avsnitt 2.9 pa sidan 14 kan vi for en
analys av fordelningen for p lika géirna generera nya data med

%((0) Gl "))

Vi anvénder alltsa denna fordelning och genererar nya data bestaende av 20
talpar och skattar p i denna datauppséittning. Detta forfarande upprepas sen
B ganger och resultatet utgor en (godtyckligt bra) approximation av den pa-
rametriska bootstrap-fordelningen. a
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Parametrisk bootstrap ar mest tillimplig (och intressant) nér vi har en kom-
plicerad stickprovsvariabel som vi inte klarar av att analytiskt ta fram fordel-
ningen for dven for helt specificerade F'.

Vi kommer mest att anvinda icke-parametrisk bootstrap och bara da och da
den parametriska som ju lider kraftigt av att den &r helt avhidngig av att
den statistiska modellen &r helt specificerad sa nir som pa en eller ett par
parametrar.

For livslangdsdata ser empiriska fordelningens fordelningsfunktion ut enligt
figur 4.2 dér #dven fordelningsfunktionen for Exp(5)-fordelningen ritats in -
livslangderna har i verkligheten lottats fram enligt den férdelningen.

Empirisk fordelning for livslangdsdata samt Exp(5)-fordelning
1 T T T T T T T T T

0.9r

0.8 b

0.6 b

041 b

0.3f b

0.1 b

Figur 4.2: Empirisk fordelning for livslangdsdata samt for Exp(5)-fordelning

Vid en icke-parametrisk bootstrap lottas alltsa nya datauppséttningar fram
i enlighet med den empiriska férdelningen for observationerna. Detta i kon-
trast mot det ursprungliga forsoket (som vi forsoker efterlikna) diar data lot-
tats fram enligt Exp(5)-fordelningen i livslingdsexemplet. Eftersom empiriska
fordelningen ganska vél avspeglar den sanna fordelningen (atminstone om an-
talet observationer n &r nagorlunda stort — i verkligheten géller ju att empi-
riska fordelningen konvergerar mot den sanna férdelningen da n — oo) borde
data genererade enligt den empiriska fordelningen likna de data vi skulle fa
med den sanna bakomliggande férdelningen. Det &r detta som &r essensen i
bootstrap—hypotesen. I en verklig situation kédnner vi inte den bakomliggande
fordelningen — vi vet inte ens vilken parametrisk familj den tillhér. All var
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information om fordelningen kommer fran vart stickprov och den empiriska
fordelningen innehaller all denna information.

Lottning enligt den empiriska férdelningen F, innebdr att vélja virdena
Tq1,%9, -+, T, vardera med sannolikhet 1/n. Att lotta upprepade ganger ar
samma sak som att dra virdena med aterldggning. Detta innebér att fram-
lottning av nya data med hjélp av empiriska fordelningen dr mycket enkel.
I Matlabs Stats-modul utfor funktionen bootstrp detta och berdknar ocksa
skattningen for de pa detta sitt framlottade stickproven.

4.3 Icke-parametrisk bootstrap

Vi genererar alltsa ett nytt stickprov av storlek n genom att anvéinda empiris-
ka fordelningen F,, som lagger massan 1/n i vardera av de ursprungliga obser-
vationerna xq, xo, - - , T,. Detta stickprov kallas bootstrap-stickprovet och vi
betecknar det genomgaende med x7, 23, - -+ , 2. Vi betraktar detta som utfall
av X7, X5, -+, X dér alltsa

PX!=uzp)=1/nfor k=1,2,--- ,nochi=1,2,--- n

Som papekats betyder det att z7, 23, - - , 2} fas genom dragning med aterldgg-
ning ur de ursprungliga observationerna xq, xs, - - - , x,. Denna framlottning ar
latt att genomfora rent praktiskt i t ex Matlab — mer om detta i avsnitt 4.4
pa sidan 45.

Fordelningen for X7, X3, ---, X} beror av vara observationer zq, %, , Zy.
Detta betyder att olika aspekter av fordelningen for Xy, Xj,--- X} t ex
fordelningen for 8(X7, X, -+, X?) (eller dess vinteviirde, varians, median,
90%-percentil etc) dr en komplicerad funktion av xq, s, -, z,. Det explici-
ta uttrycket for denna funktion behover vi dock aldrig i praktiken hérleda

~

eftersom vi ldtt kan simulera fordelningen for (X7, X5, -+, X}).

~

Det faktum att t ex vinteviardet F(0(X7, X5, -+ ,X})), dvs egentligen det
betingade vantevirdet

E<§<XT7X;7 ’XT*L) X1 =a1, Xy =29, - 7Xn:xn>

ar en funktion av x1, x9,- - - , x, innebar att det i sig dr en punktskattning. Att
dennas varde i praktiken inte berdknas exakt utan bara med hjélp av simu-
leringar &r egentligen ointressant — det centrala &r om den kan visas skatta
nagot intressant (i detta fall ge information om det systematiska felet for 6).

~

Pa samma sitt kommer standardavvikelsen D(0(X7, X5, -+, X)) att skatta
standardavvikelsen D(@(X 1, Xo,+ -+, X,)) dvs vi kommer att erhalla en skatt-
ning av medelfelet med hjélp av bootstrap. Detta medelfel beror (naturligtvis)
av vara ursprungliga observationer xq, s, -+ ,z,. Denna i allmdnhet mycket

komplicerade funktion tar vi inte fram explicit utan simulerar fram med hjélp
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~

av bootstrap-stickproven. Notera att D(6(X;, X5, -+, X)) skall tolkas som
den betingade standardavvikelsen

D (§(X;‘,X;,--- X)X =21, Xo =19, - - ,anxn).

Vi dr som alltid frémst intresserade av fordelningen for stickprovsvariabeln
dvs for 0(X7, X5, -+, X). Observera att stickprovet X7, X3, -+, X* genere-
rat av F}, da betraktas som slumpméssigt precis som i den ursprungliga stick-

provsvariabeln 0( X1, Xs, - -+, X,,) dédr data genererades av F'. Observationerna
X1, T, -+ , T, betraktas harvid som fixa och givna.

-~

Den exakta fordelningen for (X7, X5, ---, X}) ar i allménhet i stort sett
omojlig att fa fram exakt om inte n dr mycket litet, men det fina &r att vi latt
kan simulera den hur bra som helst eftersom vi har full kontroll 6ver slump-
mekanismen.

~

Detta betyder att fordelningen for 6( X7, X5, -+, X) kan beridknas hur bra
som helst oavsett hur komplicerad # &n &r! Man lottar fram B st (kanske B =
1000 eller B = 10000) datauppséttningar med hjélp av ﬁn, vardera av storlek
n, skattar # med hjalp av f for var och en av dessa och far pa sa sitt B st
observationer av @\(XT,XS,A-~ , X). Ett histogram 6ver dessa approximerar

den sanna fordelningen for 8( X7, X3, -+, X7) hur bra som helst bara vi tar B
tillrackligt stor.

Dock kan komplicerade skattningar ta lang tid att beréikna och detta kan lagga
hinder i viagen for att ta B hur stor som helst. Vidare maste dessa skattningar
lagras i minnet och det kan ocksa stélla till problem. Sjélva framlottningen av
stickprovet gors med dragning utan aterliggning och detta brukar inte vara
nagon begrinsande faktor rent datatekniskt t ex i Matlab eftersom det &r en
sa enkel operation.

~

Nér vil fordelningen for (X7, X3, -+, X) approximerats tillrickligt vil kan
man sen latt (approximativt eftersom B ér dndligt) berikna godtyckliga aspek-
ter av denna fordelning, t ex vintevirdet, standardavvikelsen, medianen eller
en percentil i fordelningen.

4.3.1 Ett trivialt exempel

Foljande &r ett mycket trivialt exempel pa icke-parametrisk bootstrap men
som dnda kan vara illustrativt.

Vi studerar en opinionsundersokningssituation dir parametern p=andelen som
skulle svara “ja” pa en enkel ja/nej-fraga. Vi tar ett urval om t ex 1000 personer

ur den (odndliga populationen) och erhaller svaren xy,xs, -+ , 21000 dér z; =
1 om person ¢ svarat “ja” och z; = 0 annars. Som modell ser man dessa
svar som utfall av Xi, Xo, -+, Xi990 som antas oberoende likaférdelade med

P(X;=1)=poch P(X; =0) =1—p. Man inser att Y = X;+ Xo+-- -+ X000
dr Bin(1000, p).
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Antag att vi fatt y = 300 “ja”-svar. Vi skattar p med p = 300/1000 = 0.3 och
motsvarande stickprovsvariabel &r p = Y/1000 och man inser att £(Y/1000) =
poch V(Y/1000) = p(1—p)/1000, dvs att skattningen ar véntevirdesriktig och
att standardavvikelsen ar D(Y/1000) = y/p(1 — p)/1000. Denna standardavvi-
kelse innehaller ju tyvérr den okanda parametern och som matt pa osédkerheten
anger man da medelfelet d(p) = \/p(1 — p)/1000= \/0 3-0.7/1000 ~ 0.0145
som kan ses som ett matt pa osakerheten i skattmngen p = 0.30. Med hjélp av
normalapproximation av binomialférdelningen skulle man t ex kunna ge det ap-
proximativt 95%-iga konfidensintervallet 0.3041.9600-0.0145 = 0.30+0.0284.

Med bootstrap skulle detta kunna utforas pa féljande alternativa satt. Vi ska-
par en fiktiv population bestaende av vart stickprov, dvs med 300 st 1:or
och 700 O:or. Vi drar sedan ett stort antal (sig B=10000) stickprov med
aterldggning vardera av storlek 1000 ur denna fiktiva population. Notera att
detta &r precis vad vi gor da vi anvénder oss av icke-parametrisk bootstrap. Vi
skattar p i vardera av dessa B stickprov och erhaller skattningarna py', py, - -+, pp-
Man inser att dessa &r oberoende och har samma férdelning som Y*/1000 dér
Y* ar Bin(1000, 0.30). Alltsa har de en standardavvikelse som &r
1/0.30-0.7/1000 = 0.0145 dvs samma virde som dok upp som medelfel i
ovanstaende “traditionella” analys. Detta resultat kan vi faktiskt fa fram helt
mekaniskt och utan nagon som helst kunskap om vare sig binomialférdelning
eller statistisk analys ¢verhuvudtaget genom att berédkna spridningen av de

numeriska skattningarna p;, py,--- ,pp om vi har B mycket stort genom att
berdkna
LB
SChoot, B = B-1 Z(@: —Dpr)?
k=1
i~ I B~ . .
dir p* = —= > [ Dy. Vi ser ocksa att om B — oo kommer $ép,0,5 — 0.0145

dvs det “sanna” medelfelet!

I denna situation ar det naturligtvis helt onodigt att utfora denna bootstrap
eftersom vi kan rikna exakt pa situationen. Vi kunde faktiskt har t o m ana-
lysera de statistiska egenskaperna hos bootstrap-skattningarna men formeln
ovan for Sep.,p fungerar oavsett detta! Principen att vi skapar en kopia av
den ursprungliga lottningen ur populationen (som gav upphov till vara 1000
svar) genom att skapa en situation med en kidnd sammanséttning av popu-
lationen bestdmd av vara observationer (dvs med 30% “ja”-svar) déar vi kan
flitigt upprepa lottningsforfarandet och dér vi kan analysera spridningen av
dessa lottningsresultat vad géller den studerade skattningen &r i all enkelhet
tanken bakom bootstrap.

Vi skapar alltsa med hjélp av det ursprungliga stickprovet en fiktiv popula-
tion ur vilken vi skapar ett stort antal nya stickprov. Dessa stickprov analy-
seras med hjélp av den punktskattning vi valt for det ursprungliga stickpro-
vet. Vi erhaller da ett stort antal skattningar och genom att studera dessa
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(t ex vad géller variabilitet, genomsnitt, percentiler etc) kan vi fa en upp-
fattning om den ursprungliga punktskattningens statistiska egenskaper. T ex
skulle vi kunna gora konfidensintervall utan att fundera pa normalapproxi-
mationer etc utan i stéillet anvinda oss av percentiler hamtade ur det nume-
riska material bootstrap-skattningarna gett upphov till. Denna metodik &r i
ovanstaende situation utan intresse, men notera att metodiken fungerar oavsett
hur komplicerad skattningen &n &r. Det &r hér styrkan i bootstrap kommer att
visa sig!

4.4 Bootstrap i Matlab

Matlab har en som ndmnts en rutin bootstrp som utfér bootstrap, dvs som ur
ett givet stickprov lottar fram nya stickprov medelst dragning med aterlaggning
och applicerar den valda punktskattnings-funktionen pa dessa framlottade
stickprov. Den ingar i modulen Stats som innehaller en méngd m-filer for
simulering, statistisk analys etc.

Foljande ar resultatet av kommandot help bootstrp:

BOOTSTRP Bootstrap statistics.
BOOTSTRP (NBOOT,BOOTFUN,D1,...) draws NBOOT bootstrap data
samples and analyzes them using the function, BOOTFUN.
NBOOT must be a positive integer.
BOOTSTRAP passes the (data) D1, D2, etc. to BOOTFUN.

[BOOTSTAT,BOOTSAM] = BOOTSTRP(...) Each row of BOOTSTAT
contains the results of BOOTFUN on one bootstrap sample.
If BOOTFUN returns a matrix,

then this output is converted to a long vector
for storage in BOOTSTAT.

BOOTSAM is a matrix of indices into the row

Ett typiskt anrop nér vara observationer finns i vektorn x och vi vill géra 1000
bootstrap-stickprov ar alltsa

boot=bootstrp(1000, ’estimate’ ,x);

dér funktionen (m-filen) estimate skattar den intresanta storheten 6 ur data-
vektorn x med anropet estimate(x). Vektorn boot innehaller alltsa de 1000
skattningarna, dvs Matlab har genererat 1000 stickprov ur vektorn x vardera
av samma storlek som x, har sedan applicerat funktionen estimate pa vart
och ett av dessa “fiktiva” stickprov och sen lagrat resultatet i vektorn boot.

~

Om skattningen 0(xq, xo, - -, z,) utfors av funktionen estimate med anropet
estimate(x) far man alltsa den simulerade bootstrap-fordelningen i vektorn
boot. Ar man sedan intresserad av en skattning av medelfelet for 6 far man
den genom
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se_boot=std(boot)

eftersom detta berdknar standardavvikelsen for boot, dvs standardavvikelsen i
bootstrap-fordelningen. Ar vi i stéllet intresserade av vintevirdet i bootstrap-
fordelningen far vi detta genom mean (boot) och skulle vi vilja ha 5%-percentil-
en i bootstrap-fordelningen far man det genom prctile(boot,5). Vill man se
hela bootstrap-fordelningen kan man anvénda sig av kommandot hist (boot).
Dessa utgor i och for sig bara approximationer av motsvarande storheter i
bootstrap-fordelningen eftersom vi endast gjort ett dndligt antal (t ex 1000)
bootstrap-genereringar. Detta approximationsfel kan dock goras hur litet som
helst genom att gora tillrdckligt manga bootstrap-genereringar. Den enda be-
griansande faktorn &r vart talamod och mojligen minneskapaciteten hos var
dator. Notera speciellt att det inte spelar nagon roll hur komplicerad 6 &r —
det centrala &dr att vi har en funktion estimate som berdknar den for olika
stickprov.

Den sanna bootstrap-fordelningen kan alltsa erhallas precis hur noggrant som
helst, men man bor papeka att vad vi egentligen &r intresserade av ar mot-
svarande storheter for den bakomliggande fordelningen som genererat vara
ursprungliga observationer. Vad bootstrap-hypotesen séger &r att dessa stor-
heter for den bakomliggande fordelningen vél approximeras med motsvarande
storheter i bootstrap-fordelningen. Vi aterkommer senare med en analys i enkla
situationer av om denna hypotes fungerar.

4.5 Mer om bootstrap-férdelningen

Om vi har n observationer x1, s, - - - , x, kan vi ur detta generera n" tédnkbara
(icke-parametriska) bootstrap-stickprov om vi tar hénsyn till ordningen. Des-
sa har vardera sannolikheten 1/n™. T princip skulle en exakt fordelning for

O(X7, -+, X¥) kunna beriknas genom ra kalkyl, dir man berdknar dess virde
for vart och ett av de n" tédnkbara argument-uppsattningarna.

Exempel 4.3 Ezxakt bootstrap fordelning
Om vi fatt observationerna (1, zq, z3) =(1,3,7) sa kan vi konstruera 3* boot-
strapstickprov ndmligen:

(1,1,1), (1,1,3), (1,1,7), (1,3,1), (1,3,3), (1,3,7), (1,7,1), (1,7,3), (1,7,7),
(3,1,1), (3,1,3), (3,1,7), (3,3,1), (3,3,3), (3,3,7), (3,7,1), (3,7,3), (3,7,7),
(7’171)a (7’173)a (77177)a (77371)a (773,3)a (773,7)> (777,1)7 (777a3)7 (7a7a7)

som vardera har sannolikheten 1/3% = 1/27. Om vi t ex har konstruerat skatt-
ningen 0 = 1/(z1 + x5 + x3) har vi alltsa for ] + x5 + 23 de tankbara véardena
3,5,7,9,11, 13, 15, 17 och 21 vardera med sannolikheterna 1/27, 3/27, 3/27,
4/27,6/27, 3/27, 3/27, 3/27 och 1/27 och fordelningen for 6* blir som i figur
4.3.

(]
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Figur 4.3: Sann bootstrap-fordelning

Notera att ovanstaende innebir att det for n = 10 finns 101°=10 miljarder
tdnkbara stickprov vilket innebér att det i praktiken &r omdjligt att berdkna
den exakta bootstrap-fordelningen. Manga av dessa stickprov ér bara permuta-
tioner av varandra och detta skulle kunna anvéndas for att minska beréknings-
bordan speciellt om 6 dr symmetrisk i sina argument, vilket i denna situation
ar lampligt — skattningproblemet ar ju formulerat helt permutationsinvariant.

. ) . . . (2n—1
Foljande sats visar att antalet distinkta bootstrap-stickprov &r < nn ) om

alla observationerna ar distinkta.

Sats 4.1 Dragning med aterliggning utan hédnsyn till ordning.
Vi har N distinkta foremal foremal och drar n med aterliggning. Antalet di-
stinkta sdtt detta gar att gora pa om vi ej tar hansyn till ordning dr

N+n-—1
n
Antalet distinkta bootstrap-stickprov reducerar sig till fallet N = n dvs vi har
maximalt (an— 1) stycken olika bootstrap-stickprov. O

Som exempel kan vi ta tre foremal a, b, ¢ och kan da fa féljande resultat da man
ej tar hansyn till ordning: (a,a,a), (a,a,b), (a,a,c), (b,b,b), (b,b,a), (b,b,c),
(c,c,c), (c,c,a), (c,c,b) samt (a,b,c) dvs 10 st som ju stdmmer med uttrycket
for n = 3.

Detta “fjarde” fall av dragning med och utan aterlaggning, med och utan
hénsyn till ordning brukar i allménhet uteldmnas i grundkurser.

Bevis:

Placera ut N +1 vertikala streck pa en rad. Mellanrummen mellan dessa far sta
for de olika elementen fran mangden. Vi skall nu vélja n st med aterlaggning
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och detta kan vi symbolisera genom att placera ut n st x-or emellan strecken.
T ex star |« *|| * | for (a,a,c), | **x ||| for (a,a,a) och | x| x| * | for (a,b,c) i
ovanstaende exempel.

Det skall alltsa placeras ut n st *-or och N — 1 st streck mellan det vénstraste
och det hograste strecket. Detta kan goras pa

N -1
(n+ ) satt
n

genom att vi véljer positioner fér de n x-orna bland de n + N — 1 mdjliga
positionerna. O

Notera att d&ven om man skulle utnyttja denna symmetri fullt ut finns for
n = 10 totalt (}g) =92378 distinkta stickprov och skattningen skall berdknas for
samtliga dessa. Dessutom maste vi halla reda pa hur sannolika dessa distinkta
stickprov dr, dvs hur sannolika de dr som resultat av bootstrap-genereringen
— de ar ju typiskt olika sannolika beroende pa hur manga distinkta vérden de
innehaller. I princip ger detta upphov till en fordelning med (ség) 92378 st
punktmassor och alla dessa skall alltsa beridknas. Det fiffiga dr att denna kom-
plicerade kalkyl inte behover utforas utan vi simulerar i stéllet fordelningen.

4.6 Sammanfattning

Vi kan se det ursprungliga forsoket som att den bakomliggande férdelningen F
ger upphov till vara observationer = (x1, s, -+ ,x,) och dessa ger var skatt-

ning 0(z). For att kunna analysera denna situation vad avser t ex osékerheten
i skattningen 6(x) ser vi vara data som utfall av X = (X, Xs,---, X,,) och

vi ser alltsa dven skattningen é\(x) som ett utfall av stickprovsvariabeln é\(X ).
Man kan se det som att vi genom att inféra modellens stokastiska X far en
mojlighet att fundera ver hur data kunde ha sett ut. For att beddoma t ex

~

osikerheten i () vill vi veta osikerheten i (X ). Hade vi mojlighet att simu-
lera fordelningen for X skulle vi ju kunna fa fram férdelningen for g(X ), men
detta ar ju inte mojligt eftersom detta skulle krdava att vi visste férdelningen
F. Genom att skatta F' med ﬁn ur vara observationer x skapar vi en kopia
av det ursprungliga forsoket. Denna kopia kan simuleras godtyckligt manga

ganger.

Foljande figur ar en illustration till ovanstaende:

~

0=T(F)< F= z=(x1,,2,)= 0z medelfel d(f)

~ ~ ~

§=T(F)< F= X=X, ,X,)= 0X)=> POX)<z)= D(O(X))

O(z)=T(F,) < F,=> X*=(X!- X

n
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~ ~

Vi vill fa fram t ex medelfelet d(6) som skattning av D(6(X)). For att fa fram
D(0(X)) skulle vi behova fordelningen P(#(X) < z), z € R. Denna skulle kun-
nat ha simulerats om F' var kidnd, men det &r den ju inte. Dock &r F}, ar kidnd

~

sa dér kan vi simulera fordelningen for 0(X*) genom att generera B bootstrap-
stickprovz*t, 2, - - - | x*P. Dessa ger virden §(z*!), 0(z*?), - - -, (x*P) och des-

~

sas fordelning approximerar fordelningen for 6(X*) i princip hur bra som helst

~

genom att vilja B “stort”. Det mojliggor att t ex berdkna D(0(X*)) med god-
tycklig precision. Enligt bootstrap-hypotesen kommer foérdelningen for 6(X)

~

att nagorlunda vél approximeras av fordelningen for 6(X*). Alltsa géller dven

att D(é\(X)) val approximeras av D(@\(X*)) Vi kan alltsa berdkna D(é\(X*))
numeriskt ur vara bootstrap-simuleringar och anvénda detta som skattning av

D(0(X)), dvs som medelfelsskattning.
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Kapitel 5

Nagra exempel pa Bootstrap

5.1 Inledning

I detta kapitel presenterar vi ett antal enkla exempel pa hur bootstrap kan
anviandas och hur latt det &r att gora detta i Matlab. Fullt medvetet ar de
flesta exempel artificiella i sa matto att vi kdinner den sanna férdelningen for
data och anvénder sa enkla skattningar att det gar att rdkna fram den exakta
fordelningen for stickprovsvariabeln eller atminstone simulera den. Detta &r
fullt avsiktligt eftersom vi gédrna vill kunna checka av att bootstrap ger ett
nagorlunda realistiskt resultat i situationer vi kan kontrollera. Man bor dock
ha i minnet att den stora podngen med bootstrap &r att vi vill kunna anvédnda
den i situationer dér vi helt saknar denna méjlighet antingen darfor att vi inte
kénner den bakomliggande fordelningen och/eller for att stickprovsvariabeln
ar sa komplicerad att vi helt saknar mojlighet att ridkna analytiskt pa den. Nar
vi stiélls infor verkliga data &r det ingen som beréttar for oss vilken férdelning
eller fordelningsfamilj vara data kommer fran. Vi har bara en parameter vi vill
studera och forhoppningsvis en punktskattning av denna. Att vi i de foljande
exemplen i allménhet kéinner den “sanna” fordelningen for vara data skall pa
intet vis paverka hur vi analyserar data, men diaremot &r denna kunskap av
stort intresse nar det géller att se om vara bootstrap-resultat verkar stdmma.

5.2 Viantevarde i normalfordelning
Vi genererar 20 st N(5, 22)-fordelade observationer och vill skatta §=viintevir-
det med ¥ dvs med Matlabfunktionen mean. Utifran detta stickprov genererar

vi 5000 bootstrap-stickprov och skattar § med z*, dvs berdknar aritmetiska
medelvardet i vart och ett av dessa 5000 stickprov om 20 observationer vardera.

I Matlab gors detta med

x=normrnd(5,2,1,20);

thetahat=mean(x) % gav 5.3841
stdhat=std(x) % gav 1.9905

51
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Medelvarde av 20 N(5,22)-fordelade
T T

Figur 5.1: Bootstrapférdelning for medelviirde av 20 st N (5, 2%)-fordelade

boot=bootstrp (5000, 'mean’,x); % skapar bootstrap-skattn.

mean (boot) % gav 5.3865
hist(boot,30) % ger histogram med 30 ‘‘fack’’
se_hat=std(boot) % gav 0.4353

Rutinen bootstrp genererar alltsa 5000 stickprov vardera av storlek 20 utifran
x och applicerar rutinen mean pa vart och ett av dessa samt lagrar resultatet
i vektorn boot. Att genomsnittet av de 5000 skattningarna i boot blev 5.3865
(dvs néstan & = 5.3841) ar ingen tillfillighet — det avspeglar att = &r en
vantevardesriktig skattning av #=véntevirdet.

Figur 5.2: Tétheten for N(5,1/5)-fordelningen (“facit”)

Att se hat=0.4353 (dvs att spridningen av de 5000 bootstrap-skattningarna
ar 0.4353) avspeglar att V(X) = 02/20 = 4/20 = 1/5 ~ 0.4472? eftersom
se_hat &r en skattning av D(X). Detta syns i figur 5.1 genom att histo-
grammet over vektorn boot ser ut som den sanna fordelningen av X, dvs
N(5,2%/20)=N(5,1/5)-férdelningen. Detta dock med den skillnaden att histo-
grammet, borde ha sin tyngdpunkt i 5.3841 i stéllet for i 5. Bootstrap-genere-

ringen har ju gjorts med hjilp av empiriska fordelningen for z1, x9, - - - , x99 som
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hade sin tyngdpunkt i £ = 5.3841. P g a det begrénsade antalet simuleringar
hamnade den verkliga tyngdpunkten i histogrammet i 5.3865 och inte i 5.3841.

metisk bootstrap av 20 normalfordelade:
T T T

Figur 5.3: Parametrisk bootstrap av 20 normalférdelade

Den traditionella medelfelsskattningen s/+/n blir i vart fall 1.9905/ V/20=0.4451.
I kapitel 7 kommer vi att visa att medelfels-skattningen D(X*) uppfyller

- n—1 s
D(X™) = —
(X7) P
dvs i vart fall 0.4451 - \/19/20 = 0.4338. Ur vara 5000 bootstrap-stickprov
erholl vi se_hat=0.4353. Orsaken till att vi inte fick exakt 0.4338 &r att vi
inte berdknat den exakta standardavvikelsen D(X*) utan approximerat den
med se_hat ur vara 5000 simuleringar. Hade vi gjort fler simuleringar hade vi

kunnat undvika detta approximationsfel.

Skulle parametrisk bootstrap ha anvénts skulle vi ha genererat nya uppsétt-
ningar av data med hjilp av N(5.3841,1.9905%)-férdelningen med Matlab-
koden

y=normrnd (5.3841,1.9905,10,5000) ;
estimate=mean(x) ;
hist(estimate,30)

som gav histogrammet 5.3. Den sanna fordelningen for X var i detta fallet
N(5,0.4472%)) = N(5,1/5)-férdelningen (se figur 5.2). I férhallande till den
sanna fordelningen ar bada bootstrap-fordelningarna aningen forflyttade i sid-
led och nagot omskalade, men det viktiga ar att fordelningsformen &r i princip
den korrekta. Detta med skift och omskalning dr nagot vi kan komma tillréitta
med genom att gora bootstrap av

(= 0)/(s/v/n) dvs av (z* — ) /(s"/v/n)

dar z* och s* &r aritmetiskt medelvirde respektive stickprovsstandardavvikel-
se for bootstrap-stickproven. Mer om detta i samband med konstruktion av
konfidensintervall med pivot-metoden som beskrivs i kapitel 12.
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5.3 Vintevarde i exponentialfordelning

Gamma(10)-férdelning resp. ford. fér Bootstrap-stickprov frén summa av 10 Exp-ford.
1000 T T T T

900} ﬁ 1
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700} ]/ XL
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300}
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1001
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Figur 5.4: T'(10, 1)-férdelning resp. bootstrap-fordelning fér X*/z

Vi anvinder de 10 livlangdsdata ur exempel 3.1 (i verkligheten alltsa genere-
rade fran en Exp(5)-fordelning) och upprepar proceduren — notera att Mat-
labkoden &r helt oférandrad. Vi erholl mean (x)=6.05 och std(x)=6.4732 och
histogrammet 5.4 dar vi skalat om med 10/6.05 och for en jamforelse lagt in
den “sanna” fordelningen dvs I'(10, 1)-férdelningen. Denna division med z har
aterigen samband med att X /6 dr en pivotvariabel fér exponentialfordelningen

— mer om detta i samband med pivot-metoden att konstruera konfidensinter-
vall. Matlab-koden blir

m=mean (x)

s=std (x)

boot=bootstrp(1000, 'mean’,x) ;
bootskal=boot/m ;

hist (bootskal,30)

For Exp(6)-fordelningen utgoér X /6 en pivot-variabel, vars fordelning inte be-
ror av @ och > 7 X;/6 har en I'(n, 1)-fordelning oavsett 6:s virde. Bootstrap-
fordelningen for X*/z kommer att likna fordelningen fér pivot-variabeln och
detta ger oss mojlighet att skatta percentiler i férdelningen for pivot-variabeln.
Dessa percentiler ingar i konfidensintervallet fér 6 i denna situation — se av-
snitt 3.6.3 pa sidan 34. Detta fungerar pa exakt samma séitt for alla skalin-
varianta fordelningar, dvs sadana dér X/6 har en viss ospecificerad men fix
fordelning. Vi kommer alltsa att kunna berikna vettiga konfidensintervall for
alla dessa situationer med samma metodik. Vi aterkommer till vad detta har
for konsekvenser i kapitel 6 som mer nogrant analyserar livslangdsexemplet
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samt empiriskt undersoker hur bra dessa konfidensintervall blir vad avser den
sanna konfidensgraden.

Om vi hér skulle vilja anvédnda oss av en parametrisk bootstrap i stéllet for
icke-parametrisk bootstrap, dvs generera nya datauppsattningar av storlek 10
med hjilp av Exp(z)=Exp(6.05)-fordelningen och gjorde en motsvarande om-
skalning skulle vi (sa nédr som pa att dndligt antal simuleringar utfors) fa
precis exakt riatt fordelning!! Man bor dock betédnka att detta beror pa att
den “sanna” fordelningen var just exponential-férdelningen medan den icke-
parametriska varianten inte forutsatte nagon kunskap alls om den “sanna’
fordelningen.

5.4 Variansskattning

Bootstrap sigma-skattning 20 N(0.1)
T T T

Figur 5.5: Bootstrap-fordelning for o2-skattning baserat pa 20 N(0,1)-
fordelade

Vi genererar 20 st N(0,1)-férdelade observationer och skattar variansen (0% = 1
alltsa) med plug-in-skattningen

Vi kor sedan bootstrap (1000 st) och det resulterande histogrammet syns i
figur 5.5. Matlab-koden blir:

x=normrnd(0,1,20,1); %ger 20 N(0,1) slumptal som kolonn-vektor
var(x,1) %ger skattningen 0.9128 av variansen (division med n=20)
boot=bootstrp(1000,’var’,x,1);

mean(boot) % gav 0.8651

std(boot) % gav 0.2535

hist (boot,30)
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chi-2(19)-fordelning
T
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Figur 5.6: x*(19)-fordelningens téthet
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Figur 5.7: Bootstrapférdelning for 2052 for 4 olika stickprov vardera bestaende
av 20 observationer fran N(0,1).

I figur 5.5 redovisas histogrammet av de 1000 bootstrap-viardena multiplicerade
med 20. I figur 5.6 visas titheten for en x?(19)-fordelad variabel som den alltsa
bor likna.

Som bekant har x?( f)-fordelningen vintevirdet f och variansen 2f, vilket gor
att den sanna standardavvikelsen &r

D(5%) = 0°v/2-19/20 =~ 020.308

att jamfora med 0.2535 som bootstrap gav. Om vi skattar den sanna standar-
davvikelsen 0.30802 med 0.3085% = 0.308 - 0.9128 erhalls det “sanna” medel-
felet 0.2813 som &r obetydligt hogre &n bootstrap-skattningen av medelfelet
dvs 0.2535.

I figur 5.7 redovisas bootstrap-fordelningen fér 4 olika stickprov. Notera hur
de dr forskjutna i forhallande till varandra beroende pa vad skattningen o2 av
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o? rakat bli i respektive stickprov. For de fyra stickproven var skattningarna

1.0000, 0.4453, 0.9261 respektive 1.1281. Notera att stickprov nr 2 som gav en
extremt liten skattning ger upphov till en “hoptryckt” bootstrap-férdelning.
Det centrala dr dock att fordelningsformen blir den korrekta dvs med en re-
lativt tung svans at héger precis som x?(19)-férdelningen som de alltsa borde
likna. Om man gjort en omskalning och utfért en bootstrap av 2052 /0% hade
fordelningen blivit vésentligt mer stabil.
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Figur 5.8: Bootstrapférdelning for 2002 /o2 for de 4 stickproven i figur 5.7.

Detta hade i praktiken betytt att vi simulerat foérdelningen for 2052 /52 eller
rent numeriskt skalat om respektive axel genom division med 2 for respektive
stickprov. Resultatet redovisas i figur 5.8 ddr man tydligt ser att bootstrap-
fordelningen for samtliga 4 stickprov blir véldigt lika. Detta hdnger ihop med
att i denna situation har vi gjort bootstrap av en pivot-variabel vars férdelning
4r mer stabil. I princip borde de idealt ge x*(19)-férdelningen om data kommer
fran N (m, o?)-fordelningen. Man kan berikna konfidensintervall for o2 enligt
metoden beskriven i exempel 3.20 pa sidan 33 genom att ta percentiler fran
dessa bootstrapfordelningar. Mer om detta i kapitel 12 pa sidan 155. Skulle
data komma fran nagon annan foérdelning &n normalférdelningen skulle den
omskalade bootstrap-fordelningen enligt figur 5.8 “automatiskt” bli anpassad
till den bakomliggande fordelningen.

5.5 Klassiskt exempel om korrelation

Ett klassiskt exempel som gavs av Efron ar tva-dimensionella data pa LSAT
(Law School Aptitude Test - ett nationellt prov med inriktning pa juridik)
och GPA (Grade Point Average — dvs betygsmedelvirde fran grundexamen)
for ett antal amerikanska juridik-fakulteter. I ett material om 82 talpar dras
slumpméssigt ett urval om 15 st (se figur 5.9) och uppgiften ar att ur dessa 15
talpar skatta korrelationskoefficienten i totalmaterialet om 82 st.
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Figur 5.9: LSAT mot GPA 15 observationer

Vi skattar p pa det traditionella séttet genom att med n = 15 ta

2?21 (z; — ) (yi — 9)
\/Z?:l(’ri —7)? Z?:l(yi —9)?

Notera att detta faktiskt dr en plug-in-skattning! Vi har ju

5=

C(X.Y) _  B((X-EX)(Y - EY))
VVEOXE) B (X - BX)’) E((V - EYY)

p=pX,Y)=

Aven i det “enklaste” fallet med tva-dimensionell normalférdelning kan man
inte fa fram den exakta fordelningen for p, men genom Fisher-transformationen

~ 1. 14p
= —log ——
v=gle
(en s k approximativt variansstabiliserande transformation) sa kan man visa
att ¢ ar approximativt normalférdelad med véntevérde
1 1+p

=1
(G ploe T

och varians 1/(n — 3). Detta kan da anvéandas for att konstruera ett (approx-
imativt) konfidensintervall for ¢ som sen kan tranformeras (via den inversa
transformationen)

e —1

e +1

till ett approximativt konfidensintervall for p.

p:
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5000 simuleringar av korrelationskoefficient fér LSAT mot GPA
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Figur 5.10: Bootstrap-férdelning for skattning korrelationskoefficient fér data
i figur 5.9

Den variansstabiliserande transformationen fungerar (férvanansvért) bra for
normalfoérdelade stickprov, men man tappar helt kontrollen pa férdelningen
for p om data kommer fran nagon annan tva-dimensionell fordelning. Ett
typiskt fenomen for p ar att skattningen har en skev fordelning sérskilt om
|p| dr néra 1. Den variansstabiliserande transformationen tar hand om denna
skevhet pa ett foredomligt siatt. Att for en allmén skattning hitta en sadan
variansstabiliserande transformation dr inte speciellt 1att. Det s k “modifie-
rade percentil-intervallet” enligt BC,-metoden (beskrivna i kapitel 14) hittar
sadana variansstabiliserande transformationer pa ett automatiskt sitt i en viss
(ganska stor) klass av problem.

Hur gors nu bootstrap i denna situation? Jo, om vi t ex har 15 talpar, sa
genererar vi ett bootstrap-stickprov om 15 observationer tagna fran de ob-
serverade talparen. Man genererar alltsa aterigen 15 observationer fran den
empiriska fordelningen — hér den férdelning som ldgger massan 1/15 i var-
dera av de 15 talparen. Sen réknar vi ut korrelationen i vardera av dessa
(kanske 1000 st) bootstrap-stickprov om vardera 15 talpar, och skattar D(p)
ur den observerade standardavvikelsen bland de 1000 korrelationsskattningar-
na ur bootstrap-stickproven. Man kan ocksa (vi aterkommer med modifikatio-
ner senare) skatta fordelningen for p med fordelningen for p*, dvs i praktiken
genom att ta histogrammet for de observerade korrelationsskattningarna fran
Bootstrap-stickproven och darigenom fa konfidensintervall for p.

Dessa LSAT /GPA-data finns inlagda i Matlab och man far tillgang till dem
genom kommandot load lawdata. Matlab-rutinen corrcoef skattar hela kor-
relationsmatrisen. Nér vi nu vill anvénda rutinen bootstrp sa kan man no-
tera formuleringen “If BOOTFUN returns a matrix, then this output is
converted to a long vector for storage in BOOTSTAT”, dvs vi far som
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resultat rader som innehaller hela matrisen — i detta fall 2 -2 = 4 vérden
for varje bootstrap-skattning. Vi utfér bootstrap och far ett histogram genom
Matlabkoden:

boot=bootstrp(5000,’corrcoef’,lsat,gpa);
hist(boot(:,2),30);

eftersom vi vill ha just 2:dra kolumnen i boot-vektorn.

5.6 Variationskoefficient

Héar ar ytterligare ett exempel dar man forst gjort en m-fil varcoeff.m som
innehaller en funktion som skattar variationskoefficienten D(X)/FE(X) for en
vektor x med s/z. Har anvénds funktionen std som skattar ¢ med division
med n — 1 for omvéxlings skull. Notera dock att detta innebér att vi inte
anvander oss av en plug-in-skattning.

function v=varcoeff (x)
v=std(x) /mean(x);

Vi anvénder oss ater av vara 10 livslangdsdata och gor 5000 bootstrap-stick-
prov och bootstrap-férdelningen visas i figur 5.11.

Bootstrap for variationskoefficient 20 st Exp(1)-~ford.

120

Figur 5.11: Bootstrap-fordelning for variationskoefficient for 20 st Exp(1)-
fordelade

Matlab-koden blir

boot=bootstrp(5000, ’varcoeff’ x);

mean (boot) % gav 0.9820
std(boot) % gav 0.2177
mean (x) % gav 6.05
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std(x) % gav 6.4732
std(x) /mean (x) % gav 1.0700
hist (boot,30)

Simulerad fordelning for variationskoefficient Exp(1)-ford.
T T T T T
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Figur 5.12: Simulerad fordelning for variationskoefficient for 20 Exp(1)-
fordelade

Man erhaller alltsa skattningen 1.0700 och medelfels-skattningen 0.2177.

Med den Exp(5)-fordelning vi valt for vara data ar ju det sanna vérdet pa
D(X)/E(X)=1 och var skattning hamnar mindre dn ett medelfel i fran det
sanna vardet vilket ju dr vad man kan forvénta sig. Tolkningen av medelfel &r
ju (liksom for standardavvikelsen som den skattar) att huvuddelen av utfallen
hamnar +2 medelfel fran det sanna vérdet.

Notera att det skulle vara lite knepigt att berikna medelfelet for s/z exakt.
Detta skulle kréava att vi kunde berékna fordelningen for

VI (X - X)2/9
2321 Xz‘/lo
da Xi, X, -+, Xy ar oberoende Exp(5) — en inte helt latt uppgift dven om

den naturligtvis skulle kunna utféras med hjélp av simulering. Matlab-koden
for denna simulering blir

x=exprnd(5,10,10000) ;
y=varcoeff (x);
hist(y,30)

mean(y) % gav 0.9225
std(y) % gav 0.2362

Man kan notera att medelfelsskattningen med bootstrap var 0.2177 och med
hjélp av simuleringarna var “facit” 0.2362 — en ganska god 6verensstdammelse.
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Skattningen 1.07 ligger ocksa mindre &n ett medelfel fran det sanna vérdet 1
och fran det sanna véntevéardet i fordelningen som ju enligt simuleringarna &r
ca 0.9225. Fordelningarna i figur 5.11 och figur 5.12 liknar (med lite god vilja)
varandra nagorlunda — man kan har mest forundra sig 6ver att det ens gar att
komma i nérheten av den sanna férdelningen med sa fa data som 10 i en sa
variabel férdelning som exponentialférdelningen. Att den “sanna” férdelningen
har en tung svans at hoger avspeglar att vissa stickprov innehaller enstaka stora
observationer (som “blaser upp” s mycket mer &n z). Vart stickprov om 10
inneholl dock ingen sadan extrem observation.

5.7 Trimmat medelvarde

Antag att vi har 50 observationer fran en Exp(1)-fordelning och stryker de
10 minsta och 10 storsta samt berdknar aritmetiska medelvardet av de 30 i
mitten. Detta ar alltsa ett exempel pa ett trimmat medelvirde dér vi har
a = 0.2 enligt exempel 3.18 pa sidan 29. Foljande m-fil utfor detta

function w=winsor(x,alpha) ;

y=sort(x) ;

n=length(x) ;
y=y(floor(alpha*n)+1:ceil(n*(1-alpha)));
w=mean(y) ;

Skattningen blev 0.9740. Sanna vérdet pa parametern dr som namndes i ex-
empel 3.18

F 11—«
fF—l(Ex) )xdF@)

1 -2«

0 —

1
som ger 0 = @(0.9 (14 1n(0.9)) — 0.1 - (1 +1In(0.1))) ~ 0.8307 som alltsa

utgor facit. Att analytiskt berikna medelfelet for skattningen &r svart men att

skatta den med bootstrap &r latt. En bootstrap av skattningsférfarandet utfors
av Matlabkoden

boot=bootstrp(10000, ’winsor’,x,0.2);

och resultatet syns i figur 5.13.

I denna fordelning berédknades standardavvikelsen med std(boot) till 0.1213
och detta &ar alltsa skattningen av medelfelet med bootstrap. Den “sanna”
fordelningen simulerades och resultatet framgar av figur 5.14. Ur simulering-
arna erholls “sanna” standardavvikelsen 0.1243. Vi har alltsa fatt en alldeles
utmérkt skattning av den sanna standardavvikelsen med hjélp av bootstrap.

Simuleringen utfordes med koden

y=exprnd (1,50,10000) ;
exact=[];
for i=1:10000,
exact=[exact winsor(y(:,i),0.2)];
end;
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1200

Figur 5.13: Bootstrapfordelning for trimmat medelvirde av 50 oberoende
Exp(1)-fordelade dar 10 i vardera andan plockats bort.

Notera att utan kunskap om den bakomliggande férdelningen hade simulering-
en av den “sanna” fordelningen for 6 ej kunnat genomféras, men med bootstrap
var det en rent maskinell operation. F 6 hade man fatt &nnu mer tillforlitliga
resultat av bootstrap om man normerat sina observationer genom att dividera
med 7 innan bootstrap utférdes. Detta beror pa att £(X) &r en ren skalfaktor
och att darfor 5/E(X) har en foérdelning som ej beror av F(X) dvs ej av para-
metern i exponentialférdelningen. Man hade alltsa kunnat vélja @\/ E(X) som
pivot-variabel. Motsvarande bootstrap-kvatitet &r 6(X ¥+, X})/Z och denna
ar alltsa lampligare att utfora bootstrap av.

5.8 Medelfel for principalkomponenter

Vi skall hér presentera ett mer komplicerat exempel som behandlar s k prin-
cipalkomponenter hamtat ur Efrons bok. Syftet &r inte att lara ut principal-
komponenter utan att visa att d&ven mycket komplicerade situationer ldtt kan
analyseras med bootstrap.

88 personer har fatt gora 5 prov var (mekanik, vektoranalys, algebra, analys
och statistik) som vardera ger 0-100 podng. De tva forsta proven gjordes utan
tillgang till larobok och de tre sista med tillgang till lirobok. Data redovisas i
tabell 5.1.

Man ser ur data att provresultaten for de olika eleverna verkar vara kraftigt
beroende — en del elever ar helt enkelt duktigare &n andra. Man kan fraga
sig om ”allmén begavning” forklarar det mesta av den variation vi ser i da-
ta eller om det &r sa att olika elever har olika begavningsprofil. Detta ar ett
exempel pa en fragestdllning som ibland dyker upp da man har denna typ av
multivariata data. Ett siatt att forsoka kvantifiera detta dr metoden med prin-
cipalkomponenter. Aven om anviindningen av principalkomponent-metoder &r
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Figur 5.14: Simulerad fordelning fér trimmat medelvirde av 50 oberoende
Exp(1)-fordelade dar 10 i vardera andan plockats bort.

vida sprid framfor allt inom tillimpningar inom psykologi och pedagogik kan
man ha stora invdndningar mot hela metodiken — den ligger t ex bakom be-
greppet intelligenskvot. Vi bortser hér fran dessa filosofiska och metodologiska
svarigheter med tolkningar utan ser det hela som ett renodlat statistiskt pro-
blem.

Man har berdknat kovariansmatrisen med element

88
1 )
ij:_Z(-Iij_jj)(-rik_fk)a ]ak: 172737475

=1

dér x;; =elev nr u:s resultat pa prov nr j, j = 1,2,3,4,50ch i =1,2--- 88
och fatt den empiriska kovariansmatrisen

302.3 125.8 100.4 105.1 116.1
125.8 1709 84.2 93.6 979
G=11004 84.2 111.6 110.8 120.5
105.1 93.6 110.8 217.9 153.8
116.1 979 120.5 153.8 2944

Detta utfors i Matlab av cov(X) om vi har vara data lagrade i X med en rad for
varje observation (dvs elev) och en kolumn for varje variabel (dvs prov). Denna
empriska kovariansmatris beskriver da det (linjara) beroendet mellan de olika
provresultaten. Som alternativ kunde man ha beréknat korrelationsmatrisen
med Matlab-rutinen corrcoef.

Vidare har man beriknat egenvirden och egenvektorer till kovariansmatrisen
med hjilp av Matlab-rutinen eig och fatt

A = 679.2, v; = (0.5050,0.368,0.346,0.451, 0.535)
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Mek Vek Alg Ana Sta Mek Vek Alg Ana Sta
7 82 67 67 81 46 61 46 38 41
63 78 80 70 81 40 57 51 52 31
75 73 71 66 81 49 49 45 48 39
55 72 63 70 68 22 58 53 56 41
63 63 65 70 63 35 60 47 54 33
53 61 72 64 73 48 56 49 42 32
51 67 65 65 68 31 57 50 54 34
59 70 68 62 56 17 53 57 43 51
62 60 58 62 70 49 57 47 39 26
64 72 60 62 45 59 50 47 15 46
52 64 60 63 54 37 56 49 28 45
55 67 59 62 44 40 43 48 21 61
50 50 64 55 63 35 35 41 51 50
65 63 58 56 37 38 44 54 47 24
31 55 60 57 73 43 43 38 34 49
60 64 56 54 40 39 46 46 32 43
44 69 53 53 53 62 44 36 22 42
42 69 61 55 45 48 38 41 44 33
62 46 61 57 45 34 42 50 47 29
31 49 62 63 62 18 51 40 56 30
44 61 52 62 46 35 36 46 48 29
49 41 61 49 64 59 53 37 22 19
12 58 61 63 67 41 41 43 30 33
49 53 49 62 47 31 52 37 27 40
54 49 56 47 53 17 51 52 35 31
54 53 46 59 44 34 30 50 47 36
44 56 55 61 36 46 40 47 29 17
18 44 50 57 81 10 46 36 47 39
46 52 65 50 35 46 37 45 15 30
32 45 49 57 64 30 34 43 46 18
30 69 50 52 45 13 51 50 25 31
46 49 53 59 37 49 50 38 23 9
40 27 54 61 61 18 32 31 45 40
31 42 48 54 68 8 42 48 26 40
36 59 51 45 51 23 38 36 48 15
56 40 56 54 35 30 24 43 33 25
46 56 57 49 32 3 9 51 47 40
45 42 55 56 40 7 51 43 17 22
42 60 54 49 33 15 40 43 23 18
40 63 53 54 25 15 38 39 28 17
23 55 59 53 44 5 30 44 36 18
48 48 49 51 37 12 30 32 35 21
41 63 49 46 34 5 26 15 20 20
46 52 53 41 40 0 40 21 9 14

Tabell 5.1: Resultat i 5 prov (Mekanik, Vektoranalys, Algebra, Analys, Sta-
tistik) for 88 elever

Ao = 199.8, v, = (—0.749,—-0.207,0.076, 0.301, 0.548)

(3
%)
I

/):3 =102.6, v3 = (—0.300,0.416,0.145,0.597, —0.600)
A= 83.7, w4 =(0.296,—0.783,—0.003,0.518, —0.176)
/):5 =318, v5=(0.079,0.189, —0.924, 0.286, 0.151)

dér egenvirdena ar sorterade i storleksordning.

Skattningen innebér att vi ser data som en punktsvirm i R® och forsoker an-
passa en ellipsoid till denna punktsvarm. Egenvektorerna svarar mot huvud-
axlarna i ellipsoiden och egenvéirdena anger lingderna av dessa huvudaxlar.

Dessa egenvérden och egenvektorer kan ges tolkningen
1) Allmén begavning (alla komponenter i v; dr positiva)

2) Prov med bok — Prov utan bok (postiva vikter i v, for de med ldrobok och
negativa for de utan ldrobok)

3) Matematik — Tillimpad matematik (postiva vikter for vektoranalys, algebra
och analys, negativa komponenter i v3 for mekanik och statistik)
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Man é&r intresserad av hur mycket som faktor 1 (allmén begavning) forklarar
av den totala variationen och ett matt pa detta ar

A1
5
Zi:l Ai

som utgor en (komplicerad) parameter. Den skattas med

0 —

G M o610,
Z?:l Ai
0 &r en aspekt (funktional) av den bakomliggande 5-dimensionella férdelningen
F som vi ser vara data som utfall av. Skattningen 0 dr en plug-in-skattning
av denna parameter. ¢ har en viss statistisk tolkning, men detta &r pa sitt
och vis ovésentligt. Vi kan se det som att skattningen 6 &r given och att
undrar over t ex dess medelfel. Att denna skattning ér en sérdeles komplicerad
funktion av vara observationer gor inte framtagandet av medelfels-skattningen
med bootstrap speciellt komplicerad.

Tolkningen av # dr att den méter hur vil variablititen av de 5-dimensionella
observationerna forklaras av forsta principal-komponenten, dvs i vilken ut-
striackning de ligger ldngs egenvektorn som hor till det storsta egenvérdet. En
extremt forenklad modell for de olika elevernas resultat ar att bortsett fran
slumpfel

T; = in
dar z; = (41, T, -+ ,x;5) ar elev nr i:s resultat pa de 5 proven och v =
(v1,v9, -+ ,v5) &r en uppséttning tal gemensamma for alla studenter. Denna

vektor svarar mot egenvektorn som hor till det storsta egenvérdet — den forsta
principal-komponenten. (); ar ett tal som representerar elev nr i:s “allminna
begavning”. Om “allmén begavning” forklarar hela variationen i data sa ér 6 =
1 och det skulle innebiira att punkterna ligger pa en riit linje i R®. Geometriskt
skulle ellipsoiden i R® vara urartad till en linje. I enlighet med denna enkla
modell skulle resultatet for elev ¢ pa de olika proven bestdmmas helt av talet
Qi-

Om 6 &r "stor” dvs néra 1 betyder ”allmén begavning” mycket for att forklara
variationen i testresultat. Detta i analogi med att en korrelationskoefficient
pa p = 1 innebér att observationerna ligger pa en rit linje medan p ”"néra”
1 innebéar att de &r vil samlade kring linjen. Vi &r alltsa intresserade av att
beriikna ett konfidensintervall for . For att beriikna detta behdver vi medel-
felet for skattningen 6. Detta dr naturligtvis rysligt komplicerat att goéra ana-
lytiskt, men med bootstrap ér det forhallandevis enkelt. Vi lottar da fram 88
personer genom dragning med aterliggning fran de 88 observationerna (som ju
bestar av de 5 provresultaten). Dessa ger upphov till G*=empiriska kovarians-
matrisen for bootstrap stickprovet, och ur denna riknas de storlekssorterade
egenvardena )\ )\3, x /\* ut dér alltsa )\* > )\* - > )\* och vi far

~ )\"1‘

*

—5
Zi:l /\:
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For att tolkningen av forsta principalkomponenten skall svara mot “allmén
begavning” skall egenvektorn svarande mot storsta egenvirdet genomgaende
ha enbart positiva komponenter — annars svarar inte den mot “allmén begavning”.

Detta gors sedan B ggr och ur de observerade viirdena pa b* kan vi skatta
medelfelet se for € och t ex gora ett konfidensintervall av typen 6 + 1.9600se
for att fa ett approximativt 95%-igt intervall.

Man erholl $éppor200 = 0.047 som ger det 95%-iga konfidensintervallet 0.619 +
1.9600 - 0.047 = (0.5269,0.7111).

Notera att ett forsok att rikna exakt pa férdelningen for denna skattning
0 = X\1/(327_, \) ens om vi antar att data genererats enligt en 5-dimensionell
normalfordelning skulle vara helt ogorligt.

Skulle vi vilja gora detta dr nog det enda genomforbara alternativet att
1) skatta kovariansmatrisen och vantevirdesvektorn ur data

2) Simulera denna 5-dimensionella normalférdelning och se vad 0 far for for-
delning.

Detta skulle faktiskt precis innebéra en parametrisk bootstrap!

5.9 Kurvanpassning — Low S

I detta avsnitt skall vi presentera en intressant metodik fér kurvanpassning
kallad “Low S” och visa hur man kan skatta intressanta storheter inklusive
konfidensintervall for dessa.

Om man har data i form av talpar (z;,v;),7 = 1,2,--- ,n vill man gérna
forsoka anpassa en modell av typen Y; = g(z)+¢; dér E(g;) = 0 och (mojligen)
V(e;) = 0? dvs forsoka finna en funktion g(x) som beskriver data. Ibland kan
man vilja att ta g-funktionen fran en parametrisk familj av funktioner, t ex
g(z) = By + Pz eller g(x) = By + Bz + Box?® eller g(x) = By exp(fra) + fox
dar alltsa t ex B = (o, f1, F2) utgor en parameter-vektor. Man kan skatta (-
vektorn med t ex Minsta Kvadratmetoden. Att ansétta en g-funktion av nagon
viss av ovanstaende typer kan i en verklig situation dock kédnnas restriktivt och
man skulle gidrna vilja kunna slippa bestdmma sig for en specifik funktions-
klass for g-funktionen. Den i detta avsnitt beskrivna tekniken kan vara ett
alternativ dar man dessutom med bootstrap kan analysera intressanta aspekter
av den resulterande g-funktionen (regressions-funktionen).

g-funktionen kan uppfattas som ett betingat vinteviarde g(x) = E(Y|z) och
man skulle kunna frestas ta

summa av y; med x; = x

antal x; = ©

men en sadan lokal anpassnings-strategi skulle ge en mycket orolig regressions-
funktion g(z). Vad man da kan gora &r foljande som innebér en kompromiss
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mellan en lokal anpassning och en global. Man forsoker med viktad minsta
kvadratmetodik lokalt anpassa en linje y = 3y 4+ S dér bara observationerna
i ndrheten av z ingar i anpassningen. For en skattning av ¢g(z) anvinds bara
en viss proportion « av observationerna som har z;-véarden i nédrheten av x.
Ett vanligt val &r o = 0.3.

Man anvinder sig av foljande algoritm for att skatta g(z) for ett fixt :

1. Vélj for ett visst © de an observationer som har minst |z; — | dvs de
observationer som ligger ndrmast x. Dessa observationers index kallar vi
N(z). N(z) bestar alltsa av an element.

2. Anpassa med en viktad minsta kvadrat-metod en linje y = 3,0 + G112
till dessa. Vi véljer alltsa (3, och 3,1 som de védrden som minimerar

Q= Z wa:z(yz - ﬁx,o - &,1%‘)2

1EN(z)
dér vi véljer vikterna w,; som t ex

|z —

wm =1-
maX;ecn(z) |75 — 2

dvs att vikten for en viss observation avtar linjart med hur langt fran x

som x; ligger.

3. Vi véljer g(z) = Ex,o + B\x,lx
4. Ga vidare till ndsta x-véirde och upprepa ovanstaende.

Om vi lagrar vikterna w,; i vektorn W, x;ma respektive de y;:n som ligger i
N(z) i kolonn-vektorerna x respektive y sa erhalls den viktade MK-skattningen
bx med Matlabkoden

X=[ones(size(x)) x];
bx=inv (X’ *diag (W) *X) *X’*diag (W) *xy

dér alltsa X innehaller den aktuella design-matrisen.

Som exempel genererades observationer Y; = 0.1z} — 5z; +¢; dir z; = 10—0.14
fori=0,1,2,---,200, dvs 1opte 6ver intervallet -10 till 10 i steg om 0.1 genom
x=-10:0.1:10 och ¢; var oberoende N (0, 10%). Resultatet framgar av figur 5.15
diir dven det “sanna’ regressionssambandet y = g(x) = 0.123 — 5x ir inritat.
Om man anpassar en kurva enligt ovanstaende metodik erholls en anpassning
enligt figur 5.16. Notera att denna goda anpassning erholls utan nagon kunskap
om det sanna regressions-sambandet. Om man nu vill skatta nagon egenskap
for regressions-sambandet kan detta ofta goras ur den anpassade kurvan. Som
exempel kan man ta skillnaden mellan det lokala maximat och minimat eller
ldget for inflexions-punkten (dér alltsa andra-derivatan=0) etc. Man kan i och
for sig gora motsvarande skattningar i en parametrisk modell dar man skattar
parametrarna ur data och sedan skattar t ex ovanstaende storheter ur den
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Figur 5.15: Simulerade data enligt y = 0.1z — 5z

anpassade modellen. Notera dock hur avgérande det ar att man da bestammer
sig for en “korrekt” parametrisk modell.

Om man nu t ex vill skatta en storhet som skillnaden mellan det lokala maximat
och minimat (som alltsa i verkligheten &r g(—+/5/0.3) —g(4/5/0.3) ~ 27.2166)
sa erhalls detta ur den anpassade kurvan till 26.55266. Hur skulle man nu bete
sig om man vill ha en medelfels-skattning for denna skattning? Med bootstrap
skattar man regressions-sambandet genom att dra talpar fran den ursprung-
liga uppséttningen och skattar den intressanta storheten max-min ur dessa
bootstrap-stickprov. Datorn jobbade med detta under nagon timme och erholl
1000 bootstrap-stickprov. Figur 5.17 visar 25 av dessa anpassade kurvor. Alla
1000 kurvorna var av liknande typ.

Den m-fil loess som anvéndes hade foljande utseende. Talparen (x;,y;) var
lagrade i vektorn talpar och dessutom fanns det ett gitter av x-véirden, for
vilka vi Onskade skatta g-funktionen, lagrade i vektorn z. Notera att rutinen
maste fungera &ven om z;-virdena édr “oordnade” eftersom rutinen bootstrap
skickar “osorterade” argument till skattningsrutinen. Man maste alltsa se till
att skattnings-rutinen klarar av dven detta. For tydlighetens skull har koden
givits forklarande kommentarer.

function kurva=loess(talpar,alpha); (funktions-anrop)

global z ; (gor att man far tillgang till “yttre” vektorn z som innehaller
gittret pa vilket vi 6nskar g-funktionen)

x=talpar(:,1); (plockar fram z;:vektorn ur talpar)
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50

Figur 5.16: Anpassning med Low S-metodik samt “sanna regressions-sam-
bandet” y = 0.12® — 5z (streckad)

y=talpar(:,2); (plockar fram y;:vektorn ur talpar)
s=length(x); (tar fram storleken av z;:vektorn)

t=length(z) ; (tar fram storleken av z:vektorn)
antal=floor(s*alpha); (tar fram storleken av N(z)-méngden)
for j=1:t, (for-loop for att ga igenom z-virdena)

[dummy I]=sort(abs((x-z(j)))); (I kommer att innehalla indexen for de
ordnade avstanden fran z;)

xtemp=x(I(1:antal)); (xtemp innehaller de antal z;:na med minst avstand
ytemp=y(I(1:antal)); (ytemp innehaller motsvarande y;:virden fér de antal
z;n med minst avstand fran z;)

W=(1-abs((xtemp-z(j))/max(abs(xtemp-z(j)))) ; (W innehaller vikterna
W,(j),; som en vektor)

X=[ones(antal,1) xtemp]; (X innehaller den aktuella design-matrisen)
b=inv (X’ *diag(W)*X)*X’*diag (W) *ytemp; (skattar 3. och (3,1)

kurva(j)=b(j,1)+b(j,2)*z(j); (skapar kurva som innehaller regressions-
skattningen g for gittret z)

end ;
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Figur 5.17: Anpassningar enligt Low S for 25 bootstrap-stickprov

Man gor sedan bootstrap pa detta forfarande med Matlab-koden
boot=bootstrp(B,’loess’,talpar,0.3)

dér parametern alpha tagits till 0.3. Matrisen boot kommer att innehalla B
rader (ett for varje bootstrap-stickprov) med virdena for skattningen av g-
funktionen pa gittret givet av z:vektorn i de olika kolumnerna.

Om man ur dessa kurvor tar skillnaden mellan max och min for vart och ett
erhalls figur 5.18.

Ur materialet erhaller man medelfels-skattningen fér max-min till 2.1808 och
ett 95%-igt konfidensintervall skulle bli 26.55 4 1.9600 - 2.1808 ~ (22.28, 30.83)
om vi tror att skattningen &r approximativt normalférdelad, vilken den enligt
bootstrap-fordelningen ser ut att vara. Som belysning av styrkan i detta an-
greppssitt kan man ju fundera pa hur man med traditionella metoder skulle
kunna fa ett konfidensintervall fér denna typ av parameter (lokalt max-lokalt
min) for en ospecificerad kurva dér vi har matningar med brus.

5.10 Problem med bootstrap

Bootstrap lampar sig inte for att skatta alla aspekter av den bakomliggande
fordelningen F'. Ett enkelt exempel ar om vi férsoker skatta antalet punkt-
massor i fordelningen F'. Funktionalen “rdkna antalet punktmassor” &r for
irreguljar.
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90

Figur 5.18: Bootstrap-férdelning for skillnad mellan lokalt max och lokalt min

Ett mindre artificiellt exempel &r om man forsoker skatta # dar observationerna
kommer fran en R[0, #]-fordelning. Om vi har observationerna xi, s, - , 2,
ar plug-in-skattningen av 6 att ta max(x, zo,- - , z,). Detta forutsitter att vi
tolkar parametern som hogra dndpunkten for stodet for fordelningen F, dvs
den “hograste” punkt dér massa finns. Denna skattning kommer vid bootstrap
typiskt att med sannolikhet

1 n
1-(1--) —1—e'120632dan—
n

ge virdet maximum(zy, zo, - - - , x,) eftersom ovanstaende &r sannolikheten att
den maximala observationen skall komma med i bootstrap-stickprovet. Pa sam-
ma sitt ar sannolikheten att man far den nést storsta observationen som
den storsta i bootstrap-stickprovet ungefir e ! — e 2 ~ 0.2325. Den em-
piriska fordelningen &r helt enkelt en dalig skattning av den bakomliggande
fordelningen F':s utseende léngst ut till hoger.

Generellt kommer skattningen av maximum i bootstrap-stickproven att anta
det k:te storsta vérdet z() 1 det ursprungliga stickprovet med sannolikhet
(1—-(k—=1)/n)" = (1 — k/n)™ dvs approximativt exp(—(k — 1)) — exp(—k)
for k = 1,2,--- ,n. Denna fordelning for ett konkret stickprov av storlek 10
fran R(0,2)-férdelningen visas i figur 5.19 som alltsa bara har massa i de
ursprungliga 10 observationerna. Denna punktmasse-férdelning liknar ju inte
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Figur 5.19: Bootstrap-fordelning for maximum av 10 st R(0, 2)-férdelade.

sdrskilt mycket den sanna foérdelningen for max(Xy, - - - , Xj0) som har tatheten
1022
flz) = 510 for 0 <z <2

nar de bakomliggande variablerna kommer fran R(0, 2)-férdelningen. Det be-
tyder att antagligen kommer bara vissa “snéalla” funktionaler pa dessa tva
fordelningar ger liknande resultat. Dock kommer antagligen véntevérdet och
mojligen standardavvikelsen i bootstrap-fordelningen att ge realistiska resul-
tat.

Fenomenet att bootstrap-fordelningen bara har massa i nagra fa punkter dyker
ocksa upp da man forsoker skatta medianen eftersom medianen i bootstrap-
stickprovet kommer att bli nagon av de ursprungliga observationerna atminstone
om man har ett udda antal observationer. Detta behandlas lite mer ingaende
i avsnitt 7.4.2 pa sidan 92.

I de flesta av exemplen som givits i detta kapitel &r dock bootstrap-férdelningen
inte sa urartad som for maximum och median utan ar mer utspridd. Notera
dock att enligt resonemangen i avsnitt 4.5 dr bootstrap-férdelningen alltid en
diskret fordelning vid icke-parametrisk bootstrap. Den har dock i allménhet
ett mycket stort antal punktmassor och har alltsa battre mojligheter att kunna
vél approximera (den i allménhet kontinuerliga) férdelningen for stickprovsva-
riabeln.
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Kapitel 6

Livslangdsexemplet

I detta kapitel behandlas lite mer utforligt ett exempel pa hur man med
bootstrap-metodik kan fa fram tillférlitliga konfidensintervall utan att lagga
nagra restriktiva antaganden pa hur data har uppkommit. Exemplet behandlas
sa ingaende att det ar lampligt att det far ett helt eget kapitel. Det skall dock
ses som bara ett (forhoppningsvis) illustrativt exempel pa den enorma styrkan
som finns i bootstrap-metodiken. Detta exempel kan ses som en introduktion
till konstruktionen av konfidensintervall med pivot-metoden som behandlas i
kapitel 12 pa sida 155. Den otalige ldsaren kan dérfor hoppa 6ver detta kapitel
och atervénda till det efter ldsning av kapitel 12.

Vi atervénder till livslingdsproblemet (dvs exempel 3.1 pa sidan 21) déar vi
observerat de 10 livslingderna 5.6, 19.7, 1.7, 3.3, 5.1, 0.7, 15.6, 5.4, 3.3, 0.1
och vill ha ett 90%-igt konfidensintervall for # =medellivslangden.

6.1 Skalinvarians

Vi vill slappa pa antagandet om exponentialférdelning, men dnda ha det fallet
som specialfall for att t ex kunna checka av hur var metod fungerar. Man kan
ocksa sdga att metoden att fa fram konfidensintervall ér kalkerad pa hur man
fick fram konfidensintervallet i exponentialférdelningssituationen i avsnitt 3.6.3
pa sidan 34, men att metoden fungerar helt oféréndrad &ven om data kommer
fran en annan férdelning.

Vi antar att vara data kommer fran en skalinvariant familj, dvs att med 6 =

E(X) har vi
P (% < z) — H(2) dvs F(z) = P(X < 2) = H(z/0)

for nagon fordelningsfunktion H dér vi alltsa har F(z) = H(z/0). Var para-
meter § dr alltsa en funktional av ' som vi kan kalla T'(F).

I exponentialfordelningsfallet &r H(z) = 1 —e %, 2z > 0, men vi kan ju fa

en hel del annat ocksa (t ex Weibull-férdelningar etc). Man kan uttrycka det
sa att vi tagit X /6 som pivot-variabel (dvs fordelningen for denna beror ej av

75
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6). Med ett specifikt H skulle vi som kunna hérleda (med faltning och annat
eliandigt trassel) funktionen G dér

p(E <) -a

och kunna hitta tal z,/ och z1_,/2 sadana att
G(2a/2) = a/2 och G(z1_a/2) =1 — a/2

for att sen fa konfidensintervallet

()
Zl—a/Q’ a2

eftersom

1-a/2 a2

Vi kdnner inte H (och ddrmed inte G) och hur skall vi da fa fram z,/, och
Z1—as2” Notera att dven om vi kiinner H kan det vara lite trixigt att hirleda G
och ddrmed z,/2 och 21_,/2. Ovanstaende metod ér precis den vi anvénde for
det exakta intervallet da vi antog att data kom fran en exponentialférdelning
i avsnitt 3.6.3 pa sidan 34. Da hade vi tur och var skickliga nog att inse att G
i princip beskrev en gammaférdelning.

Vi noterar att F' (ddr F(x) = H(xz/0)) genererar vart stickprov och att man

kan betrakta B
X

for ett fixt z som en (mycket komplicerad) funktional S(F') av F' dvs
X X
S(F)=G(z)=P(=<z]|=P—<2]).
R =661=P (G <2) =P (57 <)
Vi bildar den empiriska férdelningen for vara data dvs
1310 ;= massan 0 i vardera av x1,T9, - , T1g.

Om vi nu bildar S (ﬁlo), dvs samma funktional S fast av var empiriska for-
delning Fio sa ser vi att detta ger (notera att det dr plug-in-skattningen av

G(2))
S(ﬁlo) =P <T()§ ) < z) - p ()i* < z) = G*(2)
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diar X* dar medelviirdet av bootstrap-stickprovet X* = (X7, X3, -+, X7), dvs
det vi fatt med framlottning enligt Fjo. Man bor hér sdrskilt notera att det
star -

T = / iL‘dFlo(x) = T(Flo)

[ee]

i nimnaren i S(Flo) eftersom funktionalen S(F) innehéll

9:E(X):/OoxdF($):T(F)

— 00
1 ndmnaren.

Vi antar nu enligt bootstrap-hypotesen att G*(z) ~ G(z) (dvs att S(Fio) ~
S(F)) och kan alltsa fa skattningar 23/2 av Zq/2 och Zik—a/z av Z1_q 2 genom
att 16sa ekvationerna G*(2}, ) = /2 respektive G*(z]_,, ») =1 — /2.

G* ar besvarlig att berdkna exakt i allménhet, men vi kan simulera den och
darigenom forsoka fa fram fordelningen for

X*

T

som G* beskriver och detta &r litt. Vi lottar helt enkelt fram stickprov av
storlek 10 fran Fiq, vilket innebér att vi lottar fram 10 st fran zy, xo, -+ , X1
med dragning med aterldggning. Vi berdknar z* = medelvéirdet av detta stick-
prov om 10 data, och slutligen bildar vi z*/Z. Om vi gor detta ett stort antal
ganger (sdg B ganger) kan vi approximera G* pa ett bra séitt med G5 — den
empiriska fordelningen for z*/z bland vara B bootstrap-stickprov. Alltsa kan
vi fa vettiga skattningar 22/273 av 22/2 och 2 ajpp W foa/Z som i sin tur ar
skattningar av z,/p och 21_,/2. Dessa skattningar far vi genom att i princip ta
nr [(B+1)a/2] respektive [(B+1)(1—a/2)] i storleksordning av de erhallna B
véardena pa z*/Z. Om for o = 0.10 tar B = 9999 kan vi vélja nr 500 respektive
nr 9500 av de storleksordnade vérdena pa z*/z.

6.2 Sammanfattning

Vi skaffar oss B (kanske 9999 st) bootstrap-stickprov zj,z5,--- &} vardera
om 10 observationer och studerar den empiriska fordelningen for z*/z, som vi
kan kalla G;(2) och far ur denna 27, , p och zj_, , 5 samt konstruerar konfi-

densintervallet
T T
* )k .
“1-a/2,B “a/2,B

Hur funkar detta da i praktiken? Med de data vi hade far vi med B = 9999
intervallet

(6.05/1.49,6.05/0.54) = (4.05, 11.19)
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eftersom vi fick G(0.54) = 0.05 och G%(1.49) = 0.95, dvs nr 500 respektive
nr 9500 i storleksordning av de 9999 viardena blev 0.54 respektive 1.49. Pa
analogt sitt skulle vi fa ett 95%-igt intervall till (3.76, 13.00).

Gamma(10)-férdelning resp. ford. for Bootstrap-stickprov frén summa av 10 Exp-ford.
1000 T T T T

900} ’ﬂ u 1
800} 1
700f X |

600 1

5001 1
400 b
300 k b
2001 b

100

0 L L

Figur 6.1: T'(10, 1)-férdelning resp. bootstrap-fordelning

Notera att detta betyder att vi har skattat I'g95(10,1)/10 = 1.57 med 1.49 och
To.05(10,1)/10 = 0.542 med 0.54.

Man kan inte nog poéngtera att dessa skattningar av I'g g5(10, 1) och T'g ¢5(10, 1)
pa intet siatt utnyttjar kunskapen att faltningen av exponentialférdelningar
blir en I'-fordelning. Ja, att data “i verkligheten” kommer fran en exponen-
tialfordelning utnyttjas inte overhuvudtaget! Allt som utnyttjas ar att X/6
har en viss (icke-specificerad) fordelning och att den operation som utfors ar
att falta denna fordelning kommer bara indirekt in i var kalkyl genom att vi
applicerar Matlab-rutinen mean pa de olika bootstrap-stickproven.

I Matlab blir koden (dér vektorn x innehaller vara observationer)

m=mean (x) ;
boot=bootstrp (9999, *mean’,x) ;
boot=boot/m ;

bootsort=sort (boot) ;
zlow=bootsort (500) ;
zhigh=bootsort (9500) ;
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conflow=m/zhigh
confhigh=m/zlow

Skulle vara observationer ha kommit fran nagon annan fordelning dn expo-
nentialférdelningen skulle Matlab-koden alltsa vara helt oféréndrad och vad vi
skulle fa som resultat vad géller percentiler (och dven konfidensintervall) skulle
vara “automatiskt” anpassat till den aktuella fordelningen.

6.3 Jamforelse mellan metoder

Ar detta ett vettigt intervall? Ja, det verkar ju stimma ritt bra med interval-
let ovan som vi beréiknade under exponentialférdelningsantagandet. Data i ex-
emplet var i verkligheten taget fran en exponentialférdelning med véntevarde
5. Vi hade alltsa genererat 10 utfall av Exp(5)-fordelade stokastiska variab-
ler, sa "facit” var att data verkligen kom fran en exponentialférdelning. Dock
maste erkidnnas att vi valde ett stickprov som nagorlunda fangade upp det ka-
raktéristiska hos Exp(5)-fordelningen. Detta kan man se av att den empiriska
fordelningen for data rétt vil approximerar Exp(5)-fordelningen i figur 4.2 pa
sidan 41.

Detta medfor ocksa att fordelningen for Y | X*/z ritt vil approximerar
['(10, 1)-fordelningen. Vad man mest kan forundras 6ver &r att man i figur
6.1 har lyckats fa en approximation av I'(10, 1)-férdelningen med en metod
som bara bestod i att lotta fram nya stickprov fran den ursprungliga da-
tauppséttningen. Att fa fram histogrammet var en rent maskinell operation
utford pa 10 numeriska virden, medan hérledningen av den “sanna” téitheten
kréavde stora analytiska kunskaper.

Dessa konfidensintervall sammanfattas i foljande tabell:

Konfidensintervall for livslingds data (Exponentialfordelade)

90% undre | 90% o6vre | 95% undre [ 95% oOvre
Exakt metod 3.85 11.15 3.54 12.62
Bootstrap 4.05 11.19 3.76 13.00
CGS 2.68 9.42 2.03 10.06

Man slas av hur vél pivot-metoden approximerar det exakta intervallet, medan
CGS-approximationen ar ratt skruttig.

6.4 Empirisk kontroll av metoderna:

Ja, det sag ju bra ut for just dessa data (och de var ju ”"valda” sa att F\IO R~
Exp(5)-fordelningen), men vi kan undersoka saken vidare.

Vi skulle kunna testa och se hur det fungerar generellt om vi hade exponential-
fordelade data, dvs lotta fram 10 data enligt en kidnd exponentialférdelning
Exp(0), berdkna konfidensintervall med ovanstaende metoder och kolla om
intervallen innehaller det sanna vérdet pa 6. Om vi lottar fram ett mycket
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stort antal sadana datauppséattningar och beréknar konfidensintervall for var-
je enskild datauppséttning med hjilp av ovanstaende bootstrap-metodik, och
sen kollar hur manga intervall som hamnar "snett” (till hoger respektive till
vanster om det sanna vérdet pa ) sa skulle detta utgora en empirisk kontroll
av metoden atminstone om data kommer fran en exponentialférdelning. Fre-
kvenstolkningen av konfidensintervall innebér ju att «/2 av intervallen skall
missa till vanster och «/2 skall missa till hoger. Méjligen skulle man dessutom
vilja studera lingden av dessa intervall.

Foljande resultat erholls da vi simulerade 1000 st datauppséittningar om 10
respektive 100 st Exp(1)-fordelade observationer vardera, berdknade 90%-iga
konfidensintervall for 6 enligt ovanstaende metod (baserat pa 500 bootstrap
av T* /T vardera). Varje berdkning i Matlab av konfidensintervallet tog ca 30
sekunder sa hela berékningen tog ca 5 timmar pa en PC (486-a).

Konfidensintervall for exponentialfordelade data — 90%-iga intervall

Felmarginal (Medelfel): For CGS £0.4%, for pivot-metoden +1.4%

Metod n Missade undre grinsen | Missade 6vre gransen
Bootstrap | 10 9.5% 7.9%

CGS 10 2.6% 15.1%
Bootstrap | 100 4.9% 6.1%

CGS 100 2.0% 8.1%

Det borde varit 5% i respektive dnda. Grianserna i dubbelsidiga symmetriska
90%-iga konfidensintervall konstrueras ju sa att med sannolikhet 5% skall san-
na parametervirdet ligga till vinster om intervallet och med sannolikhet 5%
till hoger. Ett “bra” 90%igt symmetriskt konfidensintervall skall alltsa vara
sadant att det hamnar till hoger respektive till vanster om det sanna para-
meterviardet med sannolikhet 5% vardera. Har har vi simulerat stickprov och
p g a det begrinsade antalet stickprov skulle inte ens en “exakt” metod fa
5% “missar” i vardera dnden. De observerade siffrorna pa andelen “missar” ar
darfor behéftade med osékerhet.

Man ser ur tabellen att intervallen med CGS-metoden ar typiskt for langa
at vénster och for korta at hoger, dvs for fa respektive fér manga missar.
Dessutom blir en del av vénstergranserna < 0 vilket dr ”ofysikaliskt”. Det blir
lite battre om n = 100 &n om n = 10 men fortfarande bestar for CGS-metoden
fenomenet att intervallet #r symmetriskt medan stickprovsvariabeln X har en
skev fordelning. Detta gor att 6vertdckningsgraden blir fel i vardera &nden &ven
om den totala Overtdckningsgraden “rakade” ligga mycket néra den nominella
om 10%. Detta ar faktiskt inte nagon tillfallighet utan ett allmént fenomen for
CGS-baserade intervall.

Nér man jamfor detta med Bootstrap-resultaten, ser man att dessa &r aningen
konservativa (speciellt for n = 10), men att antalet "missar” &r nagorlunda
jamt fordelade pa 6vre och undre konfidensgrénsen. Detta dr en ytterst viktig
egenskap, eftersom slutsatserna av ett intervall skulle kunna bli helt fel om vi
placerade ”felmassan” asymmetriskt. Bootstrap-metoden tar alltsa i viss man
héansyn till den skevhet som finns i data och gor konfidensintervallet ”skevt”
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for att kompensera for detta. Att det enskilda konfidensintervallet tog 30 sek
att berdkna utgor ju inget som helst problem. Om man kanske dgnat dagar
eller veckor at att samla in data, sa dr 30 sekunders exekveringstid inte mycket
att orda om.

Enda orsaken till att vi inte ”fliskade” till med fler &n 500 bootstrap i varje
stickprov berodde pa att vi ville analysera sa manga stickprov att variabiliteten
i 6vertéackningsgraden inte var for stor. Man har ju i princip ett Bin(1000, 0.05)-
fordelat antal intervall som ”bor” hamna snett i vardera éndan. Denna felpro-
cent har alltsa ett medelfel om

0.05(1 — 0.05)
¢ BT I

sa den "naturliga” variabiliteten i andelarna intervall som missar parame-
tervirdet dr av denna storleksordning. Med andra ord ar avvikelser pa £2 -
0.7% = £1.4%-enheter fran de nominella i vardera dnden vad man kan forvinta
sig bara av det skélet att vi gjort ett begrédnsat antal uppséttningar matdata.
For CGS-fallet ar osiikerheten +£0.4% eftersom 10000 stickprov simulerats.

Exponentialférdelningen &r lite "elak” eftersom den &dr mycket skev, och man
kan kanske mest forundra sig 6ver att sa lite som 10 data kan ge ett sa hyfsat
konfidensintervall 6verhuvudtaget, speciellt med metoder som pa inget sétt ut-
nyttjar nagra speciella egenskaper hos exponentialférdelningen. Upptradandet
for n = 100 ar ytterst imponerande. Vi behover ju i berdkningen av konfi-
densintervallet inte ens fundera 6ver fordelningsantaganden och &n mindre om

fordelningen for 3210, X;.

6.4.1 Weibull — formparameter = 2

Om man gar over till en annan férdelning som &ar mindre skev, t ex Weibull-
fordelningen med formparameter 2, dvs en fordelning av typen

PX<z)=l-e¢%, 2>0

sa fungerar Bootstrapmetodiken helt oférdndrad eftersom den inte pa nagot
sitt bygger pa nagot féordelningsantagande. Matlab-koden &r t ex helt oférand-
rad.

Resultat for Weibull-fordelade med formparameter 2 — 90%-iga intervall
Felmarginal: For CGS och ”Exakta” metoden £0.4%, for pivot-metoden £1.4%

Metod n Missade undre grinsen | Missade 6vre gransen
"Exakt” metod | 10 0.13% 0.05%
CGS 10 4.8% 9.1%
Bootstrap 10 9.4% 6.2%
"Exakt” metod | 100 0.12% 0%
CGS 100 2.3% 2.8%
Bootstrap 100 5.0% 3.6%
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Man kan speciellt notera hur daligt det gar for den ”Exakta” metoden, dvs
den som var exakt for exponentialférdelade data, men som gar alldeles snett
da data i verkligheten kom fran en annan férdelning.

Att CGS-metoden fungerar sa pass bra som den gor for n = 10 beror mer pa
“tur” an ”skicklighet”. Detta framgar med tydlighet om man tittar pa fallet
n = 100 som ju borde passa denna metod béttre. CGS-metoden har en tendens
att ga for langt at vanster, men eftersom Weibull-2-férdelningen har sa liten
spridning motverkas detta av att s ar sa liten. I den 6vre dndan har intervallet
en tendens att bli for kort, men den ldgre skevheten hjilper hér till att fa
overtickningsgraden béttre, dvs ndrmare den nominella om 5%.

Vidare kan man se att Pivot-metoden ger for kort intervall (f6r manga missar)
i undre dndan, vilket avspeglar att G* inte riktigt orkar med att bli tillrdckligt
skev i 6vre dndan. Detta beror antagligen pa att en del stickprov saknar ex-
tremt stora observationer.

6.4.2 Weibull — formparameter = 0.75

Vi viljer nu en ”elakare” fordelning &n t o m exponentialférdelningen, och vi
fastnade for Weibullférdelningen med formparameter 0.75 som ar énnu skevare
an exponentialfordelningen Vi har alltsa en fordelning av typen

0.75

PX<z)=1—e¢7*", z2>0.

Weibull-fordelade med formparameter 0.75 — 90%-igt intervall
Felmarginal: For CGS och ”Exakta” metoden £0.4%, for pivot-metoden £1.4%

Metod n Missade undre grinsen | Missade 6vre gransen
"Exakta” metoden 10 9.7% 11.9%
Normalapproximation | 10 1.4% 19.4%
Bootstrap 10 8.9% 10.0%
"Exakta” metoden 100 9.7% 10.1%
Normalapproximation | 100 2.6% 9.6%
Bootstrap 100 6.1% 6.5%

Att den ”Exakta” metoden fungerar hyfsat for n = 10 beror pa att Weibull-
fordelningen med formparameter 0.75 ”liknar” exponentialférdelningen gans-
ka mycket for réitt stor andel av stickproven, men med n = 100, da stick-
proven béttre avspeglar att fordelningen har éndrats fran exponentialférdel-
ning, forbéttras inte den ” Exakta” metoden som den borde ha gjort med tanke
pa den storre stickprovsstorleken. Den gar helt enkelt inte tillrackligt langt ut
i fordelningen, vilket innebér att intervallet blir for kort och overtdcknings-
graden blir alltsa for liten. Notera att CGS-intervallet (normalapproximation)
forbattras hogst avseviart da n = 100 eftersom normalapproximationen da &ar
béttre. Fenomenet att felmassan for CGS-metoden ar asymmetriskt férdelad
bestar dock.
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Pivot-metoden fungerar bra speciellt for n = 100. Att den fungerar nagot
simre for n = 10 déar intervallen &r lite for korta beror pa att en hel del
av stickproven saknar extrema observationer och bootstrap-metoderna kan da
inte kdnna av att de verkliga percentilerna ska ligga langt ut. Dessa stick-
prov avspeglar helt enkelt inte férekomsten av extrema observationer i den
bakomliggande fordelningen. Da n = 100 blir tillrickligt manga observationer
extrema for att bootstrap-metoderna skall fungera for de allra flesta stickprov.
Fo6r normalapproximation (CGS) blir resultatet naturligtvis dnnu sémre én i
exponentialfordelningsfallet.

6.5 Slutsatser

1) CGS-metoden kan ej ta hansyn till skevhet (asymmetri) i fordelningen sa
"felmassan” « fordelas fordelas ojamt mellan intervallindarna.

2) En "exakt” metod under ett visst fordelningsantagande kan bli urusel om
antagandet &r fel.

3) Att fa fram en "exakt” metod kréver stor finurlighet och tur.

4) Bootstrap-metoderna

a) tvingar oss inte att formulera en restriktiv modell f6r data

b) kraver inte finurlighet i hirledningen av stickprovsvariablers fordel-
ningar

c) ar (nédstan) helt automatisk
d) tycks ge bra resultat i situationer dér vi kan rikna exakt eller simulera

e) borde darfor ge bra resultat dven i situationer dér vi ej kan riakna
exakt.
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Kapitel 7

Bootstrap av medelviarde och
median

7.1 Inledning

I detta kapitel analyserar vi hur bootstrap fungerar vad géller medelfel for
det aritmetiska medelvirdet z, dir man kan rikna exakt, samt &dven i nagon
man medianen. Att analysera hur bootstrap fungerar for Z &r mest av teoretiskt
intresse som ett enkelt fall dar vi kan rikna exakt och alltsa kan se att bootstrap
fungerar. For medianen kommer man att fa fram férvanande precisa resultat
atminstone i de specialfall man kan ridkna exakt pa.

7.2 Aritmetiskt medelvarde

For att skatta § = E(X) ur observationerna x, xs, - - - ,, anvander vi oss av
plug-in-skattningen 6(zq,xs,- - ,2,) = Z. Modellen dr som vanligt att vi ser
x1,T9, -+ , T, som utfall av de oberoende likaférdelade stokastiska variablerna

Xy, Xg, -+, X, som alla har fordelningen F'. Vi vet att

~ = g

V(O(X1, Xa, -, X)) =V(X) = —

dir 02 = V(X;). 02 &r ju okiind men kan skattas med

1
2 o Y
SH(xy, Ty, Ty) = — El(gz:z T)

och man brukar ange det s k medelfelet se(=standard error)

~ N S(l’l,l’g,"' ,l‘n)
se=d(0) =
Vn
som alltsa &r en skattning av D(@(Xl, -+, X,,)). Detta numeriska vérde &r ett

~

matt pa osdkerheten i Z. Ofta anvénds z £ 1.96d(f) som ett approximativt

85
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95%-igt konfidensintervall for . Detta bygger pa en anvindning av Centra-
la gransvirdessatsen diar man riknar som om (X; + Xo + -+ + X,,)/n vore
N(0, s?(x1, 29, -+ , ) /n)-fordelad.

7.2.1 Icke-parametrisk bootstrap av medelvirde

Vi genererar (givet observationerna xi,xs,- - ,x,) alltsa ett slumpméssigt
stickprov X7, X5, .-+, X7 dér vi for ¢ = 1,2,--- ,n later P(X] = z;) = 1/n
for 7 =1,2,--- ,n och att dessutom X7, XJ,---, X &r oberoende.

Just for 0 = 7 gar det att rdkna exakt pa vantevirde och varians for stick-
provsvariablen som hor till bootstrap-skattningen

-~

0 =0(X:, X5, XD)

n

under den fordelningen som Xmna har dvs P(X/ = z;) = 1/n for j =
1,2,--- ,n. Att bilda véntevirde (respektive varians) med avseende pa den-
na fordelning betcknar vi med Ez respektive Vz . Detta vintevérde respek-
tive varians ar alltsa att betrakta som det betingade véntevirdet respektive
variansen givet observationerna i, xs,- -+ ,x,. Vi far

B 06150 X0 = B, (1320 ) = 13 ) = ),
i=1 i=1
Vi har
* - * - 1 -
Ep (X7) = ijP(Xl = ;) = ijﬁ =7
=1 j=1
och (p g a att X7, X;,---, X} &r oberoende och likaférdelade)

Axr X . I ye) _ I ¢ o Ve (XD)
Vﬁ‘n< <X17X27"' ,Xn)):Vﬁn <_ZXJ> :—QZVEL(XJ.):EL—I_
: =

n n

Vi har vidare
Vi, 060) = B, (X = By, O00F) = B, (01 = 2)) = £ > =57

och alltsa far vi

~ . 1 — 5y n—1 s*xy, 39, ,1,)
Vﬁn( (X1>X2>"' 7Xn)):ﬁ;<xl_$) = n ’ n
som ger
. ez, 1 N 1
g\eboot:D<8<Xik7X§7... 7X;)):S(m1;l‘27 ,l’) n :d(@) n
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som alltsa (sa ndr som pa den ovésentliga faktorn y/(n — 1)/n) 6verensstdm-

-~

mer med medelfelet d(6) enligt ovan.
Just for 6 = z kan man visa att (likformigt i u)

@\(XLX;?aX*)_j é\()(17)(27'“a)(n)_e ‘
P " <ul|-P <ul]|—0
‘ <3<XT7X§"" 7X;)/\/ﬁ N 3(X17X27"' 7Xn)/\/ﬁ N

med sannoliket 1 da n — oo, dvs for néstan alla utfall zq, 29, ,z,, -+ av
X1, X5, ,X,,---. Den forsta sannolikheten skall som alltid tolkas som den
betingade sannolikheten

O(X* X* ... X*)— 7
P<( 1 29 ) n) xSU,XIZ.TI,XZZ*TQ?'.'7X”:xn>'

S(XT7X;7 e 7X:;)/\/ﬁ

7.2.2 Parametrisk bootstrap

Den parametriska bootstrap-férdelningen konvergerar pa motsvarande sétt for
6 = = mot den sanna férdelningen da n — oo.

Om t ex X;:na #r oberoende Exp(f)-fordelade sa innebédr ju en parametrisk
bootstrap att vi genererar X7, X3, -+, X med Exp(z)-fordelningen. Eftersom
X} /z &r Exp(1)-fordelad géller att

noXx
@ ar I'(n, 1)
T

dvs att S, X7 &r I'(n,1/7). A andra sidan &r Y., X; ju I'(n,1/0) och
eftersom 1/ — 1/6 da n — oo (med sannolikhet 1) sa géller att (likformigt i
u)

’P (in*/x <ulX, =21 Xe = 29; -+ 1 X, :xn>—P (ZXZ-/Q < u) ‘ =0
i=1 i=1

da n — oo med sannolikhet 1, dvs for “nastan alla” sekvenser x1,zq, - -.

Som tidigare papekats saknar denna typ av teoretiska satser egentligt in-
tresse eftersom vi vill kunna anvénda bootstrap (bade parametrisk och icke-
parametrisk) just for dndligt n och for vésentligt mer komplicerade stick-
provsvariabler &n .

7.3 Median

Medelfelsberékningen for r saknar annat dn teoretiskt intresse men situatio-
nen blir en annan om vi later 6(zy, zg, -+ ,x,) = median(zy,x9,- - ,z,) och
forsoker rédkna ut medelfelet se for denna. For en allmén fordelning finns helt
enkelt inget explicit uttryck for V(median(Xy, Xs, -+, X,)). Dock finns ap-
proximativa uttryck som bygger pa normalférdelningen namligen att variansen

ar 1/(4nf?(m)) dér m #r den sanna medianen och f ir tdtheten for X;:na.
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Fér bootstrap-variansen Va(median(X7, X5, -+, X)) kan man med viss méda
konstruera explicita uttryck (se nedan) men detta &r helt ovésentligt — vi
kan ju dnda simulera denna fordelning godtyckligt val genom att utfora fli-
tig bootstrap. Vi berdknar da (for t ex B = 1000 eller B = 10000)

B
[ 1 * D
Sezoot,B ~B_1 2(9(93 ) —60()°

*b *b

dir 0 = (3%, 230, -+, 27?) dr det bite framlottade bootstrap-stickprovet och

0(z**) = median(z*®) for b =1,2,--- , B och

7= > 0™

B
b=1

Vi lottar fram B bootstrap-stickprov, skattar medianen i vart och ett av
dessa och studerar dessa medianers spridning kring sitt gemensamma me-
delvérde. Eftersom vi vet att S€por, — S€poot = Dp(median(X7F, -+, X))
da B — oo ser vi att vi genom flitig simulering kan konsistent skatta den san-
na bootstrap-standardavvikelsen med hjélp av simuleringarna. Den besvérliga
exakta berikningen av medelfelsskattningen Sey,.; ar alltsa inte nodvandig for
medianen liksom inte heller for nagra andra skattningar. For att kunna kon-
trollera att det hela fungerar &r det dock trevligt att vi for medianen kan slippa
gora den approximation som sjélva simuleringen av bootstrap-férdelningen in-
nebéar nar vi forsdker berdkna standardavvikelsen i bootstrap-fordelningen.

7.3.1 Exakt uttryck for medelfel med bootstrap
for medianen

Vi antar for enkelhets skull att stickprovet innehaller ett udda antal distinkta
observationer dvs att n = 2r 4+ 1 for nagot heltal r.

~

Uppenbart ar att 6(z*) = medianen(z*) &r nagon av de ursprungliga data z;
da vi har ett udda antal observationer i vart stickprov.

Om vi sorterar stickprovet i storleksordning far vi (z(1), z(2), -+, Z@w))-
Kalla medianen i bootstrap-stickprovet for m*, dvs att
5(:1:*) = medianen(z*) = m" = x{, ).
Vi far
P(m* <x@)) = P(r+ 1 eller fler av X7, X5, -+, X <))
och alltsa om vi later x() = —o0

P(m* = x(i)) =P(m* < :L‘(i)) — P(m* < :r;(i_l))

Om vi later U;= antalet i bootstrap-stickprovet < x(;y sa ér U; da Bin(n,i/n).
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Pa samma sétt &r V;= antalet < x(;_1) ju Bin(n, (i —1)/n).

Alltsa far vi
Pm* =z@l)=PU >r+1)—PV;>2r+1)=PV,<r)—P(U; <r)

som berdknas med binocdf (r,n, (1-1)/n)-binocdf (r,n,i/n) dar vi anvant
Matlabfunktionen binocdf som berdknar fordelningsfunktionen fér binomi-
alférdelningen.

Med 9 data blir 9 = 2r + 1 dvs r = 4 och medianskattningen blir zs).
Vi far for n = 9 att med p(i) = P(m* = x(;) ar

p(1) = p(9) = 0.0014, p(2) = p(8) = 0.0289,

p(3) = p(7) = 0.1145, p(4) = p(6) = 0.2207, p(5) = 0.2690

Detta ar berdknat med foljande Matlab-funktion dér argumentet &r ett udda
tal n:

function p=pexact(n);

r=floor(n/2);

p(1)=1-binocdf(r,n,1/n);

p(n)=p(1);

for i=2:r+1;
p(i)=binocdf(r,n, (i-1)/n)-binocdf(r,n,i/n);
p(n+1-i)=p(i);

end;

Denna komplicerade kalkyl visar alltsa hur vi i princip kan fa fram ett exakt
uttryck pa Seépps, dvs den “ideala” bootstrap-skattningen av medelfelet for
medianen for B = oo. Detta eftersom vi far P(m* = x(;) = p(i) och allsa
kédnner den sanna bootstrap-fordelningen.

Med hjélp av de upprepade simuleringarna inte behéver berdkna denna exakt
utan kommer att kunna fa fram den som den observerade spridningen mellan
de B bootstrap-skattningarna, dvs vi berédknar Sey.: g for nagot stort B.

7.3.2 Vissa problem med medianen

En tumregel som brukar anges (t ex i Efrons bok) ar att B = 200 brukar ricka
for att skatta medelfel. Detta 4r aningen optimistiskt atminstone vad géller
medianen.

Vi tar ett konkret exempel (hamtat ur Efrons bok) med 9 observationer
52 104 146 10 51 30 40 27 46

som har £=56.22 och s = 42.4758 samt median=46. Efron hdvdar att B = 200
racker for att skatta medelfelet for medianen.
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Den sanna fordelningen for medianen i bootstrap-stickproven visas i figur 7.1
och den har véantevarde 45.86 och standardavvikelse 13.08. Notera att det finns
(ndstan osynliga) punktmassor 0.0014 i punkterna 10 och 146 men dessa sma
punktmassor har ganska stort inflytande pa standardavvikelsen.

Bootstrap-fordelning for median
0351

medelvarde 45.85
standardawvikelse 13.08

025

0151

0.051

Figur 7.1: Exakt bootstrap-fordelning fér medianen av 9 observationer.
Viantevarde 45.85, standardavvikelse 13.08

Nér vi alltsa simulerar bootstrap-fordelningen &r det fordelningen i figur 7.1
vi forsoker simulera och nér vi forscker berdkna medelfelet Sep,,: dr det stan-
dardavvikelsen i denna fordelning vi férsoker skatta.

Vi genererade B=100000 bootstrap-stickprov fran dessa data och skattade
medianen i vardera. I grinsen B = oo dr medelfelet 13.08 och detta éar alltsa den
sanna standardavvikelsen i figuren ovan. Man ser ur figur 7.2 att konvergensen
mot detta virde ar ytterst langsam for detta datamaterial.

Medianen ar en osedvanligt “elak” parameter nir det galler sa hir sma stick-
prov som n = 9, men det kanske kan ge anledning till en viss skepsis om att
man klarar sig med sma véirden pa B.

Svarigheten med medianen ar att vi forsoker simulera en férdelning med en-
dast nagra fa punktmassor for att berdkna variansen. Eftersom vi har sma
punktmassor i “4ndarna” och att dessa kan ligga “langt ut”, sa forstar man
att det krdvs manga simuleringar om man vill vara sidker pa att fa ett bra
virde pa variansen. Hacken i figur 7.2 6ver “Medelfelsskattning som funktion
av B” beror antagligen pa att vissa av bootstrap-stickproven gett median-
skattningar i de extrema punkterna. Plotsligt okar da variansen dramatiskt.
Ju fler simuleringar vi gor, desto mindre hack far vi, men konvergensen &r
langsam.

Med lite perspektiv pa vad vi faktiskt utrdttat, kan man dock tycka att en
halvhyfsad (£10%) skattning av medelfelet duger. Vi bor dessutom inte tappa
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Medelfelsskattning for median som funktion av B
14 | B N A I | S B N B | R B A A R

, b AN
13 ! W W W

121

11F 4

10 10 10 10 10

Figur 7.2: Medelfelsskattning for median som funktion av B=antalet
bootstrap-stickprov

bort det faktum att vi erhallit en vettig skattning av medelfelet for medianen
av 9 data. I avsnitt 7.4.2 kommer vi ndmligen att atminstone i ett specialfall
kunna visa att bootstrap ger en rimlig skattning av medelfelet.

7.4 Skattar bootstrap-medelfelet
standardavvikelsen?

Det centrala &r egentligen att vi vill fa en bra skattning av standardavvikelsen
for 6, dvs av Dp(0(X1, Xs, -+, X,,)), men detta kraver att vi bildar vantevirde
over F', dvs den bakomliggande férdelningen som genererat vara data. Den har
vi ju ingen kunskap om annat &n i form av vara data 1,22, , z, dvs i form
av den empiriska férdelningen F},. Man kan nu undra hur bra det gar att skatta
standardavvikelsen for stickprovsvariabeln 6 i denna bakomliggande férdelning
genom att studera bootstrap-skattningen av medelfelet for vara observerade
data i situationer dér vi vet svaret.

~

Som némnts &r medelfelsskattningen med bootstrap Sy = D (0(X7, X5, -+, X}}))
att uppfatta som en betingad standardavvikelse givet observationerna, dvs som

~

Dx(6*) =D (6(Xf,X§,m XX = o Xo =3+, X, = a:n) .

Detta utgor alltsa en funktion av xy,zs,---,x, som vi skulle kunna kal-
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la g(x1, 29, -+ ,x,). En av de stora podngerna med bootstrap dr att denna
komplicerade funktion g inte behover tas fram analytiskt utan vi simulerar
den. Vi betraktar nu g(Xi, Xs, -+, X,,) dvs vi ser det ursprungliga stickpro-
vet som slumpméssigt och vill berdkna F(g(Xi, Xs, -+, X,,)). Detta innebér
alltsa att vi studerar hur medelfelsskattningen med bootstrap fungerar som

punktskattning av den sanna standardavvikelsen D(0(X1, Xo, -+, X,,)) dér vi
bildar vantevéirde 6ver alla stickprov vi kunde ha fatt.

For att kunna gora kalkylerna lite littare viljer vi att i stillet studera sep,,,
dvs V&(6*) i stéllet for D#(0%).

7.4.1 Aritmetiskt medelviarde

I fallet § = 7 sa &r ju §8p0r = o (x; — 7)?/n?. Denna medelfelsskattning
beror alltsa av de ursprungliga observationerna. Vi nu ser dessa som stokastiska
dvs betraktar se;,,, som en stickprovsvariabel och denna blir alltsa

L, 1 ]
Segoot = ﬁ Z(XZ - X)2

i=1

. ~2 . .
Notera hur vi nu ser se;,,, som en funktion av variablerna Xi,--- , X,, dvs som
stickprovsvariabel. Vi tittar nu pa véantevirdet for denna stickprovsvariabel
dvs berdknar

Ep(5€y001) = Er (Z(Xi — X)? /n2> =

=1

:MEF< : im—ﬁ)="‘1EF<82>=”‘1"—2=”‘1vF<X>

n2 n o n n

dir vi utnyttjat att Er(s?) = o?. Detta betyder att vi med bootstrapmeto-
diken far fram (sa nér som pa faktorn (n — 1)/n) variansen for stickprovsva-
riabeln X Atminstone i genomsnitt — dvs i genomsnitt 6ver alla de tinkbara
stickprov vi kunde ha fatt. Notera att i ovanstaende kalkyl Er innebéar en
vantevirdesbildning 6ver fordelningen F. Vad ovanstaende kalkyl alltsa visar
dr att sep., dr ett (nidstan) vintevirdesriktigt sitt att skatta variansen for

stickprovsvariabeln X.

7.4.2 Median

Vi skulle pa motsvarande sétt vilja kunna analysera medianen, men tyvéarr
finns ingen enkel formel for V' (median(X;, Xo, -+, X,,)) utan vi far titta pa
nagon situation dar man kan rdkna exakt pa medianen. En sadan situation ar
om Xy, Xy, -+, X, & oberoende exponentialférdelade Exp(1).

Lat X1y, Xy, -+, X(n) vara X, Xs,---, X, sorterade i storleksordning. Pa
grund av “minneslosheten” hos exponentialférdelningen och att minimum av
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oberoende exponentialférdelade &r exponentialférdelad dar “intensiteterna”
adderas géller att

X ar Exp(1/n) och Xy — X-1y ér Exp(l/(n+1—1)) fori=2,3,---,n

samt att de alla &r oberoende.

Alltsa galler for Exp(1)-férdelade variabler

(n+1)/2
' 1
E (median(Xy, X, .-+, X,)) = E(X(ny1)2) = ; n—i+1
och
(n+1)/2 1
V (median(Xy, Xo,- -+, X,,)) = Z m

om n dr udda (da dr ju medianen entydigt bestdmd — annars blir den medelvar-
det av de tva mittersta vilket komplicerar kalkylen aningen). Medianen ar da
Xy dérr = (n+1)/2. Fér n = 9 respektive n = 101 ger dessa formler véirdena
0.7456 och 0.6981 for vantevardet respektive 0.1162 och 0.0099 foér variansen
for X ((n41)/2). Dessa virden utgor alltsa de sanna véntevirdena respektive vari-
anserna for stickprovsvariabeln. Dessa varden skulle vi vilja kunna skatta med
bootstrap-metodik utan att utnyttja antagandet om exponentialférdelning.

I syfte att undersoka om man kan erhalla detta med bootstrap-metodik, gene-
rerades 10000 stickprov av storlek 9 resp 101 (udda antal eftersom vi ville ha en
unik “mittobservation” som skulle utgora medianen) fran Exp(1)-fordelningen.
I varje sadant stickprov berdknades den teoretiska bootstrap-fordelningen for
medianen med hjélp av den sannolikhetsfordelning som togs fram i avsnitt
7.3.1.

Fordelningen for 8* (dvs bootstrap-fordelningen) blir alltsé att P(6* = T() =
p; for i = 1,2,--- 'n déir p;:na berdknades i avsnitt 7.3.1 pa sidan pa si-
dan 89 och z(;) var den i:te i storleksordning av 1, x, - - - , z,. Vintevirdet i
bootstrapfordelningen ar alltsa

i=1
och vi far

Sehoot = Bp((07)°) = (B(09))* = Y pialy — (Y pizw)*.
i=1 i=1

Dessa utgor alltsa funktioner av x1, o, - - - , x,, och skulle kunna betraktas som
tva punktskattningar. Vi betraktar nu motsvarande stickprovsvariabler, dvs
motsvarande funktioner av Xy, Xy, --,X,,. Det ar dessa stickprovsvariabler

som vi analyserar genom att ta deras véantevirden och detta svarar mot att
bilda medelvirde 6ver alla ursprungliga observationer vi kunde ha fatt.
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For varje enskilt stickprov erholls alltsa en separat bootstrap-fordelning dér
punktmassorna hela tiden var desamma men de hade olika placering beroen-
de pa hur stickprovet sag ut. I dessa 10000 bootstrap-fordelningar berdknades
vantevarde respektive varians. Variansen svarar alltsa mot kvadraten pa medelfels-
skattningen. Vi erholl alltsa 10000 olika bootstrap-fordelningar och hur véntevirde
och varians varierade i dessa for n = 101 visas i figur 7.3 respektive 7.4.

Egentligen skulle man kunna fa fram variansen fér medianen i varje stickprov
med bootstrap-generering med nagot stort B, men enligt vad som syntes ovan
i figur 7.2 behover B vara stor for just medianen och hér kan man alltsa
fa fram véntevirdes- och variansskattningen for B = oo analytiskt och for
att gora kalkylen hanterlig anvinds denna “genvég” till bootstrap-metodens
medelfelsskattning.

Analys av median fér Exp(4) med bootstrappning

Antal|Sant vantev.|Bootstrap vantev.|Sant var.|Bootstrapvar.
9 0.7456 0.7974 0.1162 0.1552
101 0.6981 0.7027 0.0099 0.0110
Kolumnerna “Sant véntev.” respektive “Sant var” anger alltsa exakta vérdena
pa vantevirde respektive varians enligt formlerna ovan. “Bootstrap vintev.”
respektive “Bootstrap var.” &r det genomsnittliga bootstrap-vantevéirdet re-
spektive bootstrap-variansen (alltsa berdknade 6ver i princip alla ténkbara
ursprungliga observationer). For ett enskilt ursprungligt stickprov kan vénte-
virde repektive varians i bootstrap-fordelningen se annorlunda ut. Figurerna
7.3 och 7.4 visar variabiliteten i dessa beroende pa hur det ursprungliga stick-
provet rakade bli!

Férdelning for bootstrap-skattning for median av 101 Exp(1)-fordelade - 10000 stickprov
1200 T T

T T T
Sant véntevérde=0.6981

—_ Bootstrapskattning=0.7027

1000

800 M

600

400f

200
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Figur 7.3: Fordelning fér bootstrap-vintevirde for median av 101
Exp(1)-férdelade. Sant véntevirde=0.6981. Genomsnitt av bootstrap-
vantevarden=0.7027

Enligt asymptotisk teori sa ar X (,+1y/2) asymptotiskt N (m,1/(4nf?(m))) dér
m #&r medianen. Har ingar tdtheten for den (i allménhet okénda) bakomlig-
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Férdelning for bootstrap-varians fér median av 101 Exp(1)-fordelade - 10000 stickprov
00 T T

1400} N Sant varde=0.0099

Bootstrapskattning=0.0110
1200(
10001 M

800
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Figur 7.4: Fordelning for bootstrap-varians for median av 101 Exp(1)-
fordelade. Sann varians=0.0099. Genomsnitt av bootstrap-varians=0.0110

gande fordelningen F. I specialfallet Exp(f)-fordelningen som vi studerar &r
m = #1In2 och vi far

~\ _ _—0In2/6 __ 71n2_1
f(m)=e =e =3
sa vi far att medianskattningen X (,11)/2) ér approximativt N(In2,1/n). Det-
ta ger N(0.6931,0.0099) for n = 101 och N(0.6931,0.111) f6r n = 9. Detta
stimmer utomordentligt bra med de exakta virdena vad giller varianserna.
Faktiskt ar dessa varianser béttre &n vad Bootstrap-metoden ger. Man bor
dock tédnka pa att normalapproximationen bygger pa detaljerad kunskap om
exponentialférdelningens téathet. Bootstrap-metodiken déremot fungerar helt
oberoende av fordelningsantaganden. Vi kommer att atervénda till medianen
for exponentialfordelade i avsnitt 8.3.2 pa sidan 105 da vi kommer att se att
en vintevardes-korrigering med bootstrap ér ytterst effektiv.
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Kapitel 8

Bias-skattning med bootstrap

8.1 Inledning

Bias betyder bristande vantevérdesriktighet, dvs ett systematiskt fel i skatt-
ningen. I detta kapitel tas metoder fram som mojliggor skattning av detta
systematiska fel. Nar man vél skattat det systematiska felet vill man natur-
ligtvis ofta anvénda sig av denna skattning for att korrigera sin ursprungliga
skattning sa den blir vantevardesriktig.

Definition 8.1 Bias och vintevirdesriktighet
Om vi har en skattning 0 = 7(z) av 0 = t(F') later vi

biasp = biasp(1,0) = Ep (17(X)) — 0 =
= Ep(m(X)) — 1(F)

vara det systematiska felet (bias) for 7.

Bias anger hur mycket skattningen av parametern i genomsnitt 6verstiger pa-
rametern. En véntevirdesriktig skattning har biasp = 0 oavsett F' (dvs oavsett
0:s virde). O

Man bor kanske papeka att vi hiir inte nddvéndigtvis betraktar enbart plug-
in-skattningar utan @ = 7(z) kan vara nagon annan typ av skattning. Dock &r
vi speciellt intresserade av fallet att 7 ar en plug-in-skattning 7 = ¢(F').

~

Viéntevirdesriktiga skattningar, dvs som uppfyller Er(0) = 6 = t(F) oavsett
F (dvs oavsett vérdet pa 6) ar att foredra. Dessa har alltsa bias 0. Plug-in-
skattningar dr inte nodvandigtvis vantevardesriktiga, men de har oftast liten
bias.

For att med bootstrap skatta det systematiska felet (bias) for 6-skattningen
7(z) anvénder vi oss av plug-in-skattningen av biasg, dvs vi betraktar bias
for 6-skattningen 7(z) som den parameter som skall skattas! Vi har alltsa en
funktional av F' som for en viss skattning 7 &r det systematiska felet som 7
har som skattning av 6 = t(F). Plug—in—skattnillgen av detta systematiska fel

ar alltsa samma funktional fast applicerad pa F.

97
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Definition 8.2 Bootstrap-skattning av bias
Bootstrap-skattningen av bias fér 7 som skattning av 6 = ¢(F') definierar vi
som plug-in-skattningen av biasgp = Er(7(X)) — t(F) dvs som

biasg(t,0) = Ep (1(X*)) — t(F).

Speciellt ar
biasﬁ(g, 0) = Ex

|
/N
)
>
-
N—
|
=)
&

om 0 ir plug-in-skattningen t(ﬁ ). O

Notera att detta betyder att vi for plug-in-skattningar skattar férdelningen for
0(X) — 0 med den observerade fordelningen for

~ ~ ~ -~

0" —9($) = (XT7X;7 aX;;) _9(1'173327”' 7xn)

som vi kan simulera fram med bootstrap-generering.

bias 7 ar alltsa tyngdpunkten i férdelningen for g(X *)— 5(.%) vars fordelning vi,
enligt den grundldggande bootstrap-hypotesen, tror nagorlunda vél approxi-
merar fordelningen for 0(X) — 6. Om alltsa 6(X) i genomsnitt Gverstiger 6

~ ~

(positiv bias) sa borde alltsa pa motsvarande sitt 0(X*) overstiga 0(x)

Observera att andra termen i bias 7 ar plug-in-skattningen av § = ¢(F'), dvs
t(ﬁ) sa detta forutsidtter att vi har tillgang till en plug-in-skattning av 6.
Skulle man till &ventyrs inte kunna ta fram en plug-in-skattning av # kan man
naturligtvis “fuska” genom att behandla 7(z) som om den vore en plug-in-
skattning. Det adr dock ganska ovanligt att inte man inte kan ange en plug-in-
skattning — de flesta parametrar utgor ju nagon aspekt av den bakomliggande
fordelningen F' som genererat observationerna.

I allménhet kan vi inte berékna Ez (7(X*)) exakt, men vi har vara simuleringar
att tillga och kan skatta den med aritmetiska medelviardet av vara bootstrap-
skattningar.

Vi skaffar oss B oberoende bootstrap-stickprov *!, 2*2, - - - . £*5. Sen beriknar
vi skattningarna 7*(b) = 7(z**), b=1,2,---, B for alla dessa B stickprov. Vi
approximerar bootstrap-forvintan Ex (7(X*)) med aritmetiska medelvérdet
av dessa skattningar, dvs med

1 & 1 &
* o * o *b
B = 5270 = 5 D7
eftersom detta enligt stora talens lag konvergerar mot Ez (7(X*)) da B — oo.

Vi skattar slutligen bias baserad pa dessa B replikationer med

— ~

biasp = T5(-) — t(F).
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eller med biasp = «/9\*3() — A(m) om vi har en plug-in-skattning.

Om vara observationer ligger i vektorn x och plug-in-skattningen 0 beriiknas
med m-filen estimate, dvs genom estimate (x) sa far man skattningen bias_est
av det systematiska felet (bias) genom

boot=bootstrp(B,’estimate’,x);
bias_est=mean(boot)-estimate(x)

med B “stort”, t ex 1000 eller 10000.

8.1.1 Bias for skattningar av viantevirde och varians

For vissa skattningar, t ex av vanteviarde och varians, kan vi studera hur
bootstrap-skattningen av bias fungerar eftersom vi kan rikna exakt pa dessa.
Detta ar ju dock av begrénsat teoretiskt intresse — vi vill kunna anvénda
bias-skattningarna just i sa komplicerade situationer att vi inte kan gora en
teoretisk analys. Att bootstrap fungerar bra i dessa “check”-situationer ger oss
dock forhoppningen att den fungerar dven i de komplicerade situationerna.

Exempel 8.1 Vintevdrde
Om 7(z) = & och t(F) = 0 = Ep(X) sa vet vi att 7(x) ar vintevirdesriktig

eftersom Ep(X) = 6. Man inser litt att bootstrap-skattningen biasz = 0
eftersom Ez(X*) = 7 som medfér att biasz =7 — t(F) = 7 — & = 0 eftersom
T ar plug-in-skattningen av = Ep(X). O

Exempel 8.2 Varians
Variansskattningen

har en bias=—c?/n ty om Er(X;) = m giller att

1 1
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Detta &r orsaken till att vi oftast anvénder oss av den “véntevardeskorrigerade”

skattningen
1
2 _ 2
5°=—— % (x; — )

av o2 i stillet for 2.
Ovanstaende ger att bootstrap-skattningen av bias &r

n
—

1
biasp = —— Z(% —z)?
n

i=1

eftersom detta dr plug-in-skattningen av biasp(0?,0?) = —o?/n. O

I ovanstaende exempel kan vi alltsa beridkna den teoretiska bootstrap-skatt-
ningen av bias, men for en allmén skattning har vi ju alltid vara simuleringar
av bootstrap-fordelningen att tillga.

8.2 Bias-korrektion

Nér vi nu har en skattning av bias ar det naturligt att korrigera var skattning
med hénsyn till denna.

Definition 8.3 Bias-korrigerad skattning
Om 7 &r en skattning av § = t(F) ar den med bootstrap bias-korrigerade
skattningen 7

7 =1 —bias = 7 — biasz = 7(z) — Ex(7(X")) + 0()
Om 7 ér en plug-in-skattning dvs 7(z) = A(a:) = t(ﬁ) blir

~ ~

0 =20(z) — Ez(0(X"))
den bias-korrigerade skattningen. O

I praktiken kan ju inte Ez(6(X*)) berdknas exakt men vi har ju skattningen

biasp = 5*3() - é\(x) baserad pa de B bootstrap-stickproven och detta ger den
(skattade) bias-korrigerade skattningen

Op = 20(x) — O5(-).
Detta beror pa att Eﬁ(é\(X *)) utgor tyngdpunkten i bootstrap-fordelningen
och denna skattas naturligen med aritmetiska medelvirdet av vara bootstrap-
skattningar. I Matlab far man alltsa den bias-korrigerade skattningen est_korr
av en plug-in-skattning genom

boot=bootstrp(B,’estimate’,x);
est_korr=2*estimate (x)-mean(boot)
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Exempel 8.3 Bias-korrigering av variansskattningen
Om vi bias-korrigerar

)
I
S|
B
|
&I
s

n

§=0@) ~ biasp = - 3 (0~ 2~ (o D (o~ 2)) =

Om vi gor approximationen
nbl L1y 11
n?2 n n) " n I n—1

med anvéndning av 1/(1 —z) &~ 1+ z sa ser vi att vi hamnar mycket néra den
sedvanliga “vintevirdes-korrigerade” o2-skattningen

1
2 _ Z )2
ST o1 (z: = 2)

=1

genom att bias-korrigera den ursprungliga skattningen o(z). Har behovde
vi inga simuleringar for att se vad bias-korrigeringen innebar, men notera
att denna (néstan korrekta) korrigering sker helt automatiskt. Om vi bias-
korrigerat med hjélp av bootstrap-simuleringarna hade vi alltsa utan nagon
som helst kunskap om skattningens egenskaper fatt en (néstan perfekt) kor-
rekt vantevirdes-korrigerad skattning genom en rent mekanisk operation.

Man kan f 6 papeka att om man skattar systematiska felet med jackknife-
metoden (som beskrivs i kapitel 9) sa erhaller man genom bias-korrigering
detta exakt just for variansen. Detta beror pa att man faktiskt har avpassat
jackknife-skattningen av bias pa ett sadant sitt att det skall stimma exakt for
just variansen. Mer om detta nér vi behandlar jackknife-skattningen av bias.O

8.2.1 Skall man bias-korrigera?

Man kan tycka att det verkar tdmligen sjalvklart att man bor korrigera for ett
systematiskt fel (bias). Problemet &r att om man kan skatta bias och sa korri-
gerar sin skattning och som slutresultat tar den biaskorrigerade skattningen sa
far ju denna antagligen andra statistiska egenskaper dn den ursprungliga icke-
korrigerade skattningen, t ex har den antagligen ett annat medelfel. Bootstrap
gav ju en medelfelsskattning for den ursprungliga skattningen.
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Speciellt dr det intressant att stélla bias i relation till medelfelet i den ur-
sprungliga skattningen som vi mekaniskt skattar med sep ur vara bootstrap-
stickprov. Om det systematiska felet (bias) &r litet i forhallande till medelfelet
finns det faktiskt ingen storre anledning att bias-korrigera. Detta foljer av
foljande 6verviaganden.

For en godtycklig konstant a géller:
E((X —a)*) =V(X) + (B(X) — a)*
som alltsa t ex sédger att
E (01, X, Xa) = 0)°) =

~

= V( (Xl,XQ,"' ,Xn>> + <E(A(X1>X2>"' aXn) _0)2) =

= 5¢2.(0) + (biasp(8,0))>.

Storheten F ((Q(Xl, Xoy -0, Xp) — 9)2> kallas medelkvadratfelet (M SE — Me-

an Square Error).

Man ser med hjélp av Taylorutvecklingen

1
\/1+x:(1+x)1/2%1+§x

att

. 2
VMSE = \/56%(5) + biasF(@\, 0)2 = S€F<§)\/1 + (bmsF) R~

Sep
~ 1 [ biasy 2
~ 0|1+ = :
S@F()< +2(S€p))
VMSE kallas “Root Mean Square Error” och ar ett matt pa osdkerheten
som bade tar hiansyn till bias och medelfel. Om bias &r liten i foérhallande till
medelfelet finns det alltsa liten anledning att bias-korrigera utan v MSE =~
sep. T ex om biasp = sep/4 giller att vV MSE = 33/32ser ~ 1.03ser och att
det alltsa ar rétt meningslost att bias-korrigera.

8.2.2 Bias-skattning med Double bootstrap

Ett annan 16sning av problemet att berdkna medelfel for den bias-korrigerade
skattningen &r att se hela férfarandet med bias-korrektion som ingaende i skatt-
ningsférfarandet! For en foreslagen ursprunglig skattning 6 dr det alltsa “egent-
ligen” den vintevirdes-korrigerade skattningen § = 6 — bias 7 Vi dr ute efter
att analysera vad géller t ex medelfel.

Detta innebér att man skulle kunna utféra bootstrap pa aven detta skattnings-
forfarande!! Detta brukar kallas “double bootstrap”, dar man alltsa utgaende
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fran de B bootstrap-stickproven medelst bootstrap bias-korrigerar for varje
enskilt bootstrap-stickprov.

Med bootstrap-stickproven z*!,2*?, - - - | z*¥ skaffar vi oss for stickprov b alltsa
forst skattningen 6(z*®) som vi sen med hjilp av bootstrap forsoker bias-
korrigera. Alltsa skall vi utifran detta stickprov z*bA utfora en bootstrap och
vinteviirdes-korrigera 0(z*®) till f(x**) = 20(x*®) — 6*°(-) dar 0*°(-) ar aritme-

tiska medelvirdet av skattningarna i bootstrap-stickproven framlottade ur z*°.

En skattning av #:s medelfel far vi sedan genom

Faoons(0) = | > (O@) - 0())?

dir 0(-) = 27 6(x*)/B.
Detta forfarande blir extremt berékningsintensivt och dr antagligen inte sér-

skilt realistiskt. Med B = 1000 och om vi goér 500 bootstrap i varje bootstrap-
stickprov tvingas vi alltsa beridkna skattningen 500000 ganger.

8.3 Bias-skattning for median

Redan nér vi studerar en sa enkel skattning som medianen far vi ett syste-
matiskt fel som med traditionell analys dr mycket svart att hantera utan att
lagga pa mycket restriktiva antaganden om den bakomliggande férdelningen
F' som genererat observationerna.

Exempel 8.4 Skattning av median
Foljande exempel &dr hdmtat fran Urban Hjort:” Computer Intensive Statistical
Methods”.

Vi har observerat elva livslangder
5700 36300 12400 28000 19300 21500 12900 4100 91400 7600 1600

Medianen 6 i férdelningen F som genererat livslingderna skattas med den
6:e i storleksordning av observationerna dvs 6 = x) = 12900 som ju utgor
plug-in-skattningen av medianen 6.

Vi gor en bootstrap av vara data B = 1000 ggr, skattar medianen med den
mittersta observationen i vardera av dessa stickprov och erhaller medelvérdet
av dessa till 6*(-) = 14843 och vidare erhaller vi medelfelsskattningen 5737.

I Matlab gors detta med koden déar vektorn x innehaller vara 11 observationer
boot=bootstrp(1000, 'median’,x);

bootest=mean(boot)
seboot=std (boot)
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~ ~

dvs vi fick for Ez(6(X™*)) approximationen bootest=14843 och fér Dz (0(X*))
approximationen $€psor1000=s€boot=5737.

Var bias-skattning blir da 6%(-) — § = 14843 — 12900 = 1943 och detta ger den
bias-korrigerade skattningen # = 12900 — 1943 = 10957. O

8.3.1 Skattning av medianen med medelvirdet

Det kan verka underligt att skatta medianen med z. Detta &r ju inte plug-in-
skattningen (den &r ju medianen av empiriska fordelningen dvs 12900), men om
fordelningen dr symmetrisk kring F(X) sa dr medianen=FE(X) och eftersom
man vet att T dr optimal t ex om fordelningen #r normalférdelning, sa &r
det (i alla fall i den situationen) béattre att skatta medianen 6 med z &n med
medianen av observationerna.

Vi vill nu anvéinda z som skattning av medianen. Om vara data skulle komma
fran en exponentialférdelning sa skulle ju en listigare skattning av medianen va-
ra T In 2 eftersom medianen=F(X ) In 2 for just exponentialférdelningen. Detta
konstaterande forutsédtter dock att vi har gjort detta detaljerade férdelnings-
antagande. Var nya skattning z av medianen skulle alltsa (t ex i exponential-
fordelningsfallet) ha en kraftig bias, men vi kommer att se att biaskorrigeringen
faktiskt automatiskt kommer att kompensera for dettal

Var nya skattning av medianen 6 #r nu alltsa 7(z) = = = 21891. Vi goér nu
en bootstrap av vara data och berédknar z* i dessa bootstrap-stickprov och
erhaller dérvid deras genomsnitt till 22608.

Egentligen ar denna bootstrap onddig eftersom vi kan rikna exakt pa just z
och skulle alltsa fa bootstrap-véntevérdet Ex(7(X*))=21891 om vi tagit den
teoretiska bootstrap-fordelningen, men for realismen i exemplet sa anvander
vi oss av vérdet 22608.

Vi kan nu gora bias-skattningen och erhaller
biasy = Ex(T(X*)) — t(F) = 22608 — 12900 = 9708

dvs en mycket kraftig bias. Notera att andra termen &r plug-in-skattningen av
medianen och inte § = Z! Detta forfarande forutsitter att vi har tillgang till
en plug-in-skattning, men sadana &r ofta latta att hitta.

Alltsa skall vi korrigera var skattning 7(x) = = 21891 med denna bias och
erhaller da 6 = 21891 — 9708 = 12183 dvs ungefar samma resultat som da vi
anvinde medianen som skattning.

Om vi hade latit bli att utféra bootstrap-genereringen nér vi analyserade Z och
i stéllet anvént den teoretiska bootstrap-skattningen hade vi fatt Ex(7(X*)) =
21891 och alltsa fatt bias-skattningen 21891-12900=8991. Detta hade i sin tur
gett den bias-korrigerade skattningen § = 21891 — 8991 = 12900 dvs precis
plug-in-skattningen av medianen!
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Detta &r naturligtvis ingen tillfallighet utan beror pa att nér 7(z*) &r centrerad
kring 7(zx) dvs att Ez(7(X™*)) = 7(x) sa far vi den bias-korrigerade skattningen
till

0 = 7(z) — biasy = 7(z) — (Bp(r(X") =#(F)) = (F)

dvs plug-in-skattningen av 6.

Detta att vi med hjilp av bias-korrigering av z kommer fram till plug-in-
skattningen kan tyckas vara lite futtigt speciellt som den resulterande plug-
in-skattningen, dvs medianen, sjdlv har en viss bias. Avsikten &r snarare att
visa att en skattning med extremt stor bias pa ett automatiskt sétt korrigeras
till en skattning med avsevért mindre bias. Samma mekanism fungerar fér en
vettig skattning med liten bias, dvs vi lyckas i stort sett fa bort bias genom
rent mekaniska operationer.

8.3.2 Exakt kalkyl for medianen

Medianen av observationerna har alltsa en viss bias som skattning av medianen
i den bakomliggande fordelningen. Eftersom det (vad vi vet) inte finns nagon
explicit formel for bias hos medianen maste vi studera nagot specialfall om vi
vill kunna se hur bra bias-korrigeringen i verkligheten &r.

Antag (for att vi ska kunna rdkna pa medianen) att vara data bestar av 11
varden xy, xy, -+ , 11 fran en exponentialfordelning Exp(6). Eftersom 6 &r en
ren skalfaktor kan vi anta att 6 = 1.

Man kan visa att X — Xq_1) ar Exp(1/(12 — 1)), ¢ = 1,2,---,11 med
X(0) = 0. Detta eftersom minimum av exponential-férdelade variabler &r expo-
nentialfordelad med en intensitet som dr summan av de ingaende variablernas
intensiteter. Vidare utnyttjar man att exponentialférdelningen saknar minne
sa att

P(X >s+t|X >s)=P(X >t) for alla s,t > 0.
Denna egenskap karaktériserar faktiskt exponentialférdelningen.

Alltsa far vi

1
lﬂXm):E:lz—j

j=1

Som tidigare later vi X(;y betyda den i:te ordningsvariabeln, dvs den i:te i
storleksordning av X, Xo,--- , X,,.

Var skattning 0 = 76y =medianen i vart stickprov om 11 data har véntevirde

1 1 1 1 1 1
EXgp)=—+—4+-+-+=-4+=-~0.7365
e TR TR R
medan den sanna medianen i Exp(1)-fordelningen dr In2 ~ 0.6931. Vi vill nu
biaskorrigera var medianskattning x () och ska da géra en bootstrap av data.
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Vi gor en analys med hjélp av den teoretiska bootstrap-fordelningen eftersom

vi ju kunde rdkna exakt pa just medianen och far da med p;, = P(X(G) =
x@)), ©=1,2,--- 11 enligt avsnitt 7.3.1 pa sidan 88 att

11
Ep(X{g) = ) pitep-
i=1

dér alltsa dessa blir p; = p1; = 0.0002, po = p1p = 0.0070, p3 = py =
0.0440, ps = pg = 0.1215, p5 = p;y = 0.2059, pg = 0.2427. Att vi tar fram det-
ta vintevirde i bootstrap-fordelningen med hjalp av den sanna férdelningen
ar egentligen mest av praktiska skal — vi skulle kunna fa fram véntevardet
Ex(X E“G)) hur bra som helst med hjélp av simulering.

Bootstrapskattningen bias 7 av bias blir

11
biCLSﬁ = Zpix(i) — :L'(ﬁ)
i=1

och den biaskorrigerade skattningen 6 blir

11

=1

Notera hur @ blir en explicit funktion av vara ursprungliga observationer
xr1, -+ ,x,, dvs dr en punktskattning som alltsa oavsett bakomliggande for-
delning bor ha mindre systematiskt fel &n att ta medianen i stickprovet som
ju utgjorde plug-in-skattningen.

0 ger nagot konkret numeriskt f6r numeriska observationer men man kan undra
over vad vanteviardet Er(6) blir, dvs vad det blir for biaskorrigerad skattning
i genomsnitt 6ver alla tdnkbara datauppsittningar. Detta svarar mot att vi

analyserar stickprovsvariabeln

11
(X1, X, Xo) = 2X(6) — Y piXy)
=1

som hor till punktskattningen

Vi far

E(8) = Er (8- biasp) = Ep(X9)—Er (biasp) = 2Br(X@) =Y pilir(Xe).
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Koefficienterna p; hirledde vi tidigare. Man erhaller da att Er(0) = 0.6918 dvs
ytterst néra det sanna virdet In2 ~ 0.6931. Den biaskorrigerade skattningen
blir i genomsnitt néstan helt vintevardesriktig. Vi kommer alltsa i genomsnitt
att korrigera den ursprungliga skattningen (som ju har vantevirde 0.7365) till
ett virde ytterst nédra det sanna vérdet 0.6931.

Att bias-korrigeringen ger ett sa bra resultat (atminstone i genomsnitt) kan
man tycka ar sidrdeles uppseendevickande. Vi har ju i pa inget sitt utnyttjat
nagon kunskap om att data kom fran en exponentialférdelning och att alltsa
parametern i verkligheten var In2 utan vi kom fram till bias-korrigeringen
enbart genom flitigt framlottande fran vara 11 observationer!

Dock kan man papeka att vi far betala ett pris for att ha bias-korrigerat skatt-
ningen, ndmligen att den bias-korrigerade skattningen i allménhet har storre
varians én den ursprungliga skattningen.

1500 ™ ™ ™ ™ 1500
1000 - 1000
500 - — 500

10

Figur 8.1: Fordelning for X till viinster och fér den bias-korrigerade 6 till
hoger

Det #r lite komplicerat att beriikna V() exakt, men naturligtvis gar det bra
att simulera. Foljande Matlab-program berdknar férst p;:na, genererar 100000
stickprov om 11 vardera fran Exp(1)-férdelningen, sorterar varje stickprov,
beriiknar § samt dennas medelfel. Vidare beriknas medelfelet fér den ursprung-
liga skattningen z (). Notera att sort, std och median gor en kolonn-vis kalkyl
da argumentet dr en matris.

p=pexact (11);
x=exprnd(1,11,100000) ;
x=sort (x);
thetabar=2*median (x)-p*x;
medelfel=std(thetabar)
se=std(median(x));
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Man far D(f) = 0.3703 medan D(X(g)) = 0.3074. Detta sista resultat hade
man ocksa kunna fa analytiskt som >0 | 1/(12—14)2 ~ 0.3073. Vi ser alltsa att
man genom att biaskorrigera far ett storre medelfel i skattningen. Utseendet
pa de tva fordelningarna framgar av figur 8.1. Notera att den biaskorrigerade
faktiskt kan bli negativ!

8.4 Exempel: Poisson-férdelning

Antag att vi har observationerna & = (z1,%s, -+ ,x,) fran oberoende Po(6)-
fordelade variabler X, Xy,---, X,. Vi vill skatta P(X = 0) = ¢ ur vara
observationer. Vi anvénder oss av plug-in-skattningen 6(z) = e~ 7.

Vi har t ex n = 5 och observationerna 0, 3,3,1,2 dvs = 1.8 och skattningen
blir e71® = 0.1653. Vi vill nu bias-korrigera denna skattning. Vi noterar att

biasp = E(e™X) — e,

och detta kan vi faktiskt berikna eftersom Y = > 7 X; dr Po(n#f). Att konkret
beridkna detta &r i princip samma sak som att berékna sannolikhetsgenererande
funktionen (ibland kallad z-transformen) for Y. Vi far

X 1 - N n@
E(e™)=E(exp(—= Y Xi)) =) e *"PY =k) —t/n (P0)" no _
(e77) = E(exp(~— ; )= e ( ; e

k=0
> —1/n

= Z %6"9 — exp(—nb) exp(nfe /") = exp(nf(e” /" — 1))
k=0 '

och alltsa géller att
biasp = exp(nf(e /" — 1)) —e7?.

biasr beror av 0 och n dar 1 alla fall n ar kdnt. I mitt ovanstaende numeriska
exempel var i verkligheten 6 = 2 sa

biasp = exp(10(e” Y/ — 1)) — e72 ~ 0.0279.

Om vi nu gar 6ver till bootstrap och studerar bias 7 dvs bootstrap-skattningen
av bias sa har vi

—

biasp = Eﬁ(e_)_(*) —eT=¢e" <Eﬁ(e_(x*_j)) - 1) :

Som vanligt kan vi inte berékna detta exakt, men vi kan ju som alltid simulera
vardet. Matlab-koden blir

boot=bootstrp(1000, ’sum’,x);
expboot=exp(-boot/5) ;
mean (expboot)-exp(-mean(x)) % gav 0.0240
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och vi fick alltsa skattningen 0.0240 av @913 att jimfora med det “sanna”
vardet 0.0279. Bias-korrektionen verkar alltsa vara réatt bra. Notera att denna
korrektion kunde goras i Matlab utan nagot annat &n flitig lottning av vara 5
observationer.

Ovanstaende kan kanske ridcka som numerisk illustration till att det &r nagot
substantiellt vi utfér ndr vi med bootstrap skattar bias. Vi vill dock kunna
gora en lite mer allmén jamforelse av den exakta bias-korrigeringen i denna
situation och den som gors med bootstrap. I syfte att gora detta, tar vi fram
andra approximationer av biasp och biasg genom att Taylorutveckla uttrycken.

Vi vill ha ett approximativt uttryck for biasyp med allmént 6 och n och gor
darfor en Taylor-utveckling av e~/ — 1 och erhaller da om n &r “stort”

biasp = e’ (exp(n&(e‘l/” —-1)+0)—-1)~

1 1 0 0
~~ e ? —— 4+ — -1 -0 —)—1)~ef?—
e (exp(n@( + 2n2) +0) ) (exp(2n) > e

som numeriskt med § = 2 och n = 5 ger 0.0271, dvs rétt litet approximationsfel
aven for detta ratt lilla n.

Vi far med Taylor-serien e = Y °(—1)kz* /k! att

bzasF =e (i X*!_ j)k) - 1) )

k=0

Vi ser att termen for £ = 0 férsvinner pga av den sista 1:an och termen for
k =1 forsvinner eftersom Ex(X*) = z. Vi har vidare fér £ = 2 termen

E

)
—
g
>
*
|
&I
e
SN—
I
<
N
|
)
|
&I
e

dér vi anviint tidigare resultat om Vz(X*). Om vi bortser fran termerna med

k> 3 far vi )
i —:7:2711(1‘2 - j)
biasp ~ e =

dér det numeriska vérdet erhallits med vara 5 observationer. Téljaren &r (om vi
delar med n) en skattning av § = V(X)) och detta betyder att vi approximativt
har

~ 0.0225

/.\ _ 6
biasp ~ e 0_—_
2n

om vi ersitter £ med #. Man ser alltsa att vi approximativt far den sanna
bias-korrektionen biasy som ju var approximativt e=%0/2n.
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Kapitel 9

Jackknife-skattningar

9.1 Inledning

Jackknife &r en teknik som innebér att man ur en datauppséttning om n data
skaffar sig n datauppsattningar bestaende av n — 1 data vardera genom att
systematiskt plocka bort precis en observation i taget. Detta ger en mojlighet
att skatta bias (systematiska felet) och medelfelet for en skattning 6. Man kan
med hjalp av medelfelet konstruera approximativa konfidensintervall om man
dessutom antar att skattningen &dr approximativt normalférdelad, som ger ett
approximativt 95%-igt konfidensintervall av typen

skattning + 1.9600 medelfel.

Vi kommer i kapitel 11 att visa att medelfelsskattningen med jackknife ger
samma resultat som medelfelsskattningen med hjélp av bootstrap av en li-
nearisering av skattningen och att bias-skattningen med jackknife svarar mot
bootstrap av en “kvadratisk” approximation av skattningen.

9.2 Jackknife-stickprov

Med Jackknife skaffar vi oss nya stickprov genom att systematiskt plocka bort
precis en observation i taget. Detta betyder att om vart ursprungliga stickprov
bestar av £ = (z1,x2, -+ ,x,) sa blir det i:te Jackknife-stickprovet

) = (.Tl,ZEQ, L1y L1, wrn)a L= 17 2a L2
Den i:te Jackknife-skattningen 5@) av 0 = 7(z) blir da
0y = ()

Notera att vi alltsa ur vart ursprungliga stickprov av storlek n tillverkar n st
nya fiktiva stickprov vardera av storlek n — 1.

Egentligen forutsiatter vi har en sorts “kontinuitet” av 0 nar vi byter stick-
provsstorlek fran n till n — 1. Medianen dr hér lite extra besvérlig eftersom
den har olika definition fér jdmna och udda n.

111
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For plug-in-skattningar 6= t(ﬁ ) blir 5(1-) = t(ﬁ(i)) dar ﬁ(i) ar fordelningen som
légger massan 1/(n — 1) i vardera av de n — 1 punkterna i z(;), dvs alla data
utom x;.

9.3 Bias-skattning med Jackknife

Definition 9.1 Jackknife-skattning av systematiskt fel (bias)
Jackknife-skattningen av det systematiska felet ar

— ~ A~

biasjeer, = (n—1)(0y — 0)

dar

~ 1 o~
b=~ b
i=1

En fordel med denna bias-skattning ar ju att den endast kréver n st berdk-
ningar av skattningen, medan man for Bootstrap ofta behover vilja B mycket
stor for att bias-skattningen skall bli tillforlitlig. En nackdel med Jackknife ar
att den bara fungerar for plug-in-skattningar och att den dessutom kraver att
skattningen ar en “snéll” funktion. T ex fungerar Jackknife inte for medianen.

9.3.1 Bakgrund till bias-skattningen

—_—

Bakgrunden till definitionen av biasjq. dr att manga skattningar har en seri-

eutveckling

E(§>:9+a1£zF)+az7§5)+'”’

dvs att

aF) +O(%

n n?2

).

Notera att jackknife-stickproven bestar av n — 1 observationer vardera sa

biasp =

ay (F) n as(F)

E@) =0
(0i)) +n—1 (n—1)2

Om vi nu studerar
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som ger
£ (- 0@, -9) =" 1ok
far vi alltsa
ar (F) a5

bi/a\sjack =(n— 1)(5(.) —0) ~ ~ biasg(6,0)

Detta kan liknas vid vad som i Numeriska metoder kallas Aitken-extrapolation.
Man har fatt ner bias till storleksordningen 1/n? i stéllet for 1/n som den var
fran borjan.

Exempel 9.1 Tillimpning pa LSAT/GPA:

Om man skattar bias med jackknife for LSAT /GPA-data i exempel 5.5 far man
bias-skattningen -0.064, dvs den ursprungliga skattningen av korrelationskoef-
ficienten p 0.7764 kan bias-korrigeras till 0.7828.

Med bootstrap far man ett medelvéirde av bootstrapskattningarna (10000 st)
till 6*(-) = 0.7680 och detta ger bias-skattningen

§°(-) — = 0.7680 — 0.7764 = —0.0084
och den bias-korrigerade skattningen blir alltsa 0.7764-(-0.0084)=0.7848

Notera att jackknife- och bootstrap-skattningarna var mindre &n 0 = 0.7764
och att vi darfor tror att € var mindre &n 6 och korrigeringen alltsa innebar
en Okning. O

9.4 Bias-justering av varians-skattningen

Sats 9.1 Om man bias-korrigerar plug-in-skattningen av o2 dvs

%Z:;(x _z)?

¢

med hjélp av bias;ee, sa far man den “véntevérdeskorrigerade” skattningen

n

1
2 _ )2
s = 15(90Z z)

=1

Bevis:

Vi har

och vidare
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som ger
(n— 1 Z x;
e J#i k#i
n 1 n n
_ 2 2 _
j=1 7=1 k=1
- 1 & ’ 2 - 1
_ 2 _ 2 . . L 2
_ij x; n—1<2%> +n_1x12x3 1l
7=1 7j=1 7=1
Detta ger

n—1

som alltsa ger

Eftersom
(n—1)f= "1 Zn:@;- gy
oo i=1 1
ger detta - R R
biasjoer, = (n —1)(0y) —0) =

n—1 ,
=1 =1

n

1 2
= T Z(xz —I)

=1

Detta ger den biaskorrigerade skattningen

L 1 & B 1 _
0=0-— bZCLSjack = ﬁ (l’z - $>2 + —) Z(xz - 'r)Q =

O

vilket #r precis den “vinteviirdeskorrigerade” o?-skattningen.

Man kan faktiskt séga att definitionen av @Sjack (n— 1)(@\ - 9) gjorts sa

att man skulle fa detta resultat.
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9.5 Jackknife-skattning av medelfel

Definition 9.2 Jackknife-skattning av medelfel
Jackknife-skattningen av medelfelet ar

. n—1x=/~ ~ \2
sejack = n Z (‘9(1) — 9())
i=1

dar alltsa for i =1,2,--- ,n

-~ ~ ~

9(2’) = 9<93(z‘)) = 9($1, Lo,y Ti—1, Tig1, """ ,mn)

dvs skattningen med data nr ¢ bortplockat.

Vidare ar (/9\(.) =3, 5@-) /n, dvs dessas aritmetiska medelvérde. O

Man kan notera att jaimfort med bootstrap-skattningen av medelfelet har vi
hér en faktor (n — 1)/n &~ 1 i stéllet for 1/(B — 1) och detta beror pa att vi
i Jackknife “stor” vart ursprungliga stickprov vésentligt mindre &n vad vi gor
med bootstrap-metodiken.

Att man valt just faktorn (n — 1)/n och inte 1 beror pa att man vill att det
skall stimma precis for fallet § = z. I detta fall ger ovanstaende uttryck (visas
nedan)

n

Gp — ; :Ij"—i'Zzi
S€jack = n(n_ 1) Z( i ) \/ﬁ

i=1
dvs for § = z ger S€jqcr “rétt” medelfel.

En av fordelarna med jackknife jamfort med bootstrap ar att man bara behover
rikna ut skattningen for n fiktiva datauppséttningar i stéllet for B st (B — o0)
som i bootstrap. Nackdelen &r att man egentligen bara far en medelfelsskatt-
ning for 6, medan bootstrap ger information om hela férdelningen fér . Man
tvingas dérfor med jackknife att anta approximativ normalférdelning om man
vill konstruera ett konfidensintervall for 0, t ex 6 = 1.965¢;4c%-

En stor nackdel med jackknife jamfort med bootstrap dr att den krdver “snéll-
are” 6 — t ex fungerar inte jackknife fér medianen. Vi kommer att se att jack-
knife i princip svarar mot bootstrap av en “lineariserad” approximation av 0.
Om alltsa 6 ej &r approximativt linjar fungerar jackknife daligt.

9.6 Pseudo-varden

Ett alternativt satt att se Jackknife ar att infora pseudo-viardena

0;=n0—(n— 1)y, i=12--.n
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I specialfallet 0 =7 ir 51 = x; och alltsa ar
= Zéz/n = sz/n = Z.
i=1 i=1

Detta inses ur kalkylen

é:nj— n—l Zx] (n—1

)nilzszxZ

J#i

Man kan for en allmén skattning 0 notera att man kan uttrycka $€j4. med
hjélp av pseudovardena eftersom

a(i):nila_n%f som ger @.):nﬁlg_n%)l
och alltsa )
ook = = - : Y O — b)) =
i=1
n—1 n 0. n 0 2
o ;<n_10_n:1_n—1 +n(—)1> -

Uttrycket for 5e;404 kan skrivas som

n

1 -~ -
Cjack = 1| s > (0i — 0)°
Sesuck =\ i — 1y 220~ 00)

déar 5(.) = >, @/n som liknar den vanliga standardavvikelseskattningen
s/y/n. Idén ar att pseudo-variablerna ska fungera ungefir som om de var obe-
roende variabler. P g a att pseudo-variablerna i specialfallet 0 = T Gverens-
stammer med x; stimmer det precis i detta specialfall. Alltsa géller foljande
sats som séger att for z ger jackknife “ratt” medelfel.

Sats 9.2 For (/9\(.'1:) = 7 giller att

—~ S
S€jack = %
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Jackknife fungerar som ovan ndmnts inte for t ex medianen. Néar man plockar
bort ett enda data sa flyttar ju sig medianen bara ett snépp at vénster eller
hoger, vilket gor att variabiliteten blir alldeles fel i allménhet. Man kan visa att
5€jqck inte ens &r en konsistent skattning av medelfelet for 0 i detta specialfall.

Exempel 9.2 LSAT/GP-data
Med data pa LSAT/GPA fran exemeplet i avsnitt 5.5 far man med bootstrap
S€poot,10000 = 0.1326 medan jackknife ger 5é;4., = 0.1425. O

9.7 Medelfel: Jackknife och bootstrap

Detta avsnitt kopplar ihop §€j4c; 0ch € OCh visar att $ej,.; kan ses som
resultatet av bootstrap av en linearisering av 6.

9.7.1 Jackknife for linjira skattningar

Antag att o= p+> 0 ofx;)/n och att vi kinner 0 for varje jackknife-stickprov
.’L‘(i) dvs

dar
Oy =p+_— > a(zy)
J#i
Vi vill nu uttrycka o(z;) i é\(z(i)):na
Vi har
(n—l)A(x(i) n—lu—l—z a(z;) n—lu—l—Zaa:J — alx;)
J#i 7j=1
och vi far alltsa

som ger

3

o) = 3o
dvs D0 a(z) = >0, 5.’1:(1 ) — nu. Detta ger

alx;)) =(n—1Du+ <Z g(m(j)) — n,u) —(n— 1)§(m(i)) =

Z (n—1)b(za) — p
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Sats 9.3 Samband mellan jackknife och bootstrap for linjdra skattningar
Antag att 6 &r en linjir skattning, dvs kan skrivas som 6 = p + S alz)/n

a) Den teoretiska bootstrapskattningen av medelfelet &r

dir o =", ofz;)/n.

b) Jackknifeskattningen av medelfel ar

och de dverensstdammer alltsa sa nidr som pa den eviga faktorn /(n — 1)/n.

Bevis:
a)
Vi har .
P =pt > alx))

och far alltsa

Men

som ger det onskade resultatet.
b)
Vi har

och ser att pseudovéirdena blir

0; = nb — (n— 1)) =
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n

=nu+ Za(l‘z) — (n — 1),u - Za(wj) =p+ Oz(IL‘Z)

i=1 j#i

och alltsa ar
~ 1 e~ 1 — ~
O == bi=p+—-> al)=p+a
i=1 j=1
som ger

R 1 -
Se?ack = —) Z(el - 0())2 =

— _ Z(,u +alz) —p—a)y?=——-— Z(a(%) —a).

n(n—1) =

Alltsa skiljer bara en faktor (n — 1)/n mellan se;, , och sAe?aCk. 0

Sats 9.4 Samband for allmédnna skattningar
Antag att 6 ar en icke-linjar skattning och approximera den med den linjira
skattningen

- 1 <&
Orin = - i
! u+n;a@)

som tar samma véarden 5(3;(,-)) som 6 for jackknife-stickproven z¢;y, ¢ =
1,2,--- ,n, dvs da x; uteslutits ur data.

Da géller att

~

a(w) =3 _0@y) = (0= D) —p

Bevis:
Vi har alltsa

- 1
O = p+ > alz)

och pa samma sétt som i satsen ovan far vi

a(w) =3 _0@y) = (0= 1blae) — p

Sats 9.5 Jackknifeskattningen av medelfelet @jack(é\) dverensstimmer med

den teoretiska bootstrap-skattningen av medelfelet for linjiriseringen @m dvs
S€poot (O1in) forutom faktorn /(n —1)/n.

Bevis:
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Vi har enligt ovanstaende satser att Y. , 5(.’1:(,-)) =nu+ Yy alz;) dvs 5(.) =
W+ & som ger
~ n—1 LN -~

52 (0) =

jack

zn;12<u+nilz&(%)—u—a> =

i=1

1 n

= m ;(Oé(%) - 54)2 = mseboot(elln)

Slutsatsen &r alltsa att 5ej,; ger samma resultat (sa nér som pa faktorn
\/(n—1)/n) som om vi lineariserar 0 till 6y, och sen bootstrappar denna

linearisering. O

9.8 Modifikation av Jackknife

Man kan modifiera Jackknife genom att plocka bort mer &n ett data i taget, t
ex d st i taget. Detta kan goras pa (Z) sitt och skattningen av medelfelet blir

da
\/T;(;n;j Z@s) —0,)?

d) ses

déar R

7 _ 2sest)

¢) (n) .
d

déar summorna gar 6ver S, dvs alla de (Z) delméngderna av storlek n — d fran
(.171, T, ,C(]n).
Problemet &r att (Z) vaxer dramatiskt med n och alltsa maste man berdkna
skattningen for ett stort antal datauppséattningar. Om man véljer d av stor-
leksordning /n fungerar denna modifikation av Jackknife dven fér medianen.
Man kan undvika att berdkna skattningen for alla (Z) datauppséttningarna

genom att vélja ett urval av dem pa mafa. Detta kommer vi dock inte alls att
utveckla vidare.



Kapitel 10

Mer komplicerade
datastrukturer

10.1 Inledning

I detta kapitel kommer vi att behandla mer komplicerade datastrukturer och
visa hur bootstrap kan anvéndas i dessa situationer. Bland de situationer vi
kommer att behandla &r

1) Flera oberoende stickprov (speciellt tva oberoende stickprov)

2) Regressionsmodeller

3) Tidsserier

Det speciella med regressionsmodeller och flera oberoende stickprov ar att de
olika observationerna oftast har olika fordelningar, speciellt olika véantevarden.
Komplikationen med tidserier &r att observationerna typiskt har ett kraftigt
beroende och att vi maste ta hédnsyn till detta.

10.2 Allmanna sannolikhetsmodeller

Tidigare har vi betraktat ett stickprov & = (xy, 29, ,2,) som genererat av
en fordelning F', men nu ser vi det i stéllet som att vi har en sannolikhets-
modell P som genererat stickprovet. Tidigare har alltsa sannolikhetsmodellen
P specificerats av F' och vi har dérfor inte behovt anvéinda detta mer generella
synsatt.

Sannolikhetsmodellen P kan t ex innehalla parametrar och “felférdelning-
ar” och att skatta sannolikhetsmodellen kan t ex goras genom att dels skat-
ta parametrarna och sedan med hjalp av dessa parameter-skattningar skatta
“felfordelningen” med hjélp av residualerna. Den tidigare situationen dar vi t
ex skattat f=vintevardet av F-fordelningen med z skulle man kunna se som
att sannolikhetsmodellen P bestar av tva komponenter: dels # och dels en

“residualfordelning”, dvs férdelningen for X — 6.

En variant av bootstrap &r att generera nya “storningar” (residualer) med
hjélp av empiriska fordelningen for residualerna i modellen med de skattade

121



122 Kapitel 10. Mer komplicerade datastrukturer

parametrarna. Detta kommer att illustreras med regressionsmodeller och med
tidsserier. Vi borjar dock med en dnnu enklare situation namligen tva obero-
ende stickprov.

10.3 Tva oberoende stickprov

[ situationen med tva oberoende stickprov z = (z1,29, -, 2,) respektive
y = (Y1,Y2, - ,Yn) s& antar vi att dessa genereras av fordelningar F' respektive
G. Sannolikhetsmodellen kan da formuleras som P = (F,G) och stickprovet
x = (z,y) kan betraktas som en m + n-dimensionell vektor déar de forsta m
koordinaterna genereras av F' och de sista n med G. Vi skattar sannolikhetsmo-
dellen P = (F,G) med P = (F G) déir F och G #r de empiriska fordelningarna
for z respektive y. Vart bootstrap-stickprov z* genereras pa uppenbart sitt av
P, dvs vi har * = (2*,y*) dir z* genereras av F' och y* av G. Detta &r ett
invecklat sétt att sdga att vi genererar bootstrap-stickprovet genom att lotta
fram ett z-stickprov genom dragning med aterldggning fran z-vérdena och ett
y-stickprov pa samma sétt fran y-virdena.

Om nu parametern § = T(F,G) sa dr plug-in-skattningen av denna h =
T(F,G) déar F och G ar empiriska fordelningarna for z respektive y. Lat Mat-
labfunktionen estimate berikna skattningen av 6, dvs att

thetaest=estimate(z,y)

ger skattningen i variabeln thetaest.

For att generera bootstrap-stickprov av z respektive y kan man anvédnda sig
av foljande “knep” dér man anvinder sig av en “tom” skattningsfunktion:

boot_z=bootstrp(B,’’,z);
boot_y=bootstrp(B,’’,y);

boot=[];
for i=1:B,

boot (i)=estimate(boot_z(i,:),boot_y(i,:));
end;

boot kommer da att innehalla skattningarna for vart och ett av de B bootstrap-
stickproven. Om man &r intresserad av systematiskt fel respektive medelfel f6r
0 erhalls de som

bias_est=mean(boot)-estimate(z,y)
se_est=std(boot)

Om man har en skattningsfunktion estimate som tillater matris-argument
kan man slippa den sista “for”-loopen vilket &r att foredra eftersom Matlab &r
forhallandevis langsam vad géller “for”-loopar.
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Exempel 10.1 Jamforelse av fordelningar

Om vi t ex é&r intresserade av att skatta ¢ = m, — m, dvs skillnaden i
vintevirden mellan F- och G-férdelningarna sa skattar vi lampligtvis detta
med 6 = z — . Skattningen av medelfelet av denna skattning blir da

ses(0°) = /Va(z* — 7).

Just for medelviardet kan vi ju berdkna detta analytiskt, men detta &r lite
otypiskt. I allmédnhet kommer vi inte at denna “ideala” medelfelsskattning,
med vi kan ju alltid skatta den genom att generera ett stort antal bootstrap-
stickprov **, b = 1,2,--- , B for ett stort B (t ex B = 1000). Vi skattar

ses(0*) med

1 S 2
s =\ 572 (00 - F0)

b=1

déir som vanligt 6*(-) = S22 6*/B. T ovanstiende exempel tar vi alltsa 6% =

Man kan notera att det pa samma satt skulle ga att skatta t ex skillnaden 6
(eller kvoten 7) av medianerna i F'- och G-férdelningarna genom att konstruera
en lamplig skattning, t ex plug-in-skattningarna

0 N di S Zm
0= median(zl, S 7Zm> — median(yh e >yn) resp. T = me 1an(zl < )

median(y1, -+, Yn)

och sedan utfora bootstrap enligt ovanstaende. I denna situation skulle det vara
besvirligt att med analytiska metoder kunna fa fram t ex medelfelsskattning,
medan det med bootstrap dr mycket enkelt. Vi genererar alltsa helt enkelt
B st (t ex B = 1000) stickprov £** = (2**,y**), b = 1,2,--- , B vardera av
storlek m 4+ n och berdknar den aktuella skattningen for vart och ett av dessa
stickprov. For att fa en medelfelsskattning av t ex 7 beraknar vi

Sop = | g O (7 - ()

B -1
b=1
dar alltsa
. median(z*)
~ median(y*?)

och
1 B
A~ ZA*b
T () —_ — - T

eller enklare uttryckt genom att berikna standardavvikelsen i histogramet 6ver
de B skattningarna 7,72, ... 7B,

Med 8 och 7 enligt ovanstaende kan vi “separera” bootstrap i de tva stickproven
och kombinera resultatet. Alltsa kan man anvénda féljande Matlab-kod for att
erhalla bootstrap-fordelningarna for 6 (i vektorn boot_tet) och for 7 (i vektorn
boot_tau):
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boot_z=bootstrp(B, ’median’,z);
boot_y=bootstrp(B, ’median’,y);
boot_tet=boot_z-boot_y;
boot_tau=boot_z./boot_y;

Notera att i berdkningen av boot_tau utfors en koordinatvis division av vek-
tornerna boot_z och boot_y. Vill vi sedan ha t ex medelfelet for 7 erhalls det
med std(boot_tau).

Vi ser alltsa att vi behover kunna fa en skattning P av sannolikhetsmodellens
P, men ofta gar det lika latt att gora som i ovanstaende situation med tva
oberoende stickprov.

10.4 Regressionsmodeller

10.4.1 Inledning

I regressionsmodeller finns tva distinkta sétt att generera bootstrap-stick-
provet. Den ena skulle kunna kallas “Bootstrap av punkter” och den andra
“Bootstrap av residualer”.

Bada beskrivs nedan, men forst lite allmént om regressionsmodeller.

10.4.2 Om regressionsmodeller

Vi har en regressionsmodell dér observationerna bestar av (y;,¢;), i = 1,2,--- | n
dér vi ser y; som utfall av Y; déar

p
E:ciﬂ+€izzcijﬁj+€ia Z.:1,2,"',7'L

J=1

och dér vi betraktar ¢; = (c¢i1, ¢z, -+ ,¢ip) som kénd. ¢; dr att se som en
kovariat som innehaller kidnd information om observation nr i. Vektorn 8 =
(B1, Bay -+, 3p) &r en vektor av parametrar och det éir dessa som skall skattas
ur data.

Vi antar att feltermerna ¢;, ¢ = 1,2,---,n ar oberoende och kommer fran
en och samma fordelning F' med vénteviarde 0. I elementéra bocker antas ju
nistan alltid dessutom att e; dr N (0, 0?).

Exempel 10.2 Enkel linjdr regression

Som specialfall har vi det bekanta “Enkel linjar regression” Y; = a + bx; + ¢;
diir med ovanstéende formulering ¢; = (1, ;) och 8 = (a,b)”. Oftast brukar
man formulera om denna modell genom att avcentrera med z =) ., z;/n och

far da Y; = a + B(z; — &) +&; och har da ¢; = (1,7, — ) och B8 = (o, 3)T. O
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Exempel 10.3 Multipel linjdr regression
En vanligt forekommande modell &r “Multipel linjér regression” déar vi har for
1=1,2,---,n

Yi=a+bixy + baxip + - - + bpxp + €.
Detta svarar mot ¢; = (1,21, T2, -, 2%) och B = (a,by, by, -+ ,bp)T. ¢; &r
alltsa p = (k + 1)-dimensionell. Det typiska &r att p < n ja kanske t o m att
p << n. Notera att x;;:na kan vara hur beroende av varandra som helst. Ett
vanligt fall &r polynom-regression dér

Y;:a+b1ti+b2t?+"'+bkt?+€i

d v s man forsoker anpassa ett k:te gradspolynom till data. O

Vi vill skatta parametervektorn 8 = (81, B2, -+ , 8,)" fran observationerna

(yl,cl)7 (y2702>7 Tty (ynacn)

och for detta &ndamal betraktar vi (om vi vill anvénda oss av Minsta kvadrat-

metoden)
n

Q(b) = Z(yz —cb)’

i=1

och later B-skattningen B vara det b-viirde som minimerar Q(b). Detta kan
som bekant formuleras med linjar algebra om vi later C' vara den nxp-matris
som har i-te raden lika med ¢; (dvs C &r design-matrisen). Vidare bildar vi
vektorerna Y = (Y1, Ya, -+ . Y,)T ochy = (y1, 42, ,un)’.

Man kan da skriva

n

Q) = (v —cb)* = |ly — Cb||°

i=1
dér || - || &r Euklidiska avstandet i R”. Den med goda kunskaper i linjar alge-
bra inser att den p-dimensionella vektor b som minimerar Q(b) svarar mot en
ortogonal projektion av den n-dimensionella vektorn y pa det p-dimensionella
underrum i R™ som spénns av kolonnerna i matrisen C'.

Regressionsmodellen kan skrivas
Y=CB+¢
och skattningen ,B satisfierar ekvationen
c’CB = C"y.
Om vi har en fullrangs-modell (dvs att CTC' &r inverterbar) far vi skattningen
B = (CTC)'CTy.

Man kan litt visa att B far viintevirdes-vektor 8 och kovariansmatris o2 (cre).
Ar slumpfelen dessutom normalférdelade blir 8 p-dimensionellt normalfor-
delad. Speciellt enkelt blir det ju om matrisen CTC iar en diagonalmatris.
Komponenterna i vektorn B blir da okorrelerade.
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Exempel 10.4 Enkel linjdr regression
I “Enkel linjér regressions”-fallet far man om man avcentrerar

1 T — X

1 Ig—i’
C —

1 z,—=x

och vi far matrisen
T _ n 0
0= (§ s n-ap)

1/n 0
(CTC)_l = 0 1
>ic (v — 1)?
vilket ger de sedvanliga skattningarna & = § och
> i (xi — ) (yi — J)
Yoy (@i —1)%

Ett annat sitt att se detta dr ju som namnts att bilda

och

3=

Q. B) = (yi —a— Blz; — 7))
i=1
och vilja @ och 3 som de (unika) vérden som minimerar Q(«, 3).

Vi kunde ocksa ha anvént ett annat matt pa avvikelserna, t ex for enkel linjér
regression

Qla, B) = Zm —a — Ba; — 1)

vilket innebér att vi utfér median-regression. Detta gor skattningarna mindre
kénsliga for enstaka avvikande observationer. Dock kan problemet att minime-
ra () vara lite besvérligare d4n med kvadratisk forlustfunktion, dvs traditionell
Minsta kvadrat-metod.

Ett annat val ar

dér w; dr (positiva) vikter, som t ex kan viljas till w; = 1/V(e;) om vi har
data med olika spridning, s k viktad minsta-kvadrat-skattning. O

Naturligtvis kan median-regression eller en viktad minsta-kvadrat-metod &ven
anvandas for multipel linjér regression.
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10.4.3 Bootstrap av punkter

Vi skulle kunna gora bootstrap av punkter i samma anda som i kapitel 4.
Detta innebér att vi ser de n observationerna (y;,¢;) som kommande fran en
p+ 1-dimensionell férdelning och vi later den empiriska fordelningen for (y;, ¢;),
= 1,2,--- ,n vara bootstrap-fordelningen. Notera att detta innebédr att vi
anser att bade “respons”-variabeln y och kovariaterna ¢; ar slumpmaéssiga.

Vi later alltsa vart bootstrap-stickprov genereras genom att vélja n st punk-
ter bland (y;,¢;), @ =1,2,---,n med aterliggning. Detta betyder alltsa att
vi later (Y;*,¢f) uppfylla P((Y;*,¢f) = (y;,¢j)) = 1/n for j = 1,2,--- .n
Vi erhaller alltsa den slumpméssiga design-matrisen C*. Vi skattar sen I5]
genom att losa normalekvationerna for dessa bootstrap-data genom B* =

(C*TC’*) 'C*TY*. Genom upprepad simulering erhalls hela fordelningen for
,3 som vi alltsa tror liknar férdelningen for ,B I och for sig gor vi bara B simu-
leringar men genom att ta B tillrackligt stort kan vi fa fram férdelningen for

B* precis hur bra som helst. Vi kan dérigenom skatta intressanta kvantiteter

for ,3 t ex D(ﬁl) eller C' (ﬁl, 62) genom att berdkna motsvarande kvantiteter
for ,3 Notera att komponenterna i ,3 oftast ar beroende, men vi har alltsa
samma beroende i ,8 enligt bootstrap-hypotesen.

Exempel 10.5 Enkel linjdr regression

Lat Y; =1+4+2z;+¢;, i=1,2,---,70 med g; normalférdelade med E(g;) = 0
och V(g;) =02 =250ch z; =i, i=1,2,---,70. Alltsa har vi regressions-
sambandet y = a + bz med a = 1,b = 2. Se figur 10.1.

y=1+2x med norm.ford.slumpfel med sigma=5
150 T T T T

anp. linje y=1.1290+1.9721x

Figur 10.1: y = 1 + 22 med N(0,5)-fordelade slumpfel. Anpassad linje y =
1.290 + 1.9721x.
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B = (a,b)” har skattats med B = (CTC)~'CTy dir

1
1 2

Hér anvéinds metoden “bootstrap av punkter” for att fa bootstrap-férdelningen
for B och da speciellt b. I figur 10.2 visas bootstrap-fordelningen for b.

Fordeln. for b-skattning - 1000 bootstrap-stickprov
120 T T

T T
Exakt: b-skattn. 1.9721

I Bootstrap: b-skattn. 1.9719
1oop Exak: medelfel=0.0268

Bootstrap: medelfel=0.0255

80

40r

WHHHN mﬂﬂmﬂ

1.85 19 195 2 205 21

Figur 10.2: Fordelning for b-skattning for 1000 bootstrap-stickprov. Exakt
skattning=1.9721. Medelvirde av bootstrap-skattningarna=1.9719. Exakt me-
delfel=0.0268. Bootstrap-medelfel=0.0255. Sann standardavvikelse=0.0296

Medelfelsskattningen &r néstan identisk for sedvanlig normalférdelnings-meto-
dik och da man anvént sig av bootstrap. b dr ju om man utnyttjar normalfor-
delningsantagandet

0.2

N (b, =5 —
< > i (@i — T)?

Fordelningen i figur 10.2 &r alltsa principiellt korrekt vad géller férdelningsfor-
men dven om den &r skiftad nagot fran det “sanna” vérdet 2 till b=1.9721. O

> = N(b,0.0296?).

10.4.4 Bootstrap av residualer

Vi ser nu var sannolikhetsmodell P som P = (8, F') diar F ar fordelningen for
g;ma. Viskattar P med P = (B, F). Vi har redan sett hur man skattar 3, men
hur far vi F'? Vi kan anvianda @ for att skatta residualerna &; = y; —¢;8, i =
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1,2,---,n. Vilater sen F' vara den empiriska fordelningen for dessa residualer
é\iv 7::1727"'771

Detta betyder alltsa att vi forst skattar B, och sen viljer slumpfel enligt F ,
dvs lottar om nya slumpfel £ med hjilp av dragning med aterliggning fran
de observerade residualerna fér den anpassade regressionslinjen. Vi far da med
bootstrap de nya observationerna

y::clﬁ+a7 7::1727"'7,’1'

dir P(&; = €;) = 1/n for j = 1,2,--- ,n. Ur dessa observationer y* =

(yi 5, -+, y5)T erhalls sen bootstrapskattningen B* genom att 16sa ekvationen
B =(c"c)'Cly

Detta forfarande upprepas sen B ganger och vi erhaller skattningar
B, 32 ... 3*B och fordelningen av dessa approximerar férdelningen for 3*
hur bra som helst om B “stort”.

Just i denna situation ar det litt att fa ett slutet uttryck pa Vﬁ(ﬁ*) Vi har
nédmligen

Va(B') = (CTo) 'tV (YHe(eTe)

Notera att Va(Y™*) = Va(e*) och komponenterna i €* &r oberoende eftersom de
valts genom dragning med aterldggning. Alltsa géller att Va(e*) = oI dar I
ar en n x n identitetsmatris och

:—Z —a—bxz 2,

Alltsa ser vi att

Va(B) =3a%CcTC) !

S& nir som pa att man vanligtvis skattar o genom att dela med n—p =n—2
i stéllet for med n 6verensstammer detta med skattningen i den vanliga linjéra
modellen.

10.4.5 “Bootstrap av punkter” i Matlab

Att utfora “bootstrap av punkter” i regressionsmodeller i Matlab innebér alltsa
att man ser hela vektorn (y;,¢;) som sin i:te observation och det &r alltsa bland
dessa man maste utféra bootstrap. Om man t ex anvénder sig av Matlab-
funktionen regress fran Stats-modulen som (bl a) skattar parametrarna i
regressionsmodellen sa maste man tanka pa att d&ven bootstrap ska utféras pa
designmatrisen C.

Kommandot help regress ger utskriften
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REGRESS Multiple linear regression using least squares.
b = REGRESS(y,X) returns the vector of regression
coefficients, B.

Given the linear model: y = Xb,

(X is an nxp matrix, y is the nxl vector of observations.)
[B,BINT,R,RINT,STATS] = REGRESS(y,X,alpha) uses the

input ALPHA to calculate 100(1 - ALPHA) confidence
intervals for B and the residual vector, R, in BINT

and RINT respectively. The vector STATS contains

the R-square statistic along with the F and p

values for the regression.

Om man alltsa vill géra bootstrap av punkter och har data lagrade i vektorn
y och designmatrisen lagrad i X utfors bootstrap av

boot=bootstrp(B, 'regress’,y,X);

Matrisen boot innehaller da B rader och skattningarna av parametrarna finns
i de olika kolumnerna.

Funktionen regress dr dock rétt langsam och det kan dérfor 16na sig att sjalv
skriva en m-fil som berdknar skattningen, t ex

function b=reg(y,X)
b=inv (X’ *X) *X’ *xy;

Vi far bootstrap-fordelningen for B i vektorn boot genom Matlab-koden
boot=bootstrp(B,’reg’,y,X)

Rutinen bootstrp skapar da bootstrap-stickproven genom att pa rétt sétt
vélja rader ur bade y och X genom dragning med aterléggning.

10.4.6 “Bootstrap av residualer” i Matlab

Om man a andra sidan vill utféra “bootstrap av residualer” maste man alltsa
forst skatta parametrarna. Dérefter skattas residualerna. Man genererar sedan
nya observationer genom att for de ursprungliga kovariaterna stéra den skat-
tade modellen med bootstrappade residualer. Déarefter skattas parametrarna i
regressionsmodellen for dessa nya bootstrap-stickprov.

I Matlab kan koden se ut som foljande déar vi har den beroende variabeln lagrad
i kolonnvektorn y och kovariaterna i matrisen X, dér i:te raden innehaller 7:te
observationens kovariater. Man skulle kunna anvénda sig av Matlab-funktionen
regress men i stéllet berdknar vi den ovan definierade funktionen reg som
ger skattningen 6 genom b=reg(y,X):

b=reg(y,X);
residual=y-X*b;
boot_res=bootstrp(B,’’,residual);
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y_boot=[];
for i=1:B,
y_boot (:,i)=X*b+boot_res(i,:)’;
end ;
boot=[];
for j=1:B,
boot=[boot ; (reg(y_boot(:,i),X)’];
end ;

Efter denna operation innehaller matrisen boot B rader och i i:te raden finns
skattningarna for det i:te bootstrap-stickprovet i respektive kolonn. Man kan
notera att man lite grann far passa sig vad géller dimensioner, transponering
etc sa att allt passar ihop.

10.4.7 Jamforelse av metoderna

Vilken av dessa bada metoder ar bast?

Att gora “bootstrap av residualer” dr mer modellberoende, dvs bygger pa att
vart regressionssamband beskriver data och framfor allt att residualerna ér
oberoende likafordelade. “Bootstrap av punkter” &r mer modell-oberoende,
men vi kan raka i svarigheter genom att vissa bootstrap-stickprov innehaller
sa fa distinkta punkter att det blir omgjligt att skatta 8. Om vi gér “bootstrap
av residualer” far samtliga data samma kovariater som de ursprungliga data
hade, medan “bootstrap av punkter” innebéar att vi faktiskt betraktar kovari-
aterna som slumpmaéssiga de ocksa. Vilket som &r det mest realistiska att anta
beror pa den specifika situationen. Vi har ju kanske systematiskt valt vara
kovariater (z-variablerna) och det kan darfor kinnas stétande att se dessa som
slumpméssiga.

Om man har nagorlunda mycket data spelar det i praktiken ingen roll vilken
av de tva bootstrap-metoderna som man anvinder sig av. Man kan visa att
metoderna ger samma resultat om antalet observationer n — oc.

10.4.8 Komplikationer

Nagonting som ofta i litteraturen 6verhuvudtaget inte berors angaende meto-
den att gora bootstrap av residualer ar att residualerna

1) inte &r oberoende eftersom > & =0
2) residualerna inte ér likafordelade.

Faktum &r att residualerna i allménhet minst for de punkter som ligger “léngst
ut” fran centrum av z-virdena. Detta &r ett lite paradoxalt faktum. Man skulle
ju naivt tro att den skattade regressions-linjen var mest obestdmd i utkanten
och att alltsa residualerna skulle vara storst dar, men det &r i stéllet sa att
den anpassade regressionslinjen tar mest hansyn till punkter langt ut, och
alltsa forsoker gora de residualerna minst pa bekostnad av punkterna nérmare
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centrum av z-véirdena. En korrekt analys av situationen borde egentligen ta
hénsyn till detta.

I den traditionella regressionsmodellen Y; = ¢;8 + ¢; sa ar de skattade residu-
alerna € = (£1,82, - ,&n)

E=Y-CB=(I-(C"C)'c")Y
vilket gor att de far kovariansmatrisen
(I-(Tc)'e")v(Y)(I-(cTc)'e)" =o*(I -c(cTe)'eT)
och man borde déirfor ta residualerna fran

Ei

Ja-cecroyien,

eftersom denna vektor har vantevéirdesvektor 0 och alla komponenterna har
samma varians 0. Ndmnaren (dvs D(g;)/o) kompenserar alltsa for att de olika
skattade residualerna ej har samma férdelning. Dock &r de fortfarande svagt
beroende.

10.4.9 Median-regression

Observera att ovanstaende metoder fungerar ungefér likadant &ven om vi inte
skulle anvinda oss av Minsta Kvadratmetoden utan i stéllet t ex “Minsta
Absolutbelopp-metoden”. Vi tar da

Q(b) = Z |ly: — cib|
1=1

och later ,B vara det b-virde som minimerar ()(b). Denna metod &r mindre
kénslig for enstaka avvikande punkter. I Matlabkoden &r enda modifieringen
att skattningsrutinen regress maste bytas mot en som utfor medianregressio-
nen.

-~

Notera dock hur svart det skulle vara att (utan bootstrap) berdkna V(3) i
denna situation. Med bootstrap spelar det ingen roll om vi anvénder oss av
median-regression — medelfelsberdkningen &r i princip likadan. Dock ar det ju
av visst intresse att skattningen skall ga att berikna nagorlunda snabbt.

10.4.10 Icke-linjir regression — olika spridningar
Vid icke-linjér regression dvs modellen
}/i = gl(ﬂacl) + €4, 1= 1727"' y

dar funktionerna g; dr kdnda uttryck i parametern B8 och kovariaten ¢; och
dar g;m &r oberoende likaférdelade med E(e;) = 0 kan detta latt utforas med
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metoden “Bootstrap av residualer”. Man skattar med nagon rutin (t ex Minsta
kvadratmetoden) 8 med ,B Darefter skattas residualerna med € = y; — g; (,3 ,Ci)
for i = 1,2,--- ,n. Darefter genereras Y, = gz(,B ci)+ & fori = 1,2, cen

(2

dar £f dras med aterldggning fran é\], j=12-- n Ur y* skattas ,B med
samma rutin som anvéndes for att fa ,3 Genom att upprepa detta forfarande
B ganger erhalls i princip fordelningen for ,3

Samma komplikation som tidigare uppstar hér att de skattade residualerna ej
ar likafordelade och det ar knepigt att pa nagot latt sitt atgarda detta.

For icke-linjér regression &r det ett orealistiskt antagande att storningarna ¢;
skall vara likafordelade. Vill man tillata dem att ha olika férdelningar, t ex
ha olika varians, kan man inte anvinda empiriska férdelningen for de obser-
verade residualerna som bootstrap-fordelning pa samma sitt som i tidigare
tillampningar.

Ett forslag som framforts dr foljande konstruktion. Man skattar ﬁ och residu-

alerna &; for ¢ = 1,2,--- ,n som ovan. Man later sen & vara +&; med lika
sannolikheter, dvs

~ ~ 1

p(g;:gi):p(g;:_gi):§

och fortsétter sedan som tidigare dvs later Y;* = gi(B, ci)t+erfori=1,2,---,n

och skattar B* ur Y.

10.5 Tidsserier

10.5.1 Allmant om tidsserier

En tidsserie &r sekvens observationer (y;; t € T') som ses som utfall av
(Y; t € T). Ett typiskt exempel pa tidsméngden T &r {1,2,3,---n}.

Det typiska dr att sannolikhetsmodellen for (Y;; ¢ € T') innebér ett mer eller
mindre kraftigt beroende mellan de olika Y;:na. For tidsserier finns ett stort
antal modeller av typen AR(p), M A(q), ARMA(p, q) etc och ldsaren hénvisas
till en kurs i tidserieanalys. Vi betraktar i fortséttningen bara AR(1)-processer
och nagon man AR(2)-processer.

Precis som for regressionsmodeller finns for tidsserier tva distinkta metoder att
anvanda bootstrap. Den ena innebér att man utifran en parametrisk modell
for tidsserien (t ex autoregressiv process av ordning 2) skattar de ingaende
parametrarna och dirigenom ocksa far en skattning av slumpstérningarna (re-
sidualerna). Man genererar sedan nya “kopior” av tidsserien genom att utifran
modellen med de skattade parametrarna generera nya slumpstérningar genom
dragning med aterlaggning fran empiriska fordelningen av de skattade resi-
dualerna. Dérigenom far man fiktiva upprepningar av tidsserien dér man kan
skatta parametrarna i modellen for tidsserien. Man inser att detta forfarande ar
kraftigt modellberoende eftersom de genererade “fiktiva” tidserierna genereras
i en (sa nir som pa parametrarna) helt specificerad tidsseriemodell.
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Den andra metoden att generera en kopia av det ursprungliga forsoket (dvs
en ny tidsserie) innebér att man indelar tidsserien i dverlappande tidsblock av
viss storlek (t ex 5 tidssteg) och sedan drar fran dessa block med aterlaggning
och “klistrar” ihop dessa sa att man erhaller en tidsserie. I denna simulerade
tidsserie skattar man sedan parametern eller parametrarna. Detta férfarande
upprepas sedan B ganger och ur den erhallna variabiliteten i parameterskatt-
ningen kan man skatta t ex medelfelet for parameterskattningen. Idén med att
dra fran dessa block dr att man da bibehaller korttidsberoendet i tidsserien,
men man inser att det finns en stor godtycklighet i valet av blockstorlek. Man
vill gdrna ha stor blockstorlek for att fa med “langtidsberoendet” i tidsseri-
en men da underskattar man variabiliteten. Om man a andra sidan véljer en
for kort blockstorlek forutsédtter man implicit ett snabbt avklingande beroen-
de i tidsserien men far a andra sidan god variabilitet i de olika framlottade
tidsserierna.

10.5.2 AR(1)-process

Vi har en observerad stationér tidsserie (v, t = 1,2,--- ,n). Vilater p = E(Y;)
som alltsa ar lika for alla ¢ och later Z; = Y; — pu, dvs vi avcentrerar sa att
E(Z;) = 0.1 och for sig ér p en okiénd parameter men vi skattar den med gy
och bortser i fortsdttningen fran att denna avcentrering gjorts utan betraktar
tidsserien (Z;, t =1,2,--- ,n) dar Z, = Y; — 4.

Vi antar alltsa att Z;:na utgor en forsta ordningens autoregressiv process, dvs
att Z, = 02,1 +¢e¢, t=1,2,--- ,ndar § ar en okdnd parameter (som for att
det skall vara stabilt ska uppfylla |3| < 1). Vidare antar vi att “storningarna”
g, ar oberoende och kommer fran en okénd fordelning F' med vantevérde 0.

Man kan notera att for ¢ = 1 ingar zg 1 2z = Bz + & dir 2y dr obestdmd,
men om vi later rekursionen starta fran ¢ = 2 férsvinner detta problem.

Hur skall man da skatta $ om vi tror pa denna modell? Kurser i tidserie-
analys anger en hel provkarta pa metoder att skatta § t ex Yule-Walker-
estimering, ML-metoden, Hannan-Rissanen-algoritmen, Burgs algoritm eller
Minsta-kvadrat-metoden. Det karaktéristiska for bootstrap dr att vi inte sa
mycket funderar 6ver hur parametrar skattas utan mer ser skattningen som
given.

Minsta kvadrat-metodik skulle t ex kunna innebéara att vi bildar

n

Q) = (2 —bz)?

t=2

och later B = vérdet pa b som minimerar Q(b).

—

Med Yule-Walker-metodik kan man skatta 8 med 3 = v(1)/7(0) dér

n n—1
— 1

30 =+ 37— 2 och 3D = 5 37— 2z — 2
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Oavsett vilken metod man anvénder sig av for att fa fram skattningen av 3 ar
vi intresserade av t ex eventuellt systematiskt fel i skattningen, dess medelfel
samt kanske hela fordelningen. Med hjélp av bootstrap ar detta forhallandevis
enkelt.

Var slumpmekanism P som genererade tidsserien har tva komponenter P =
(8, F) om vi betraktar ;1 som kénd och lika med g. Vi hade redan en skattning
av [ och behover en skattning av F.

Om vi kénde (8 skulle vi kunna bilda ¢, = z; — Bz, for t =2,3,--- ,n och vi
skulle kunna skatta F' med den empiriska fordelningen for £;:na. Vi kiinner inte
[ men betraktar de observerade residualerna & = z, — 82,1, t=2,3,- n
dvs residualerna for den observerade tidsserien om [:s sanna varde vore (3.

Vi later nu F' vara den empiriska fordelningen for dessa n — 1 st empiriska
residualer, dvs vi ldgger massan 1/(n — 1) i vardera av &, t = 2,3,--- ,n.
Dessa dr kanske inte exakt (fast nédstan) avcentrerade och man kan déarfor
modifiera valet av F genom att ligga massan 1/(n — 1) i vardera av &, — & dér

F=YE/ (- 1).
Var skattade bootstrap-modell P definieras av P = (B , 1/7\) och vi kan generera
bootstrap-tidsserien (z;, ¢t = 1,2,---n) genom rekursionen zj = y; — y och

sen z; = Bz, +¢er, k= 23,---,n. I stéllet for att vilja 2§ = y1 — ¥y
skulle man kunna vilja 2 = yy — y dér vi later N vara likformigt fordelad
pa 1,2,--- ,n, dvs att later den simulerade tidsserien starta slumpmaéssigt i

en av de ursprungliga observationerna. I praktiken spelar detta val av start av
rekursionen inte speciellt stor roll om den observerade tidsserien ér nagorlunda
lang.

Om detta upprepas B ganger erhalls B tidsserier av langd n och i varje sadan
tidserie skattar vi parametern (i detta fall 5) med den metodik vi valt och
erhaller pa detta sétt B skattningar av 3. Vi kan skatta det systematiska felet
i skattningen [ genom att berdkna medelvirdet av bootstrap-skattningarna av
(B och fran detta dra den ursprungliga skattningen (. Om skattningsrutinen
ger en underskattning av 3 (dvs negativ bias) kommer den for var bootstrap-
tidsserie typiskt att ge en skattning som ligger under det -viirde som géller
for bootstrap-tidsserien, dvs (3.

Vi kan ocksa fa en skattning ey, g av medelfelet for B ur de pa detta séitt
genererade B skattningarna genom att, som tidigare, berdikna spridningen i
ett histogram over dessa B skattningar.

10.5.3 Hypotesprévning

Pa ungefar liknande sétt kan man utvidga modellen till en Autoregressiv mo-
dell av ordning 2, dvs dér vi later

Zy = P21+ Poly—o+e, t=1,2,---n

dér E(e;) = 0 och e4:na dr oberoende likafordelade med fordelningen F. Var
sannolikhetsmodell P bestar da av tva komponenter (1, 32) och F. Med nagon
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lamplig metodik (t ex Yule-Walker-metoden) skattar vi 3, och (5 med Bl
och Bg. Dessutom vill vi kunna skatta F med F =empiriska fordelningen {or
observerade residualer. Vi vill anvinda dessa tva numeriska virden 3; och (5
samt F for att generera en nya tidsserier.

Vi maste hér starta rekursionen med z; och z eftersom z3 beror av dessa. Vi

har alltsa n — 2 st residualer e3,¢y4, -+ , &, 1 resten av tidsserien och dessa n — 2
residualer skattar vi t ex med &; = z; — B12¢_1 — Bo2i—o for t = 3,4, --- ,n. Dessa

n — 2 skattade residualer betraktar vi nu som oberoende likaférdelade (even-
tuellt efter avcentrering med deras gemensamma medelvirde) och empiriska
fordelningen for dem &r vad vi anvénder for att skatta fordelningen F' med (dvs
fordelningen for ;). Vi kan nu generera fiktiva “kopior” av den ursprungliga
processen genom att pa analogt sétt som ovan generera tidsserien utgaende
fran AR(2)-modellen. Vi far samma problem som fér AR(1)-processen att vi
behover 2] och 25 for att kunna starta rekursionen. Man kan vélja 27 =y — ¢
och 2 = yo — y men &ven andra val &r tédnkbara, t ex att lata 2], 2; vara
yn — Y, yn+1 — y dar N viljs pa mafa bland 1,2,--- ,n — 1.

Vi erhaller alltsa B “fiktiva” realiseringar av AR(2)-processen med paramet-
rarna ﬁl och 62 och “storningsfordelning” F Ur varje sadan realisering skattar
vi 8 och B3 och vi erhaller skattningarna (ﬁl , 52) och dessas tva-dimensionella
fordelning &r alltsa bootstrap-fordelningen for (ﬁl, 52) Notera speciellt att de i
allménhet ar beroende, men samma beroende finns i férdelningen for (B\’f, B; ).

Vi vill kanske testa Hy : B = 0, dvs att vi i verkligheten har en férsta ordning-
ens autoregressiv modell. Detta kan goras genom att i grundmodellen (dvs
AR(2)-processen) gora ett konfidensintervall for By och se om 0 ligger i det
intervallet eller ej. Eftersom vi i AR(2)-modellen kan skatta medelfelet av (3,
kan vi ocksa gora approximativa konfidensintervall fér G5 och anvéinda oss av
konfidensmetoden for att testa Hy; G2 = 0.

10.5.4 Bootstrap av tidsblock

Ett annat alternativ att anvinda bootstrap pa tidsserien ar att dela in tiden i
(6verlappande) block av lamplig langd och sen gora bootstrap av dessa block.
Med detta forfarande uppnaar man effekten att ha ett beroende 6ver korta
tidsintervall, men ha oberoende for tider ldngre ifran varandra. Man kan t
ex vilja att dela in tiden i sammanhédngande block om 3 vilket ger n — 2 st
sammanhéngande block. Man lottar fram sin bootstrap-tidsserie genom att dra
med lika sannolikhet och med aterlaggning fran dessa block om 3 och “klistrar”
ihop dessa block.

Sen skattar man B* fran den genererade tidsserien. Denna strategi dr mindre
modell-beroende &n den tidigare beskrivna metoden. Den byggde ju helt pa att
vi ansatt en autoregressiv tidsserie som modell. Dock &r ju valet av blockstorlek
kopplat till en forestéllning om graden av beroende i processen.



Kapitel 11

Geometrisk representation

11.1 Inledning

I detta kapitel ser vi bootstrap-stickprovet X* = (X7, X5, -+ , X) givet obser-
vationer & = (x1, 9, - ,x,) som genererad av multinomialférdelningen — en
generalisering av binomialférdelningen. Lite allménna resultat om multinomi-
alfordelningen presenteras i nésta avsnitt. Med hjélp av dessa resultat kommer
vi att kunna bevisa bootstrap-hypotesen som grinsvirdesresultat i specialfal-
let da fordelningen F' som genererat det ursprungliga stickprovet bara kan anta
ett dndligt antal varden.

Vidare kommer vi att kunna visa att jackknife-skattningen av medelfel i prin-
cip (sd& ndr som pa en ovisentlig faktor y/(n —1)/n) 6verensstammer med

-~

bootstrap-skattningen av medelfel om skattningen # &r linjar dvs om

~

1 n
(xlaan y L ) H’+ni:1 OZ(I’)

dér p dr en konstant.

Vi kommer ocksa att visa att skattningen av det systematiska felet (bias) med
jackknife och bootstrap ar i princip lika (sa nir som pa en faktor (n — 1)/n)

om skattningen 0 ir kvadratisk dvs av typen

N 1 & 1
(:El)an 7:ETZ) /’L + n — Oé(l'l) + n2 ﬁ(x’w‘r])

1<i<j<n

11.2 Multinomialférdelningen

Betrakta en urna med kulor med m olika “farger” a = (a1, as,- - ,a,,) dir
proportionen kulor med fargen a; ar f;. Lat f = (fi1, f2, -+, fm) och att
vektorn f alltsa beskriver fordelningen av firger. Vi drar n kulor pa mafa
med aterldggning och erhaller i detta urval Z; kulor med férgen a; for j =
1,2,---n. Vi bildar vektorn Z = (7, Zs,- -+ , Z,,) som alltsa beskriver antalet
kulor av de olika fargerna som erhallits. Notera att n = Z; + Zs + --- Z,,.

137
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Man kan med klassisk sannolikhetsdefinition visa att Z har féljande sannolik-
hetsfordelning:

Sats 11.1 Multinomialfordelning
Den m-dimensionella variabeln Z dr Mult(n, f) ddar Y )" f; = 1 dvs

|
P(Zy =232y =293+ 5 Ly = 2) = i

- £~ 52...fzm
1
211zl 2! m

forzy + 29+ + 2, = n. O

Bevis:

Man inser att f;'f5?--- f7» dr sannolikheten att fa forst z; st av fargen a,
sen zo st av fargen as och slutligen z,, st av fargen a,, och samma sannolikhet
géller for varje omordning av sekvensen erhallna farger. Lat antalet sitt att
ordna om sekvensen betecknas med g(z1, 22, , 2,). Man kan permutera de
erhallna n kulorna pa n! sitt. Man kan fa alla dessa permutationer genom
att forst vilja farger pa de n omgangarna och antalet sétt detta gar att gora
betecknade vi med g¢(z1, 29, , 2m,). Dérefter kan vi for de z; kulorna med
farg a; permutera dessa pa z;! sétt. Alla sétt att sortera om inom fargerna kan
kombineras med varandra dvs totalt finns zq!25! - - - z,,,! sétt att gora detta pa.
Pa detta satt far vi alla de n! permutationerna dvs vi har

nl = g(z1, 20, -+, 2m) 21tz -+ 2]
vilket ger g(z1, 22, -+, zm) = n!/(z1122], - -+ | z,!). Detta ger att Z har ovansta-
ende fordelning, dvs ar Mult(n, f). O
I specialfallet m = 2, dvs att man bara har tva “farger” pa kulorna dar

Zy=antalet i urvalet med farg a; sa blir Zy = n — Z; antalet med farg as.
Zy ar i denna situation som bekant Bin(n, f1). Notera att Zy ar Bin(n, fs),
dar fi + fo = 1 men att alltsa Z; och Zy = n — Z; ar beroende. Multino-
mialférdelningen &r alltsa en generalisering av binomial-fordelningen. Allmént
blir de olika Z;:na beroende stokastiska variabler. Man inser ocksa att Z;:na
blir negativt beroende eftersom om en viss av dem blivit “onormalt” stor blir
antagligen de 6vriga “onormalt” sma. Det negativa beroendet ar svagt om m
ar stort.

11.2.1 Vantevardesvektor och kovariansmatris

Hérnést avser vi att ta fram vénteviardesvektor och kovariansmatris fér mul-
tinomialférdelningen och dessutom den asymptotiska férdelningen da n — oo
och gor darfor foljande konstruktion.

Lat Uy, U, -+ ,U, vara den erhallna sekvensen farger. Vi definierar

lez{l omUi:aj

0 annars
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dvs Z;; indikerar om den ¢:te dragningen ger farg a; eller inte.

Vi ser att Zy;, Zaj, - -+ , Znj dr oberoende likafordelade och att P(Z;; = 1) = f;
och P(Z;; = 0) = 1— f;. Man ser att Z; = Zy; + Zy; + - -+ + Z,; &r antalet
av farg a;. Vidare inses att Z; ar Bin(n, f;) och att alltsa E(Z;) = nf; och
C(Z,25) = VI(Z;) = nfi(1 = f;).

De olika Z;ma dr beroende och vi far for j # k att

C(Z;,7y) = C (Z Zjy > Zsk> =3 C(Zej, Za).
r=1 s=1

r=1 s=1

Zyj och Zg, &r oberoende om r # s eftersom de da ror olika dragningsomgangar.
Alltsa forsvinner alla termer med r # s och vi erhaller

C(Z;, Z) = Y C(Zij, Zar).
=1
Vi far
C(Zij, Ziv) = E(ZijZix) — E(Zi)) E(Zix) = P(Zij = 1; Zig = 1) — fifs = — [ Jx

eftersom Z;; = 1 och Z;; = 1 inte kan intréffa samtidigt ty den i:te kulan kan
inte bade ha férg a; och férg a; — vi studerar ju fallet j # k. Alltsa erhaller vi

C(Zj, Zx) = —nfifu.
Detta betyder att Z har vantevirdesvektor nf och kovariansmatris nC dér
Cii = fl(l — fz) och Cij = _fzfj for 1 7£ j

Vi skattar f med ? = z/n som &r ett utfall av ? = Z /n dar Z ar Mult(n, f).
Ur ovanstaende inses att f = Z/n har vantevardesvektor f och kovariansma-

tris C3 = C'/n.

obs

Man kan visa foljande sats som &r en generalisering av stora talens lag och
Centrala gransviardessatsen

Sats 11.2 Stora talens lag och CGS for Multmomialf(')'rgelnmg
Om den m-dimensionella vektorn Z &r Mult(n, f) och f = Z/n sa géller da
n — oo att

1. ?—> f med sannolikhet 1

2. \/ﬁ(? — f) &r asymptotiskt N,,(0,C)

dar C har ¢;; = f;(1 = f;) och ¢;; = —fif; for i # j. O
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11.3 Andliga fallet — Bevis av Bootstrap-hypotesen

I detta avsnitt skall vi bevisa att den grundldggande bootstrap-hypotesen &r
sann i ett specialfall ndmligen da den bakomliggande fordelningen for vara
observationer bara har ett dndligt antal tankbara vérden. Vi utnyttjar beteck-
ningar och resultat for foregaende avsnitt om multinomialférdelningen.

Man har foljande sats som visar att bootstrap-hypotesen &r sann i denna si-
tuation da F' bara kan anta ett dndligt antal vérden.

Sats 11.3 Bootstrap-hypotesen
Det géller da n — oo att vi med sannolikhet 1 erhaller observationer
X1,To, - , T, sa att fordelningarna for

N (§(X1,X2, LX) — 9) och /7 (§(Xf,X;, XY = (@, Ty ,xn)>

ar asymptotiskt lika under foljande villkor:

1. X1, X5, -+, X, kan bara anta ett dndligt antal virden aq, as, - - - , a,, och
P(Xi:aj) :fj fOI']Z 1,2,---m

2. 0 ir plug-in-skattningen av 6 och med z;=antalet x; som blivit a; och

fops = 2/n dér 2 = (21,29, -+ , 2p) &r é\(:vl, cee ) = h(?obs)
3. Funktionen h &r tva ganger kontinuerligt deriverbar och med begrénsade
derivator. O

Skiss till bevis:

Lat @ = (ay, a9, -+ ,a,) vara de tdnkbara virdena och anta att de har sanno-
likheter f = (fi1, fo, -+, fm) dvs att X, X, -+, X, &r oberoende och alla har
fordelningen

P(Xi=a)=f, j=1,2--,m, i=1,2--n

Givet observationerna 1, s, - - - , x, av X1, Xo, -+ , X,, skattar vi f med f,, =

z/n dér z = (21, , zy) och z; = antalet z;:n som blivit a;. f, dr ett utfall

av f = Z /n dar Z ar Mult(n, f).

Parametern # = T'(F') kan betraktas som en funktion h(f) av vektorn f ef-
tersom F' beskrivs av f. Om vi skattar 6 med plug-in-skattningen
O(xq,x9, - ,x,) maste O(xy,z9, -+ ,x,) = h(f,,,) eftersom f . &r empiriska

fordelningen for x1, zq, - , x,.

Enligt satsen om multinomialférdelning géaller att ? — f och att \/ﬁ(? -1
ar asymptotiskt N,,(0,C).

obs

obs

Vi genererar ett (stokastiskt) bootstrap-stickprov X7, X5, -+, X* genom icke-
parametrisk bootstrap precis som tidigare, dvs att

PX!=z;))=1/n, j=1,2,---,n, i=1,2,---,n
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diar X7, X5,---, X} ar oberoende. Vi definierar Z* = (Zf,Z5--- ,Z%) dar
Z; =antalet av X7, X3,---, X som ér = a; dvs komponenterna i Z* anger
hur bootstrap-stickprovet fordelar sig éver de olika virdena (aq,ag, -+, ay).
Man ser att Z* dr Mult(n, fobs) givet observationerna xy, xo, - - - , ,,. Lat vidare

vektorn ?* =Z*/n.

Det géller alltsa att (givet z1,xq,- -, x, eller ekvivalent givet f= ?Obs) att

E(/f\*) = /f\obs'

A~k

Kovariansmatrisen for f &r

<
S

dér Cobs har /C\M = fi,obs(l - fi,obs) och /C\ij = _fi,obsfj,obs for 4 7é j

Vi far da enligt CGS att givet f = ?Obs sa géller att \/ﬁ(?* - ?Obs) ar ap-
proximativt Nm(O,a). Eftersom ? — f dan — oo giller att C — C med
sannolikhet 1. Detta betyder att da n — oo géller att \/ﬁ(/f\>k - ?obs)ﬁ = ?obs
och \/ﬁ(? — f) asymptotiskt far samma foérdelning.

Vidare antog vi att

~

0(X1, X, -+, X)) = h(Z1/n, Zafn, -, Zn/n) = h(f).

o~

dar 0 = h(f) dvs att 6(zq,xs, -+ ,x,) ar plug-in-skattningen av 6.

Om nu h-funktionen &r tillrdckligt “snall” (t ex tva ganger kontinuerligt deri-
verbar och med begrinsade derivator) sa kommer férdelningen for

att konvergera mot férdelningen for

Va(h(f) = h(f))

da n — oo for nastan alla xq,xs, -+ ,z, dvs bootstrap-hypotesen &r sann i
denna situation.

Detta inses ur en Taylorutveckling dvs

5 - L L oh
0(X1, X, - - >Xn):h(f):h(f)+(f—f)% + restterm
u=f
och
D7 vk * * e 7 7 ~ Oh
0(XT, X5, , X5)=h(f )=nh(f)+(f —f)% _+ restterm.
u=F

Resttermerna &r av typen

~ 92
F- Py

u=f
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och dessa kommer att vara av storleksordning 1/n (dvs Op(1/n)) medan f—f
ar av storleksordning 1/4/n och man kan visa att vi kan bortse fran restter-
merna da n — 00.

Eftersom ? — f och h var kontinuerligt deriverbar géller att

%
Oou

Oh

_
u=f ou

u=f

Eftersom alltsa
Vi (001, %5, X0) = 0) = Vi (h(F) = n(f) ) =

= Oh

Vilf =)o

5a| T OP/VR)

u=f

och

Vi (005, X5, X0) = By, v, ) ) = v (h(F

- Vi -

_+0p(1/Vn)
7

u=

och \/ﬁ(/f\* — /f\) och \/ﬁ(? — f) asymptotiskt far samma fordelning N,,(0,C)
ser man att med sannolikhet 1 erhaller vi alltsa en sekvens observationer
x1,T9, -+ , T, sadana att fordelningen for

\/ﬁ (é\(Xfa X;a e ,X;) - é\(xla Loy 7xn)>
konvergerar mot férdelningen for

\/ﬁ@(xl,xz,-.- LX) —9> .

dan — oo O

11.4 Allmant om geometrisk representation

Resultatet i foregaende avsnitt forutsatte att F' bara kunde anta ett dndligt
antal virden. Om F kan anta odndligt antal virden kan vi &nda for ett fixt
n anvinda oss av multinomial-férdelningen vad géller bootstrap. Vi kommer
med hjélp av denna representation att kunna visa relationer mellan bootstrap
och jackknife.

Tidigare har vi betraktat en skattning @ som en funktional t(F) av F (den
empiriska fordelningen for data). I det foljande ser vi i stéllet skattningar som
funktioner av sannolikhetsvektorer

P*:(PI*7P2*""7P;:)T
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dvs som uppfyller 0 < P* < 1 och Y ', P* = 1. Tolkningen av P’ #r att

7
P’ =andelen av stickprovet som z; utgor. Det ursprungliga stickprovet svarar

alltsd mot vektorn Py = (1/n,1/n,--- ,1/n)T.

Vi studerar i fortsidttningen hur skattningar dndras nér vi édndrar pa dessa
sannolikhetsvektorer. Vi betraktar z1, o, -+ , x, som fix och later F* = F(P*)
vara fordelningen som ldgger massan P’ pa z;, ¢ =1,2,---,n. Vi betraktar
6* som en funktion av P*, T(P*) genom

0 = T(P*) = t(F(P")).

Funktionalen 7T'(P*) kommer att spela huvudrollen i fortsdttningen av detta
avsnitt.

Man noterar som tidigare ndmnts att den ursprungliga skattningen

~

(1,2, ) = t(E})

po_ (11 1\"
S \n'n’

dvs att 0(xy, z9,- -+ ,x,) = T(Py) medan jackknife-stickprovet

svarar mot vektorn

) = ($1,-’E27"' y Li—1, Lit1, " " ,%)

svarar mot vektorn

11 1 1 1"
P(z): I T 707 T
n—1n-1 n—1 n-1 n—1

med O:an i position 7, i=1,2,---,n
sa i:te jackknifeskattningen g(i) =T(Py).

For att detta skall fungera skall 0 vara invariant under permutationer av ob-
servationerna for i sadana fall ger vektorn P* full information om stickprovet
och vi kan betrakta 6* som en funktion av P*. Detta ar fallet om 6 &r en
plug-in-skattning.

Man kan se T'(P*) som en yta 6ver simplexen som spanns upp av enhetsvek-
torerna
e; = (0,0,---,0,1,0,---,0)"

med 1:an i i:te positionen. ¢ =1,2,---,n

11.5 Bootstrap

Bootstrap-genereringen kan uttryckas pa sa vis att vi drar nP* fran en multino-
mialférdelning med n dragningar och sannolikheten 1/n for vardera elementet,
dvs att nP* dr Mult(n, Py).
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nP* har viintevirdesvektorn (1/n,1/n,---,1/n)T = P°. Enligt resulaten tidi-
gare blir V(nP) =n-1/n-(1—1/n) och for i # j har vi

CnP,nP)=-n-1/n-1/n.

Detta kan sammanfattas som att P* har vantevardesvektorn Py och kovari-
ansmatrisen

I P'p”

n? n

dar I =identitetsmatrisen dvs den som har 1:or pa diagonalen och 0:or i 6vrigt.
Den slumpmiéssiga vektorn P* med ovanstaende fordelning ligger naturligtvis
i simplexen eftersom Z?:l Pr=1o0ch 0< Pr <1 for alla i.

Alltsa kan vi uttrycka bootstrapskattningen 0* som

-~ ~

n

dér P* &r en slumpmaissig vektor dar nP* & Mult(n, Py).

o~

Nar vi skattar bootstrap-forvantan Ex(6(X7, X5, -+, X)) sa bildar vi vénte-
vardet med avseende pa denna fordelning och betecknar det med E, (T (P*)).
Nar vi skattar bootstrap-medelfelet Sep,.; sa bildar vi variansen med avseende
pa fordelningen f6r P* och skriver detta som V. (T'(P*)).

11.6 Linjira skattningar

Definition 11.1 Linjdara skattningar
En linjir skattning 7'(P*) dr linjar som funktion av vektorn P* och har alltsa
formen

T(P*) = CO—I—ZaiPZ‘ = CQ+P*0,
i=1

dér ¢g och @ = (a1, as, - ,a,) € beror av P*. O

Kommentar: ¢y och a beror i allménthet av x = (z1,22,--- ,z,) men denna
betraktas som fix. Vi ser T primért som en funktion av “atersamplingsvektorn”
P~

En linjar skattning &r alltsa linjar i P* nér vi ser den som en funktion av
“atersamplingsvektorerna” P*. Detta innebér ocksa att om vi ser ovanstaende
som en funktion av P* bildar T'(P*) for en linjér skattning ett hyperplan 6ver
simplexen dér P* &r definierad.

Exempel 11.1 Aritmetiskt medelvdarde

-~

Om skattningen ar 0(z, xq,- - ,x,) = T sa har vi bootstrap-skattningen

n
% *
= E Pz,
i=1
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Vi har alltsa ¢g = 0 och a; = x; och T &r alltsa en linjar skattning. Man noterar
att detta ocksa kan skrivas som

I
T —;Pixl—x—l—;(ﬂ n)(xl T)
dvs att vi skriver
TP) =5+ Y (P = o =) = T(P) + (P = P
dér U; = (z; — &) och alltsa Y U; = 0. 0

Vi kan allmént skriva om en linjar skattning 7'(P*) pa foljande form i samma
anda som for x i exemplet dvs att

T(P*)=T(P") + (P* - P")'U

dir P° = (1/n,1/n,--- ,1/n) och U = (Uy,Uy,--- ,U,)T &r en vektor som
uppfyller " | U; = 0. Funktionen 7" ses ju primért som en funktion av P*
men ovanstaende definition av begreppet linjar skattning innebéar ocksa att

~

O(xq,x9, -+ ,x,) (som vi ser som en funktion av &) kan skrivas pa formen

~

1 n
(xlax% y L ) /L—i_ n — Oé(ilf)

for en konstant p och en funktion «f(-). Konstanten p kan naturligtvis “bakas
in” i funktionen «(-). Det var detta vi i tidigare definierade som en linjar
skattning. Detta inser man av féljande resonemang.

Om vi sitter P* = e; = (0,0,---,0,1,0,---,0)7 med 1:an i i:e positionen
(dvs att e; &ar i:te enhetsvektorn) far vi T'(e;) = A(xi,xi, -+, x;) och ocksa
T(e;) = co + a;. Alltsa éar a; = g(xi,xi, <+ 1) — ¢ och vi ser att vi skulle
kunna lata a(x;) = g(a:i,mi, ceyxg)ochp=0"fori=1,2,--- n.

Om vi i stéllet sétter P* = PO erhaller vi da
n

1 & 1
0 ceox,) =T(PY) = —E i:—E i
(l’l,l’g, y ) ( ) Co + n e a n e 04(33)

-~

och alltsa &r 6(zq,--- ,z,) linjir enligt bada typerna av definition.

Vi far ocksa

n

T(P) =Y Plaw) = 3 a(e) + YO P <a<xi> - a(x») =

i=1 j=1

— TP+ Y (P - ) <a<xz~> iy a(sm) — T(P") + (P — P*)'U

j=1
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dir U = (U1, Uy, -+, Up)" med U; = (a(z;) — 377, a(z;)/n) och alltsa giller
att > ; U; = 0.

Mot jackknife-stickprovet x(;) svarar vektorn

och vi far latt

n 1 0_1

P°— e, — P =
n—1 n—1 n—1
Sats 11.4 Medelfel: Samband mellan Jackknife och bootstrap

Vilj Tprn linjér sa att den antar vardena T'(P(;)) for jackknife-stickproven z;
fori=1,2,--- ,n.

Py — P = (P’ —e)

Trrn beskriver alltsa det hyperplan som gar genom punkterna
(Pu), T(Pg)) fori=1,2,--- n.
Da giller att

n—1__5

——5€qek = Vi(TLin(P))

dvs att jackknife-skattningen av medelfelet &r (férutom faktorn (/(n —1)/n)
samma sak som bootstrap-skattningen av medelfelet for lineariseringen 17y
av T O

Bevis:

Vi klarade egentligen av detta i kapitel 9 men det blir mycket ldttare att
genomfora kalkylen nédr man har tillgang till den geometriska representationen.

Vi har ekvationssystemet

5(1') = Trin(Pg)) = co + (Pu — PO)'U =

1 Ui
= — (P —¢e)TU = ¢y — —
00+n—1( e:) -1

i=1,2,---.n

eftersom P*'U = 0. Genom summation 6ver i erhaller man att o = 5(.) och
alltsa ar UZ = (n - 1)(9(.) - Q(i)). Vi far da

V.(Tuin(PY) = V. ((P* = P*)'U) = U"V.(P* — P)U =

Lo (LR

n? n
T
1
= (ty (P°)'U =0) = Un2U —0= EUTU =
n—1)2 <~ ~ ~ n—1__
-l 2 ) >0y = 00)* = —— 5

i=1
Detta redde vi egentligen ut i kapitel 9! O
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11.7 Andra jackknife-approximationer

I ovanstaende resultat anpassade vi ett hyperplan 77y (P*) sa att det stamde
for jackknife-stickproven ;) eller uttryckt annorlunda sa att det stdmde for
punkterna P(;, men en annan (och troligen béttre) approximation vore att
approximera T'(P*) genom att ta tangentplanet i punkten PY som svarar mot
den ursprungliga skattningen 0. Detta tangentplan har formen

Tyan(P*) = T(P°) + (P* — POYU
med U = (Ul, UQ, cee ,Un)T dar

T (P° + e(e; — PY)) — T(P°
U; = lim Prrelei—P))-TWF) 4, .,
€— €

diir som tidigare e; #ir enhetsvektorn i é-riktningen dvs (0,0,---,0,1,0---,0)T
med 1:an i position i.

Dessa U; ar de empiriska influens-virdena. Detta ger variansskattningen

1 n

~2 2

5€r1 = 2 E U;.
i=1

Detta kallas den infinitesimala jackknife-skattningen. Man kan uppfatta det
som att vi stor vektorn P = (1/n,1/n,---,1/n)T genom att ligga till massan
e till data x; och kompensera genom att plocka bort massan €¢/n fran de n
datapunkterna. U;:na anger hur detta forédndrar skattningen da e — 0, dvs da
storningen blir infinitesimal. Dessa kan uppfattas som ett slags derivator i i-te
koordinatriktningen.

11.8 Serieutvecklingar

Man har ofta en serieutveckling av skattningen 6 = T (P%) = t(ﬁ ) av parame-
tern 6 = t(F') av typen

~

1 n
t(F) =t(F — L F tt
(F) ( )—l—n;U(xz, ) + restterm

diir resttermen ir av storleksordning 1/n?. Detta utgor ett slags Taylorutveck-
ling av funktionalen ¢.

Storheten U(z;, F') kallas en influensfunktion och definieras av

o) — g (L= OF + ) = #(F)

e—0 €

dar ¢, dr en punktmassa i punkten z. Detta betyder att U(x, F) &ar ett slags
derivata for funktionalen ¢. Vi kan se det som att vi har stért férdelningen
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F' genom att ldgga en punktmassa av storleken e i punkten = och skalat ner
resten av fordelningen med faktorn (1 — e).

Detta betyder att om vi kan forsumma resttermen i serieutvecklingen ovan sa
far vi
~ 1 <&
% (tF)zV 0+-S UK, F)| =
F(U(F) F ( T ; ( ))

— %VF (U(X,F)) = %EF (U(X,F)?)

eftersom Ep (U(X, F)) = 0.

Man kan ocksa notera att serieutvecklingen innebér att vi approximerat t(F') =
f med en linjar skattning.

De olika medelfelsskattningarna innebédr nu att man gor olika typer av ap-
proximationer av U(z, F'). T ex sa innebér jackknife-skattningen att vi tar
e = —1/(n — 1) medan den infinitesimala jackknife-skattningen innebér att vi
tar Uz, F\) i stallet for U(z, F).

11.8.1 Postiv jackknife

Om man i approximationen av influensfunktionen i stéllet tar e = 1/(n + 1)
far man “positiv jackknife”, vilket svarar mot att man som det i :te av de n
jackknife-stickproven tar

(-Tla-ilj?a"' s Li—1y Ly Ty Tig1, " " ° 7'Tn)7 1= 1727"' ,

dvs tar den 7 :te observationen “dubbelt”. Denna skattning har dock ratt daliga
egenskaper eftersom den “blaser upp” eventuellt avvikande observationer pa
ett overdrivet séatt.

For ovrigt kan ndmnas att detta &r intimt forknippat med Gauss’ approxima-
tionsformler (som ju ocksa innebér en linearisering av en funktion av stokas-
tiska variabler). Man kan visa att en s k icke-parametrisk variant av Gauss’
approximation ger samma resultat som infinitesimal jackknife.

11.9 Bias-skattningar

Det finns en liknande relation mellan jackknife- och bootstrap-skattningarna
av bias som det fanns for medelfelsskattningarna.

Om skattningen &r linjar och ar en plug-in-skattning sa har den bias=0 och
skattningen for bias dr 0 bade for bootstrap och jackknife vilket framgar av
foljande sats.

Sats 11.5 Bias for linjira plug-in-skattningar
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Om 0 &r en linjar plug-in-skattning av 6 dar

1 n 0o e )

O0(z1, 20, ,Tn) = ~ Za(xi) = / a(z)dF(z) och 6 = / a(z)dF ()

i=1 —00 —00

saknar den bias och bias-skattningarna &r 0 bade fér bootstrap och jackknife.O

Bevis: Vi far

-~

biasp(0,0) = Ep(0(X1, Xa, -+, X)) — 0 =

_ %ZEF(a(Xi)) — /_ ) a(z)dF (z) =

(e o]

o0

= Fr(a(Xy)) — / a(z)dF(zr) =0

—0o0

och alltsa ar biasyp = 0.

Vi far vidare for bootstrap-skattningen b/z'asboot

— ~

biasboot = Eﬁ( (XikJX;J U 7X*)) - §<x17x27 U ;xn) =

n

= Bpla(X7)) = =Y alw) = %Z ~ 23 o) =0

i=1 i=1
Som alternativ kan vi anvénda representationen av T'(P*) och erhaller (déar E,
avser vinteviirdesbildning med avseende pa multinomialférdelningen Mult(n, PY))

biaspor = E.(T(P*)) = E, (T(P°) + (P* — P*)"U) = T(P")

eftersom E,(P*) = P°.

For jackknife géller att bzas]ack = (n— 1)(9 () — 9) déar «9 =>7 @\(Z)/n dar
9(2-) = T(P;) ar skattningen i i:te jackknife-stickprovet. Vi far alltsa

bmsmck— (n—1) < ZT ))

Vidare har vi att P;) — P = (P° —¢;)/(n — 1) och far alltsa

T(Pu) =T(P") + (Py — P")'U =T(P") +

! 1<P0—62‘)TU:

n —

_ (P + ﬁ(PO)TU _ (n(f 5= TP -

n—1
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eftersom (P°)'U = (U; + Uy + - -+ + U,)/n = 0. Detta ger
T(P ) ———— T(P°
Z T(P°) (n—l ZU (P).

Alltsa blir bmsmck =(n— 1)(0 T(P%) = 0.

Eftersom jackknife- och bootstrap-skattningarna av bias blir = 0 for linjara
skattningarna sa maste man ga over till kvadratiska skattningar.

Definition 11.2 Kwvadratiska skattningar
T(P*) &r en kvadratisk skattning om

T(P*) —co—i—ZaZP*—i—ZZb”P*P*
=1 j=1

dvs ett andragrads-polynom i P;:na. O

Man kan skriva en kvadratisk skattning i “avcentrerad” form som
1
T(P*) =T(P") + (P* — P")'U + Q(P* —- P)'v(P* - P"
dér U = (Uy,Us, -+ ,Uy,)" upplyller Y7 | U; = 0 och V' ér en nzn-matris som
uppfyller >, Vi; =3, Vi; =0 for alla 4, j.

Pa motsvarande sitt som for linjara skattningar betyder det att en kvadratisk
skattning kan skrivas som

. 1 1
O(z1, 20, ,Tp) =+ — Za(xi) + = Z Bz, ;)
(gt " <ici<n

Exempel 11.2 o2-skattning
Plug-in-skattningen

av o2 dr en kvadratisk skattning eftersom

LS a3t 2 ) -
(Zaz ——Z:c + 2 Z JJSL’J>:

1<i<j<n

1 .. 1.1
== 2(1 — 2y 4+ — — 20,
n;'rz( n)+n2 Z ( IL'I'])

1<i<j<n

dvs vi kan ta p =0, a(z;) = 27(1 — 1/n) och B(z;, x;) = —2xx;. O
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Sats 11.6 Bias: Samband mellan jackknife och bootstrap

Lat Touap(P*) vara en kvadratisk skattning av ovanstaende typ som overens-
stammer med T'(P*) for jackknife-stickproven z(;y dvs gar genom punkterna
(P(Z-), T(P(i))) forie =1,2,--- ,n och dessutom for det ursprungliga stickprovet
x = (x1,T9, - ,%,) dvs gar genom punkten (P° T(P°)). Vi approximerar
alltsa 7" med den kvadratiska skattningen Ty ap.

Da géller att

n—1-— _—

biasjack =F, (TQUAD(P*)) — é\: biasboot(TQUAD)

n

dvs jackknife-skattningen lgc:sjack av bias dverensstammer med den teoretiska
bootstrap-skattning av bias som skulle erhallas med approximationen Ty ap
av T (férutom faktorn (n —1)/n). O

Kan alltsa T' vl approximeras med en kvadratisk funktional Tpap sa Gver-
ensstdmmer jackknife- och bootstrap-skattningarna av bias med varandra (sa
nér som pa faktorn (n —1)/n).

Man kan i detta sammanhang t ex tinka pa vad som var fallet for o2-skatt-
ningen (plug-in-skattningen)

1 n
AQ__Z: L =\2
§ _nz’:1(xl K

dér bias-korrektionen for jackknife gav den véntevérdesriktiga skattningen. For
bootstrap stdmde det “néstan”.

Man kan ocksa jamfora detta med att medelfelsskattningarna 6verensstammer
om 7" kan approximeras med en linjar funktional 77 .

Bevis:
Vi har alltsa T(P°) = Touap(P°) = och
1
0 = T(Pw) = Touan(P°) + (P — P)'U + 5(Py) — P°)'V(Pg) — P°)
Vi far da med hjélp av det tidigare resultatet

(P —P") = (P"—e;)/(n—1)

att
Gy = T(PY) + ——(P* — e)TU + -1 (P — e))TV(P° —&;) —
) n—1 ' 2 (n — 1) ‘ '
U; 1 T T
_ 0y ? 0 0 __ pO A 0 T ) =
=T(P) = 5+ e (P'VP' — P"Ve, — VP + e Ve,)
= T(P°) — Ui L oo B 1

n—1+2(n—1)2 * n—1 2(Mn-1)2"
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dér vi flera ganger anvént oss av att 3, Vi; = 0 och } ., V;; = 0. Detta ger
efter summation 6ver ¢ att

Detta ger

biasjac = (n — 1)(B) — 0) = (n — 1) <§+%Zvﬁ_§> -

2n(n —1)* =

1
- 2n(n —1) ZV”

A andra sidan far vi

biaspoor = B (Touap(P*)) — Touap(P°) =
_ B, ((P* _ PYU 4 %(P* _ PV (P - po)) _

= B.((P" = P))U + 3. ((P* ~ P V(P* ~ P)) =

=0+ %E (P —P)'V(P*—PY)).

Vi vet att P* har vanteviardesvektorn P° och kovariansmatrisen

I (PO)TPO

n? n

Om Y har vintevéardesvektor g och kovariansmatrisen ¥ sa géller
E(YTAY) = p"Sp + trace(ZA)

som tillimpat pa Y = P* — P? ger

n? n

B (Tova0(P) = Touan(P") = gace (1 - ELE )y -

T o2 Z Vi

Alltsa ser vi att detta dr (sa ndr som pa faktorn (n —1)/n) dr samma sak som
biasjqer, enligt ovan. O
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11.10 En forbattrad bias-skattning

Man kan sédga att den nedan beskrivna forbéttringen innebér att man kom-
penserar for att de olika observationerna i  férekommer olika ofta i bootstrap-
stickprovet p g a slumpvariationerna i genereringen av bootstrap-stickprovet.

Vi ser fortfarande Bootstrap-skattningarna som en funktion av “atersamp-
lingsvektorn” P* = (Pf,P;,---,P:)" dir P; = andelen som z; utgor av
bootstrap-stickprovet.

Den teoretiska bias-skattningen Diasoor = E(é\*) — 0= E.(T(P*)) —T(P).

Ibland gar det att explicit uttrycka en skattning som funktion av atersamp-
lingsvektorn P*.

Exempel 11.3 Kvotskattning

Om vi har tva-dimensionella data (y;, z;), ¢ = 1,2,--- ,n och vill skatta 6 =
E(Y)/E(Z) sa ér plug-in-skattningen 0= y/z. En sadan “kvot-skattning” &r
typiskt inte vantevardesriktig. Vi far

STl X Py
z Z?:l zi/n Z?:l Pz‘ozi

och alltsa
z* Z?:l Prz
O

Mot vara bootstrap-stickprov x*!,z*2 --.  x*P svarar atersamplingsvektorer

P P*2 ... P*B och vilater P* vara medelvirdet av dessa, dvs
| B
*b
=5 P
b=1

Var tidigare bias-skattning baserad pa de B genererade bootstrap-stickproven
kan skrivas

—_ -~

B
biass = 0°(-) — Dy, aa, -+ 2m) = 0°() — ! S TP - T(P),
b:1

En forbattrad bias-skattning &r

basy = 0°() ~ T(P*) = 5 S T(P") - T (% Zp*b)
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Kapitel 12

Konfidensintervall —
pivotmetoden

12.1 Inledning och 6versikt

I detta kapitel och kapitel 13 och 14 behandlas tre olika metoder att konstruera
konfidensintervall med hjilp av bootstrap-metoder.

1) Pivot-metoden

2) Enkelt percentil-intervall

3) BC,-metoden — ett forbéttrat percentil-intervall

Det rader rétt stor oenighet om vilken av framfér allt metod 1) och 3) som é&r
bést. Generellt kan man séga att Pivot-metoden konstruerar konfidensintervall

i enlighet med t-intervallen fér vinteviarde i en normalférdelning, dvs man
konstruerar en variabel av pivot-typ t ex

. X0
B S(Xlu X27 e JXTL)
NG
som for normalfordelade observationer X1, X, -+, X, ar t(n— 1)-fordelad och

utfor en bootstrap av denna kvantitet.
Percentil-intervallen tar i stéllet sin utgangspunkt i det faktum att det of-
ta finns en s k variansstabiliserande transformation i analogi med Fisher-

transformationen for skattningen av korrelationskoefficienten.

Vi aterkommer senare med en mer fyllig diskussion om fordelar respektive
nackdelar med de olika metoderna.

155
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12.2 Pivot-baserade konfidensintervall

For ett stort antal skattningar ) géller att da stickprovsstorleken n — oo blir
0 alltmer normalfordelad. Detta gor att

6—0

se

~ N(0,1)

och om vi later z, 16sa ekvationen ®(z,) = « ser vi att

00

S

®

som ju kan omformas till
Pr <§— Z1—aj25e <0 < 0 — za/2373> ~1—«

och av detta foljer att (gundre,gévre) = (5— zl_a/gs?\e,é\— Zo/25€) utgor ett
konfidensintervall for § med den approximativa konfidensgraden 1 — a.

Man kan for 6vrigt notera att det dr hogra griansen 2,_, /2 i Normalférdelningen
som bestdmmer vénstra grinsen i konfidensintervallet och tvirtom. P g a sym-
metrin i normalférdelningen ser man att z;_q/2 = —za/2 och med beteckningar
fran grundkursen att z,/o = —Aq/2 samt 21_q/2 = Aa /2.

Om man hade haft ett fixt och kint virde se for D(f) skulle vi ha haft
Py(0 < Ounare) = /2 och Pyp(0 > Ose) = /2. Om detta ar uppfyllt kal-
lar vi konfidensintervallet symmetriskt.

12.2.1 Hypotesprovning — konfidensmetoden

Konfidensintervall héinger ju intimt samman med hypotesprévning, i den me-
ningen att om 6 = Hundre sa galler att PQ(Q > Qobs) = «/2 dar Qobs ar det
observerade virdet av skattningen (dvs det numeriska vérdet) och 0 sr
N(é\undre, se?). P4 motsvarande siitt #r Pg(g > gobs) <af/2omf < gundre. Detta
betyder att sannolikheten att fa ett sa stort virde som é\obs av skattningen &r
mindre dn /2 om 6 ligger till véinster om konfidensintervallet. Pa motsvarande
siatt ar varden storre an @Me pa 6 osannolika med tanke pa vart observerade
varde pa é\obs.

12.2.2 Pivot-variabler
I ovanstaende situation utgor
0—0

4 = —
se

en approximativ s k pivot-variabel, dvs férdelningen beror ej av 6.
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Med det traditionella (i allménhet orealistiska) antagandet att vara data kom-
mer fran en N(0,0?)-férdelning dér o2 &r okéint brukar man ju i stéllet kon-
struera konfidensintervall for § = E(X) som skattas med f = z utifran pivot-
variabeln

~

-0  0(X1, Xy, , X)) — 0
i S(X17X27“' 7Xn
vn Jn

~ —

som &r t(n — 1)-fordelad nér 0(Xy,---, X,,) = X. Har 4r som vanligt

T:G

1 _
S 3( 1, A2, ) n) n—1 ;:1( )
Vi far alltsa konfidensintervallet
(é\undre(xla Lo, 7$n)7 é\E>v1re(x17 Loy 7$n)) =

~ S -~ S
= (9 — Zl_a/g(n — 1>%’9 - za/z(n — 1)—> =

n
-~ 8(:(}1,.1’2,"' 7xn)
= 0(x17x27 o 7xn) - 21,0[/2(77, - 1) \/ﬁ )
-~ S(xlaxZa”' 7'2771)
0(1’1,1’2,"‘ 7xn) _Za/Q(n_ 1) \/ﬁ

dér percentilerna z,/2(n — 1) och z1_4/2(n — 1) hamtas fran ¢(n — 1)-fordel-
ningen i stéllet for fran normalférdelningen N (0, 1) som ovan. Detta beror pa
att P(za2(n—1) <T < zi_qp2(n—1)) =1—a.

Som alltid skall konfidensintervallet
<0undre(~r1> Lo, 7‘rn)7 eévre(xh Loy 71371))
uppfattas som ett utfall av det slumpmaéssiga intervallet
<9undre<X17 X27 e aXn)a gévre(Xla X27 e 7Xn)>
och konfidensgraden 1 — « dr ett matt pa sidkerheten i metoden och inte egent-
ligen en utsaga om det konkreta numeriska intervall vi far med vara data. Det
betyder att

P <9 c (é\undre(Xl?XZ, e 7Xn>,§(jvre<X1,X2, e ,Xn))> =1—«

(for alla véirden pa #) som ju &r en utsaga om sannolikheten att det slump-
méssiga intervallet innehaller parametern 6.
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12.3 Bootstrap av pivot-variabler

Man kan sédga att den nedan beskrivna bootstrap-metodiken enligt pivot-
metoden efterliknar denna konstruktion av konfidensintervall, men diar man
med hjilp av bootstrap-metodik konstruerar en motsvarighet till ”¢-férdelnings-
tabellen” som &r skrdddarsydd for just den datauppséattning man fatt. Vad man
far som konfidensintervall med pivot-metoden ar precis samma intervall som
man skulle fa om pivot-variabelns férdelning var kidnd men med den modifika-
tionen att percentilerna skattas med hjalp av bootstrap.

Detta innebéar att man som approximativ pivotvariabel tar
0—0

5_\

~

for en lampligt vald skattning 7 = Se av D(6). Vad detta innebér ar att vi
antar att

0—0 0(X1, Xo, -+, X,) — 0
( ? o Z) ( ?(XI)X27”' 7Xn) =7 G(Z)
for nagon funktion G. Kénde vi denna funktion sa skulle vi vélja tal z,/, och

Z1_a/2 sadana att G(zaj2) = /2 och G(21-q/2) = 1 — a/2 och konstruera
konfidensintervallet

~

(0 — Zl_a/g?, 0 — Za/27/:> =
= <9(Z‘1, Loy 7xn) - Zl—a/Z?(xla 1% P 7In)7

9(1’1, Loy 7xn) - ZQ/Q?(:CDZL'Q? T 7$n))

precis som i konstruktionen av t-intervallet ovan.

[ situationen med ett stickprov fran N (6, 0?)-férdelningen och med 0§ = X och

- S 1 -
v A\ D

ar G(-) helt enkelt t(n — 1)-fordelningens fordelningsfunktion.

Vi kénner i allménhet inte funktionen G och dédrmed inte heller z, /3 och z1_q 5.
Dock kan vi erhalla skattningar av dessa genom bootstrap-metodik genom att
vi ser G(z) som en (komplicerad) funktional S(F') av F. Plug-in-skattningen
av S(F) ar S(F). Detta betyder att vi skattar G(z) med

G*(z) = S(F) = P (9*: b < Z) _

—p (XT’X;’A 7X7>:) - (i’l,l'g,--- 71"71) < 5
T(vang"' 7X;;) o
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dir 0" sr bootstrap-varianten av 0 och pa samma sitt 7F 4r motsvarigheten till
7 fast applicerad pa bootstrap-variablerna X* i stéllet for pa det ursprungliga
variablerna X.

G*(z) kan ju i allménhet inte berdknas exakt, men vi far en skattning av den
genom att skaffa oss B st bootstrapstickprov z*!, z*2, - - -, z*5. Aterigen dr det
sa att G*(2) 1 princip kan berdknas hur noga som helst genom att lata B — oc.

Vi later 5*(b) och 7*(b) vara skattningarna ur stickprovet z*, dvs vi later
6*(b) = A(x**) och 7*(b) = T(x*®) for b=1,2,--- , B.
Om vi later R R
0%(b) — 6
Z*(b) = =L~
0=

sa skattar vi G*(z) med den empiriska fordelningen for de B vérden pa Z* som
erhallits med bootstrap, dvs vi skattar G*(z) med G(z) dar

_ Antal Z*(b) < 2

N B

och alltsa far vi t ex 27, ,-skattningen genom att 16sa G;(2}, 5 p) = /2, dvs vi
16ser ut z » 5 ur ekvationen

Gp(2)

Antal Z*(b) < 275 5
B B

a/2

Vart konfidensintervall (§_ 21—aT, 0 — 24T) skattas alltsa med

(0 — 2_o 57,0 — 25 57).

I praktiken tar vi 27, , p = k:te i storleksordning av Z*(1),2*(2),--- , Z*(B)
dér k = [(B+1)a/2] och 21_4/2,5 som nr [(B+1)(1 —a/2)] i storleksordning.

Exempelvis tar vi med o = 0.10 och B = 999 k£ = 50, dvs storheten z 5
approximeras med den 50:e i storleksordning av Z*(1), Z*(2),--- , Z*(999) och
25,95 med den 950:e.

12.3.1 Sammanfattning

Man simulerar alltsé fordelningen fér (6(X *) —5(:1:)) /T(X™*) och skattar percen-
tilerna ur denna foérdelning. Dessa percentiler utgér skattningar av motsvaran-
de percentiler i fordelningen for (0(X)—60)/7(X). Det &r just dessa percentiler
som ingar i konfidensintervallet

(5(9;) — 2apR(@), O() — za/ﬁ(x)) .

Pivot-metoden innebér alltsa att vi skattar percentilerna i pivot-variabelns
fordelning. Det &ar detta som avses med att pivot-metoden berdknar en t-
fordelning skrdddarsydd for just det stickprov som vi har erhallit. I 6vrigt
ser konfidensintervallet ut precis som i normalfoérdelningsfallet.
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12.3.2 Pivot-metoden i Matlab

I Matlab skriver man forst en m-fil som ger pivot-variabeln och avsikten ar att
bootstrp skall skicka bootstrap-stickproven till denna rutin. Man far da tanka
sig lite for sa att rutinen fungerar pa ratt sitt.

Exempel 12.1 (X —0)/(s/\/n) som pivot-variabel
Antag att vi har ett stickprov 1, o, - - -, x, lagrat i vektorn x och vill skatta
0 med 7 och vill studera pivot-variabeln

X -4
(X17X27"' 7Xn)
n

T —
S

dér som vanligt

1 _
$(X1, Xp, -+, X,) = (X - X)

n—14

=1

Om data kommer fran en N (6, 0?)-fordelning ér alltsa T’ en t(n — 1)-fordelad
variabel. Vi vill alltsa géra bootstrap av T och far

B X -z
B S(XfaX;"" >X7>:)
Jn

T*

och skriver m-filen pivot enligt féljande

function t=pivot(x,xbar)
n=length(x) ;
t=(mean (x) -xbar)/(std(x)/sqrt(n));

dér vi alltsa skickar med xbar=mean(x) som en parameter till pivot. Detta
viarde xbar=7 ska ju rédknas ut i det ursprungliga stickprovet och kan alltsa
inte berdknas i m-filen pivot som i rutinen bootstrp kommar att operera pa

de framlottade bootstrap-stickprovet (xf,z%, -+, x*). Operationen mean(x) i

rn
pivot kommer alltsa att berdkna z*. Annu béttre vore kanske att skicka med
aven storleken n av vektorn x sa att man inte behover ta reda pa storleken
i varje bootstrap-stickprov. I just detta fall kan man faktiskt avvakta med
multiplikationen med +/n till efter man skapat vektorn boot. Allmént gar inte

detta.

Vi skapar filen

function t=pivot(x,xbar,n)
t=(mean (x) -xbar)/(std(x)/sqrt(n));

En simulering av fordelningen for 7% far da Matlab-koden
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Figur 12.1: Simulerad férdelning for (z* —z)/(s/+/10) for 10 N (1, 22)-fordelade.

xbar=mean (x) ;
n=length(x) ;
boot=bootstrp(B, ’pivot’,x,xbar,n) ;

och vi far sen percentiler genom prctile men man kan ocksa sortera boot och
ta ratt element i den sorterade vektorn. Om vi soker 5%:s och 95%-percentilen
och valt B = 999 tar vi 50:de och 950:de i storleksordning fran boot. Med
prctile blir koden [lower upper]=prctile(boot,[5 95]). I den fdljande
Matlab-utskriften genereras alltsa forst 10 st N(1,2%)-fordelade observationer
varefter fordelningen for 7™ simuleras. Den sanna férdelningen blir alltsa en
t(9)-fordelning.

x=normrnd(1,2,10,1);

xbar=mean (x) % gav 0.7950

n=max (size(x)) % gav 10

boot=bootstrp(9999, ’pivot’,x,xbar,n);

p=[1 2.5 5 95 97.5 99]’;

perc=prctile(boot,p)

perc =
-2.6421 -2.1111 -1.7117 1.9612 2.4484 3.4028

p=p/100;

a=tinv(p,9)

a =
-2.8214 -2.2622 -1.8331 1.8331 2.2622 2.8214

hist (boot, 100)

som ger figur 12.1. Man ser ocksa hur bootstrap skattar de sanna véirdena pa
ett antal percentiler i féljande tabell.
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Percentil 0.1 0.025 0.05 0.95 0.975 0.99
t(9) -2.8214 | -2.2622 | -1.8331 | 1.8331 | 2.2622 | 2.8214
Bootstrap | -2.6421 | -2.1111 | -1.7117 | 1.9612 | 2.4484 | 3.4028

12.4 Problem med pivot-metoden

Efron &r inte speciellt fortjust i pivot-baserade konfidensintervall utan hans
favorit dr de modifierade percentilintervallen som beskrivs i kapitel 14. Hans
huvudinvandningar mot de pivot-baserade intervallen &r

1) Det kan vara svart att skaffa den nédvéndiga medelfelsskattningen i ndm-
naren av pivot-variabeln.

2) De inte &r transformationsbevarande

3) De behover inte uppfylla krav pa begransningar av parameterns vérde av
typen 6 > 0 eller —1 <0 <1.

12.4.1 Hur fa medelfelsskattning?

Vi behover en medelfelsskattning i ndmnaren i

0*(b) — 6
Z7(b) = —

D=0
som kan beriknas for bootstrap-stickprovet. Dessutom maste 7 vara sa kon-
struerad att vi verkligen far en (approximativ) pivot-variabel, dvs att fordel-

ningen for (é\— 0)/T ej beror av nagra parametrar.

Om man inte latt kan konstruera en sadan medelfelsskattning sa dr en moj-
lighet att fa fram den att utfora en bootstrap (eller jackknife) av varje enskilt
bootstrap-stickprov. Aven om medelfelsskattningar inte kréver sa manga boot-
strap-stickprov (B = 25 récker ofta) sa maste denna operation da goras for
vart och ett av de kanske 1000 bootstrap-stickproven. Foér sma stickprovsstor-
lekar blir resultatet ibland ratt erratiskt. Vi skall ju utifran ett bootstrapstick-
prov som kanske innehaller bara nagra fa distinkta védrden utfora ytterligare
en bootstrap som kanske ytterligare “glesar ut” stickprovet.

Just for § = 7 finns en naturlig medelfelsskattning niamligen s/y/n. Pa lik-
nande sétt finns naturliga medelfelsskattningar i stuationen med tva oberoen-
de stickprov xy,xs, -+ ,x, och y1,y2, - , Y dir vi forsoker skatta skillnaden
i véintevirden mellan de bakomliggande férdelningarna. Om observationerna
kommer fran N(6;, 0%)- respektive N(0,, 03)-férdelade variabler X, X, -+ , X,
respektive Y7, Ys, -+ | Y,,. Da skattar vi ju 81 med Z, 65 med 3, o1 med s, déar

n

2= 52 (z) = —— 3 (i — )

n—14%
=1
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och pa samma sétt o, med s, dér

1 « _
Sz = 53(3/) T 1 Z(yi —5)?
1=1
Da borde o
T:X— — (01 — 02)
\/ s2(X) 5, (Y)
n m

vara en approximativ pivot-variabel och det &r denna vi forsoka gora bootstrap
av. Detta betyder att vi med bootstrap-simulering férsoker fa fram férdelningen
for

S XV g

I ovanstaende uttryck skall alltsa dven medelfelsskattningen i ndmnaren be-
raknas for bootstrap-stickprovet.

For andra skattningar dr det vésentligt mer komplicerat att fa fram en medel-
felsskattning. Detta géller t ex for korrelations-skattningen

S - D=5
VI @ = 0P i (i — )

5=

12.4.2 Ej transformationsbevarande

Den andra invandningen Efron har &r att pivot-intervallen inte &r transforma-
tionsbevarande. Det spelar alltsa roll om vi férsoker gora ett konfidensintervall
for parametern 6 eller for v = m(#) déar m(-) dr en monoton transformation
av parametern. Att en metod &r transformationsbevarande &ér ju en trevlig
egenskap, eftersom parametriseringen ofta &r rétt godtycklig. T ex borde det
ju inte spela nagon roll om vi betraktar € eller 1/6 som parameter — vara slut-
satser fran konfidensintervall vid t ex hypotesprovning borde vara den samma
oavsett parametriseringen.

12.4.3 Restriktioner pa parametern

Som exempel pa den tredje invandningen kan man ta skattningen av korre-
lationskoefficienten p. Dar kan ett pivot-baserat intervall 14tt hamna utanfor
intervallet [—1,1]. Vi stotte pa samma fenomen vid anvindningen av CGS
pa livslingdsdata dédr konfidensintervall kunde ha ha grinser < 0, vilket &r
otillfredsstéallande.
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12.4.4 Variansstabilisering

Ofta finns en “variansstabiliserande” transformation i stil med

1 1+p
= Zlog [ —F
Yo Og<1—p>

for korrelationskoefficienten. Om vi forsdker gora ett konfidensintervall for
sa vet vi att .
Y-y N (0, —)
n—3
sa problemet med skevhet forsvinner i stort sett om vi véljer denna transfor-
mation av parametern p. I och for sig géller detta resultat egentligen bara for

tva-dimensionellt normalférdelade data, men den géller &ven for en storre klass
av tva-dimensionella fordelningar.

Foljande utgor ett alternativ att uppna denna variansstabilisering i praktiken:
Lat X ha véntevirdet E(X) = 6 och standardavvikelsen s(#). Om vi betraktar
g(X) sa giller enligt Gauss’ approximationsformler att

V(9(X)) = (4/(0))° V(X)
och alltsa géller att om vi tar g(z) till en primitiv funktion till 1/s(z) t ex

g(x) = /Ox ﬁdu
att V(g(X)) ~ konstant eftersom V(X) = s2(6).

Detta betyder att vi kan hitta en approximativt variansstabiliserande trans-
formation genom att ta g(z) som en primitiv funktion till 1/s(x). Nu &r ju
funktionen s(x) inte kénd, men den kan naturligtvis approximeras.

Ett forslag som Efron ger for att hitta en approximation till g ar foljande
algoritm:

1) Generera B, st bootstrap-stickprov *°, b =1,2,--- , B;

2) (A}br Bs st bootstrappningar av vardera av dessa B; och skatta darigenom
se(0*(b)) for vart och ett av de B; bootstrap-stickproven.

3) Anpassa en kurva till talparen (E)\*(b), §\e(¢/9\*(b))> dvs konstruera en skattning
av s(u) = se(A| = u).

4) Beridkna genom integration (kanske numerisk)

g(z) = /0 ’ ﬁdu

5) Generera Bs st nya bootstrap-stickprov och gor konfidensinterval for ¢ =
g(0), dvs tag ¥ — ¢ som pivot-variabel. Alltsa studerar vi férdelningen for
1* — 1) och konstruerar ur denna ett konfidensintervall for .
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6) Transformera detta intervall genom g~ tillbaka till 6.

Man inser att detta program &r ratt besvérligt att genomfoéra och motivera
i en konkret situation. Pivot-metoden lampar sig alltsa bést i situationer dér
det finns en “naturlig” medelfelsskattning.

Man kan dock helt bortse fran nimnaren och i stillet anviinda 6 — 6 som
pivot-variabel. Detta forfarande ger en korrekt korrigering for t ex bristande
vantevirdesriktighet och for skevhet i fordelningen for € och dr nog att foredra
framfor de enkla percentil-intervallen som beskrivs i kapitel 13. Dock har detta
forfarande sdmre egenskaper &n BC,-metoden (beskriven i kapitel 14) som
korrigerar de enkla percentil-intervallen och som beskrivs i kapitel 13.

12.5 Forenklad pivot-variabel

Om vi baserar vart konfidensintervall pa 5—/\8 och approximerar dennas for-
delning med bootstrap-fordelningen for 8* — @ sa far vi intervallet

20 — G Y1 — a/2),20 — G (a/2)]

dir G (2) = (9* < z) dvs bootstrapfordelningen. Denna skattas direkt ur vara
bootstrap-skattningar och dven percentilerna erhalls létt.

Detta inses ur foljande resonemang;:

Om vi kallar P(f — 0 < z) = H(z) sé har vi
l-a=P (H‘l(a/Q) <h-0<H'(1- a/2)> -

—p (5— H'1—a/2)<0<f— H*l(a/2>)
och konfidensintervallet skall alltsa vara
[0—H'(1-a/2),0 — H ' (a/2)].
Vi later vidare P(é\* —0< z) = f[(z) och approximerar H(z) med ﬁ(z) och
alltsa approximerar vi dven percentilerna med varandra. Vi har da
H(z)=P@ —0<2) =P <0+2)=GO+2)

dar G( ) = (0* < u) dr fordelningen for bootstrap-skattningen f* som vi ju
kan approximera med vara framlottade bootstrap-stickprov.

Vi far da eftersom H(z) = G(0 + 2) att om z = H!(cv/2) si ér
G a)2)=0+2=0+H "(a)2)

dvs att H1(a/2) = G~'(a/2) — 6 och pél samma siitt
H'1-a/2)=G'1-a/2)—0

som insatt i intervallet ovan ger [29 —G'(1 - w/2),20 — (a/Q)] da vi
approximerar H'(a/2) med H(a/2) och H (1 —«/2) med H7'(1-a/2).
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12.6 Andra pivot-variabler

Vi antar att data kommer fran en skalinvariant familj, dvs vi antar att X;/6 har
en fordelning som ej beror av 6. Ett sadant exempel stotte vi pa i exemplet med
livslangderna déar vi da kunde frigéra oss fran antagandet att observationerna
kom fran en exponentialfordelning genom att anta att P(X; < z) = H(z/0)
for nagon fordelningsfunktion H. Exempelvis skulle man kunna ha

Hiz) =1—-e*, 2>0

dvs en Weibull-fordelning med formparameter a > 0. exponentialférdelningen
svarar mot a = 1.

Da vi forsoker skatta 6 med Z ser vi att X /0 utgér en pivot-variabel och vi
gor alltsa bootstrap av denna, dvs av X*/Z. Aterigen behover vi inte berikna
dennas exakta fordelning utan vi simulerar den. Vi genererar alltsa B stick-
prov z'* z%* ...  xB* vardera bestaende av n observationer erhallna med hjilp
av dragning med aterlaggning fran xi,xo, -+ ,x,. I vardera av dessa B stick-

prov beridknar vi det aritmetiska medelvirdet och erhaller da medelvirdena
g, 7%, ..., #P* och bildar

~bx
T
tb* —,

b=1,2,---,B.

Den observerade fordelningen for dessa t'* ¢ - ¢5* kallar vi G% samt tar
a/2— respektive (1 — a/2)-percentilerna z7, ,  respektive zi_, , 5 1 denna
fordelning genom att i princip 16sa ekvationerna

G*B(Z:;/Z,B) = /2 och GE(ZT—a/2,B) =1-a/2

I praktiken alltsa genom att ta den [(B + 1)a/2]-te och [(B +1)(1 —a/2)]-te i
storleksordning av t*1,¢*2,- .- t*B. T ex med B = 999 och o = 0.10 tar vi den
50:de och 950:e i storleksordning av de 999 viardena.

Nér vi sa erhallit dessa percentiler anvinder vi dem for att skatta de sanna
percentilerna z, /o och z1_q/9 i fordelningen for X /6.

Slutligen far vi da konfidensintervallet

T T
* )%
“1-a/2,B *a/2,B

helt i analogi med hur vi berdknade konfidensintervallet i avsnitt 3.6.3 pa
sidan 34 da vi visste att observationerna kom fran Exp(f)-férdelningen. Det
var ocksa detta som gjordes i kapitel 6 pa sidan 75. Déar undersckte vi ocksa
ritt ingaende hur denna typ av intervall fungerade empiriskt.
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Vi har ett bootstrap- stlckprov X*= (X}, X5, -+, X)) och bootstrap variabeln
b = 6’(X *). Om vi later G vara férdelningsfunktion for §* s& definieras per-
centil-intervallet med konfidensgrad 1 — o som

[é\%,undrev é\%,ovre] = [a_l(a/2>7 G\_l(l - 06/2)]
Om vi later G(6*)) = 3 s& kan intervallet ocksa skrivas

Bt anctves Bopoone] = [07(@/2), gr0-0/2)]

eftersom G~!(a/2) = 6*(/2) eller ekvivalent G(6*©/2)) = /2.

Detta innebér alltsa att man som konfidensgranser tar /2 respektive (1—a/2)-
percentilerna i bootstrap-férdelningen, dvs férdelningen for 6*. Detta avser den

“ideala” bootstrap-fordelningen, men i praktiken skattas ju dessa percentiler
genom att vi gor B st bootstrap stlckprov ' 22 ... x*B beriknar motsva-
rande skattningar 9*( ), 9*( ), - 9*(B) och skattar a/2- respektive 1 — a/2-
percentilerna ur detta material.

Alltsa blir det approximativa percentil-intervallet med konfidensgrad 1 — «

x*(a/2) px(1—a/2
.3
dér index B indikerar att vi fatt percentilerna ur de B bootstrap-stickproven
och inte ur den verkliga bootstrap-férdelningen.

Vad Efron argumenterar for ar att detta intervall (som forfinas i kapitel 14
for att ta hénsyn till bias och skevhet) har bra egenskaper. Speciellt &r det
transformationsinvariant dvs inget konstigt héinder med intervallet om vi i
stéllet for att studera parametern 6 tar en monoton transformation av den ¢ =
m(6), t ex 62 eller 1/0 utan intervallgrinserna transformeras enligt funktionen
m. Eftersom vi jobbar med plug-in-skattningar sa blir bootstrap-férdelningen
for ¢)* bara en transformation av férdelningsfunktion G for 6*.
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13.1 Transformations-egenskaper

Sats 13.1 Percentil-intervall dr transformationsbevarande

Om 1 = m(#) for en monoton (viixande) transformation m sa blir percentil-
intervallet for 1) helt enkelt percentil-intervallet for 6 transformerat med my(-)-
funktionen dvs

[¢%,undrea 7vb%,('jvre] = [m(e%,undre)a m(e%,évre)]

dvs percentil-intervallet ar transformationsbevarande. O

Bevis:

Notera forst att om 6 &r en plug-in-skattning sa dr plug-in-skattningen av
Y = m(f) da ¢ = m(0). Detta betyder att ¢* = m(6*). Om vi later G(z) =
P(0* < z)och H(z) = P(¢* < z) sa ser vi att

(2) = P(* < 2) = P(m(*) < 2) =

)

= P(#* <m7'(2)) = G(m~\(2)).
Dé ser vi att a/2 = H(H'(a/2)) innebér att G (m_l(ﬁ_l(a/Q))> = /2 dvs
att m~'(H " (o/2)) = G~(a/2) som ju ger att
7 (0/2) = m(@(a/2)

och eftersom R R
[H Y (/2), HH(1 — a/2)]

ar percentil-intervallet for ¢ foljer resultatet. Skulle m vara en monotont av-
tagande funktion kastas granserna om pa naturligt sitt. a

13.1.1 Percentil-interval-lemmat

Detta betyder att vi kan bevisa Percentil-intervall-lemmat:

Sats 13.2 Percentil-intervall-lemmat N
Om ¢ = m(f) &r en variansstabiliserande transformation som gor att ¢ &r

N (1, c?) for nagot ¢ sa blir percentil-intervallet for 6 baserat pa

-~ -~

[m=' (¢ — Z1—a/2C), m ™ (Y — Za/2C)]

Alltsa betyder det att vi far percentil-intervallet for @ = m~!(z)) genom att ap-
plicera m~! pa det traditionella intervallet for ¢, dvs intervallgriinserna trans-
formeras pa naturligt sétt. O
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Bevis: R R
Vi skall alltsa visa att om G(z) = P(0* < z) sa &r

G Ya/2) = m’l(zz — Z1-q/2¢) och G Y1—a/2) = m’l(zz — Za/2€)

eftersom dessa utgor percentil-intervallgranserna for 6.

Vi har R
a/2=P (w il < za/Q)
c

eftersom (zz — 1) /c dr N(0,1). Men vi tror att enligt den grundléggande

bootstrap-idén har (¢* — ) /c samma foérdelning dvs att

~

a/Q:P(W—w

c < Za/2> = P({Z}\* < QZ+ CZa/Q) =

= P(m(@\*) < {b\%— CZo/2) = P (é\* < m_l(@//)\%— cza/2)> —
-G <m_1(@$+ cza/2)> )

Men detta argument maste da vara just @*l(a/ 2) som ger

~

G /2) = m™ () + czag2) = m™ () — ¢21_ay2)
eftersom 2,/9 = —21_q/2. Den andra halvan visas pa likartat sétt.

Detta betyder att det approximativa percentil-intervallet ar transformations-
bevarande, dvs att granserna transformeras med funktionen m.

Om vi har é\*(l), 5*(2), e ,é\*(B) sa blir

Y1), 97(2), -+, 97 (B) = m(0*(1)), m(6*(2)), - ,m(6*(B))

sd vi ser att percentilerna uppfyller {ZJ\E(O‘/ 2 = m(é\*B(a/ ) och {Z)\E(l_a/ 2 =
m(Q*B(lfa/ 2)) om m ar vaxande. Fallet da m &r avtagande behandlas helt ana-

logt. Notera att detta innebér att vi inte behéver veta transformationen m(-)
som variansstabiliserar eller kinna virdet pa c. Vad vi gor &r att ta o/2 re-
spektive 1 — a/2-percentilerna i fordelningen for 0" som vi kan approximera
med motsvarande storheter ur vara simuleringar. Det centrala ar att det existe-
rar en variansstabiliserande transformation som ger upphov till en symmetrisk
fordelning. O

13.2 Pivot-baserade eller percentil-interval?

Om fordelningen fér bootstrap-fordelningen &r skev t ex uppat sa forlangs de
percentil-baserade uppat, medan de pivot-baserade intervallen forlangs nedat.
Detta ar foremal for en intensiv debatt i bootstrap-kretsar. Man kan t ex
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studera artikeln “Theoretical comparison of bootstrap confidence intervals” av
Peter Hall i Annals of Statistics Vol.16, No 3 — September 1988 som f6ljs av
en diskussion med inldgg bl a av Efron och dér tonen ar ovanligt hétsk for att
vara en vetenskaplig diskussion.

En férdel som de pivot-baserade metoderna har &r att de automatiskt kom-
penserar for bristande véntevérdesriktighet i den ursprungliga skattningen 6
genom att man approximerar férdelningen for 0—0 med bootstrap-férdelningen
0* — 0. Skattningen av bias for § erhalls alltsé som 9*( ) — = medelvirdet av
bootstrapskattningarna — den ursprungliga skattningen. Percentilmetoden kla-
rar inte alls av en bias 1 skattningen, eftersom om 0i genomsnitt overskattar 6

sa kommer fordelningen for 0* att vara forskjuten uppat i férhallande till 0 och
alltsa forskjuts percentilerna i fordelningen for o* uppat och hela intervallet
forskjuts uppat.

Pa samma sétt verkar pivot-metoden behandla en skevhet i férdelningen for )
pa ett naturligare sitt. Ar fordelningen skev uppat sa betyder ju det att ett
forhallandevis stort antal utfall av skattningen kommer att ge fér stora virden
i forhallande till 0. Eftersom fordelningen fér 6* approximerar fordelningen
for 0 sa verkar det i denna situation naturligt att dra ut konfidensintervallet
nedat eftersom var skattning ju tenderat att bli for stor. Percentil-intervallet
forlanger 1 stéllet intervallet uppat.

I kapitel 14 modifierar vi percentil-intervallen (den s k BC,-metoden) pa ett
sant sitt att man i princip forsoker justera percentilintervallet vad géller bias
och skevhet. Peter Hall och andra tycker detta &r ett bakvént siatt att 1osa
problemet med percentil-intervallet och séger:

«

.. and using the percentile method critical points [is equivalent to] looking
up the wrong tables backwards. Bias-corrected methods use adjusted proba-
bility levels to correct some of the error incurred by looking up wrong tables
backwards.”
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Konfidensintervall
-BC,-metoden

14.1 Inledning

I detta kapitel infor vi korrektioner av de percentil-intervall som infordes i
kapitel 13. Dessa klarar ju inte av om skattningen ej ar vantevérdesriktig och
dessutom blir de “bakfram” om fordelningen ar skev. Percentil-intervallet tar
ju 6vre konfidensgrénsen for parametern med utgangspunkt fran évre delen av
fordelningen av 6*. Detta dr ju bakvéint i jaimforelse med hur ett pivot-baserat
intervall fungerar om man som pivot-variabel tar 6 — 6.

Man kan sédga att idén ar att justera konfidensgranserna pa ett sadant sétt att
man tar hénsyn till eventuell bias och eventuell skevhet. Man tar alltsa kanske
inte 5%- respektive 95%-percentilerna fran fordelningen av #* utan korrigerar
dessa valda percentilpunkter pa ett sadant sétt att man korrigerar fér bias och
skevhet.

Detta forfarande kan uppfattas som lite bakvént, och har som sagt viackt myc-
ket motstand fran de kretsar som foredrar pivot-baserade konfidensintervall.

14.2 B(,-metoden

BC,-metoden ar Bias-Correcting och accelererande och &r Efrons favoritme-
tod.

Enligt percentilmetoden far vi konfidensintervallet med konfidensgrad 1 — «
genom att ta intervallet

~ ~

(Oundre, Osvre) = (5*(04/2)7 5*(17a/2))

dvs a/2- respektive 1 — a/2-punkterna i bootstrapfordelningen for 0. Detta
intervall tar inte hinsyn till om 6 dr véntevérdesriktig eller ej. Dessutom blir
intervallet skevt at “fel hall”. Detta innebér att om fordelningen for 6* (som vi

-~

tror approximerar fordelningen for ) ar skev at hoger sa kommer intervallet

171



172 Kapitel 14. Konfidensintervall - BC,-metoden

att bli skevt at hoger. Detta i kontrast till pivot-metoden som i stéllet skulle
gora intervallet skevt at vénster. Detta beroende pa att vi i pivot-metoden
skulle anvanda oss av pivotvariabeln 6 — 6 och nér vi “loser ut” # sa blir detta
intervall skevt at vénster.

BC,-metoden kan uppfattas som ett sitt att

1) kompensera for den bristande véantevirdesriktigheten

2) Kompensera for skevheten i fordelningen
sa att slutresultatet liknar det som uppnas med pivot-metoden.

Detta uppnas genom att man anviander sig av fordelningen for b* (dvs boot-
strap-férdelningen) men inte tar percentilerna a/2 respektive 1 — «/2 utan
man korrigerar dessa. Det dr detta forfarande som av Peter Hall och andra
karaktériserats som att Efron anvinder sig av “wrong tables backwards”.

I BC,-metoden viljer man intervallet (é\*(al), é\*(”)) dédr man véljer percenti-
lerna a; och «p listigt pa foljande sétt:

 Rys-
ap = ) Ao -+ A(]j_ : /2
1 —a(Ag + zas2)

och

- A .
Qg = P A0+ AOj' i /2
1 — CL(AO -+ Zl—a/Q)
dér zg dr [-percentilen i N(0,1)-férdelningen dvs losningen till ekvationen
®(z5) = och

a = den skattade “accelerationskonstantanten”

och
Ao = den skattade biaskorrektionen

Dessa beridknas genom

A ! (antalet 5*(1)) < 5)
O pum

B

respektive (det finns alternativ)

~ ~

> im0 — b))’
P 3/2
6 (2121(9(0 - 9(i)>2)

a=

dér @\(i) ar jackknife-skattningen av 6 dvs

~

9(1‘) = (3317172,"' y Li—1y Lid1, " " 7$n)

dvs skattningen av 6 dar vi uteslutit data nr ¢, ¢=1,2,--- ,n och dar 5(.) =
1, =
=2 im1 Oy

n
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Detta ser komplicerat ut men &r i fallet med ett stickprov forhallandevis latt att
berékna och nedan syns en enkel m-fil i Matlab som producerar BC,-intervall.

Om man har en mer komplicerad datastruktur som t ex tva oberoende stick-
prov blir det vérre.

14.2.1 Matlab-kod for BC,-intervall
Foljande m-fil berdknar BC,-intervallet.

function [lower,upper,estimate]=bca(nboot,x,fun,low,up)
% Calculates BCA-intervals

% [lower,upper,estimate]=bca(nboot,x,fun,low,up)
% Parametrar:

% nboot=number of bootstraps

i x=datavector

% fun=estimation-function

% low=lower confidence degree in percent

% up=upper confidence degree in percent

% Output:

% lower=lower confidence limit

% upper=upper confidence limit

% estimate=point estimate

% Point estimate
estimate=feval (fun,x);

% Bootstrap-generation
bootstat=bootstrp(nboot,fun,x);
% Calculation of zhat
b=length(bootstat) ;
antal=sum(bootstat<=estimate) ;
zhat=norminv(antal/b);

% Calculation of ahat
[nrow,ncol]l=size(x);

if nrow<ncol

x=x’;
nrow=ncol ;
end
for j=l:nrow
if j==

values=[2:nrow] ;
elseif j==nrow
values=[1:nrow-1];
else
values=[1:j-1, j+1l:nrow];
end
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s(j,:)=feval (fun,x(values,:));
end
mn=mean(s) ;
[b c]l=size(s);
d=s-ones(b,1)*mn;
sum2=sum(d.~2) ;
sum3=sum(d."3);
ahat=-sum3./(6*(sum2.~(1.5)));
% Calculation of adjusted confidence levels
n=norminv(low/100) ;
alfal=100*normcdf (zhat+(zhat+n)/(1-ahat*(zhat+n))) ;
n=norminv(up/100) ;
alfa2=100*normcdf (zhat+(zhat+n)/(1-ahat*(zhat+n)));
% Calculation of confidence limits
lower=prctile(bootstat,alfal);
upper=prctile(bootstat,alfa2);

Om vi anvénder denna rutin for vara 10 livslingdsdata och vill gora konfi-
densintervall for § =vantevardet blir Matlab-koden:

[lower upper estimate]=bca(10000,x,’mean’,5,95)

dér vi kostat pa mig 10000 bootstrap-stickprov som tog nagra minuters exekve-
ring. Man erh6ll lower=3.54 och upper=10.35 att jamfora med “facit” 3.85
respektive 11.15 enligt en analys déar vi anvéinde kunskapen om att data kom
fran en exponential-fordelning. Med pivot-metoden erholl vi 4.05 respektive
11.19 och med en enkel CGS-approximation 2.68 respektive 9.42.

14.3 Motivering till definitionen

Bakgrunden till (den skattade) biaskorrektionen Ay r att man antar att det
finns en transformation g som gor att g(6) — g(f) + A & N(0,1) for nagon
konstant Ay.

Bakgrunden till (den skattade) accelerationskonstanten @ dr att man antar att

g(8) — g(6)

U p—
1+ ag(0)

+ Ag i N(0,1)

for nagon transformation g och konstanter a respektive Ay. Man har hér i
tankarna att det skall finnas nagon approximativt variansstabiliserande trans-
formation ¢ — i stil med Fishers transformation

-in(2)

for korrelationskoefficienten p.
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Att hitta en sadan variansstabiliserande transformation &r ju knepigt i en
konkret komplicerad situation. Det fiffiga med BC,-metoden &r att man inte
behover hitta den, utan det ricker med att den existerar. BC,-metoden hittar
den i princip “automatiskt”!

Om man i stéllet for parameten 6 studerar den (atminstone approximativt
variansstabiliserade) ¢ = ¢(f) sa skulle alltsa vi studera

by
D()

dér man antar att D(¢) =~ 1+ a) = 1+ ag(f), dvs man har en ungefér linjart

A~

beroende av ¢ for D(1)). Accelerationskonstanten a svarar da mot den linjéra

~

termen i denna “serieutveckling” av D(1)). a = 0 skulle svara mot en perfekt
variansstabiliserande transformation.

Man antar da (som alltid) att samma relation géller for bootstrapférdelningen,
dvs att

~

o= 961 —96) | A éir N(0,1).
1+ ag(0)

Da giller att om «/2 = P(U* < z4/2) sa far vi om vi “léser ut” 0" att
a/2 =P (8" < g7 (9(8) + (202 — 20)(1 + ag())) )

Detta betyder att om vi tar [(-percentilen 52‘5) fran fordelningen for 9% eller
med andra ord § = P(g* < &) s dr

&t = 97" (900) + (25— 20)(1 + ag(0)) )

och hogerledet kan alltsa skattas ur bootstrap-fordelningen eftersom vénster-
ledet erhalls ur bootstrap-férdelningen.

Om vi nu 16ser ut 8 ur relationen
l—a= P<Za/2 <UL Zlfa/Z)

sa far vi for den undre gransen

~

9(0) —9(0)

1—a/2=P(U 2 za2) = P( 1+ ag(f)

+ Ap > Za/2> =

P(0=a (00 + T olm s 1 aa@) ).

Vi kan alltsa identifiera detta (som ger den 6vre konfidensgriansen for §) med
percentilen fran bootstrap-fordelningen om vi déar véljer en percentil s sa att
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for da far vi 6vre gransen ffaz) i konfidensintervallet for . Men detta ger

A0 — Za/2

@ =A
Z2 0+1—(I(A0—Za/2)

som ger

Ay — zas2 ) ( Ao+ zi—a)2 )
=0 (Ay+ =0 (Ay+
@2 < 0 1-— G(AO - Za/g) 0 1— CL(AO + Zl—a/?)

eftersom 2,72 = —21_q/2.

Pa motsvarande sétt ser vi att vi far den undre griansen i konfidensintervallet
for @ genom att vélja aj-percentilen i bootstrap-fordelningen dér

AU + Za/2 )
1 —a(Ao + zay2)

Oélz@(Ao—l—

Ovanstaende kalkyl forutsétter att Ay och a skulle vara kidnda vilket de ju
naturligtvis inte adr. Dessa maste alltsa skattas och for Ay ar detta réatt latt.
Vi har ju ndmligen

PO <8) =P (g(0") < 9(@)) = P (98") — 9(0) <0) =

IN

=P (M + Ay Ao) = P(U" < Ag) = ®(Ag)
1+ ag(9)

eftersom U* &r approximativt N(0,1) eftersom vi antagit att U ar N(0,1).
Detta ger att vi kan skatta Ay med

Ry =o' (PO <))

L talet 6*(b) < 8
och P(0* < 0) kan ju skattas med amar B<>_

Skattningen av accelerationsfaktorn dr mer besvérlig, men man kan uppfatta
det som att vi forsoker skatta skevheten i férdelningen. Skattningen med hjalp
av jackknife-skattningarna kan uppfattas som att vi skattar

for nagot stort B.

tredjemomentet /(andramomentet)®/2

som ingar i en Edgeworth-utveckling av fordelningen. Detta innebér att vi
tar med en term utéver den rena normalapproximationen i Edgeworth-utveck-
lingen och detta forbéttrar approximationen.
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14.4 Komplikationer

Som nédmnts tidigare blir det lite mer komplicerat om man inte bara har ett
stickprov, for da maste man skatta skevheten med en tva-dimensionell mot-
svarighet.

Motsvarigheten till BC,-metoden vid tva oberoende stickprov
1,22, %n

Y1, Y2, s Ym

blir . .
Zi:l Ug,z’/ng + Zz’:l U;,z'/mg

n m 3/2
6 (Zi:l Uii/nQ + Zi:l Uy2,i/m2)

dar U,; = (n — 1)(9:,(.) — 52,(1‘)) dér az,(i):jackknife—skattningen av 6 nir man

Q)

uteldmnat data z;, 4=1,2,---,n och 0, ()= medelvirdet av dessa, dvs

—~ 1 e~
000 = Z@,m
=1

och pa motsvarande sétt for U, ;. Genast har det blivit ganska komplicerat med
BC',-metoden, trots att denna situation &ar forhallandevis enkel och vanlig.

14.5 Diskussion och jamforelse

Den stora fordelen med BC,-metoden ar att man slipper fundera pa vilken
pivot-variabel som kan vara lamplig och, framfor allt, att man slipper fundera
ut den spridningsskattning som ofta dyker upp i pivot-metoden. Ofta har man
ju som pivot-variabel (0 — @) /7(0) dar 7(0) ar en skattning av medelfelet for 6.
Denna spridningsskattning kan, férutom att den ar knepig att fundera ut, vara
tidsodande att berdkna. Man kan ju t ex tvingas att anvénda sig av bootstrap-
metodik for att skatta spridningen i ndimnaren av (6*—0)/7(0*). Detta innebér i
sa fall att man maste utfora en bootstrap for varje enskilt bootstrap-stickprov,
vilket kan vara mycket tidsddande om skattningen ar komplicerad att berdkna.
En annan mojlighet dr att skatta medelfelet med hjalp av jackknife for varje en-
skilt bootstrap-stickprov, men da uppstar bekymret att jackknife inte fungerar
for alla intressanta skattningar, t ex medianer. Dock kan man undra om BC,-
metoden ger ett korrekt resultat i dessa fall eftersom accelerationskonstanten
ju faktiskt skattas med hjilp av jackknife-metodik.

En mycket stor fordel med BC,-metoden &r att den &r transformationsbeva-
rande, dvs om vi i stéllet for att skatta 6 tar och skattar en funktion av 6, t
ex V0 eller 1/6, sa transformeras konfidensintervallet pa motsvarande sétt. Vi
far alltsa med BC,-metoden i princip samma intervall oavsett vilken funktion
av parametern som vi valt.
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Vidare kan man visa att (under lampliga forutsattningar) sa a&r BC,-intervallen
“second-order accurate” dvs att

~ Cl ~ C77
P(f < Ounare) = o + -~ och P(0 > Os1e) = o + -
Detta star i kontrast mot de enkla percentilintervallen och pivot-intervall ba-
serade pa # — 6 som pivot-variabel, som bara dr “first-order accurateS dvs som
uppfyller

/ )
C

PO < §undre) ~ o+ £ och PO > gﬁvre) S e

Vn v

-~

Pivot-intervall dr “second-order accurate” om man tar (5— 6)/s(0) som pivot-
variabel, men de &r inte transformationsbevarande.

Man kan ocksa fraga sig hur generell modellen som ligger bakom BC,-inter-
vallen &r.

Fragan om man skall anvinda sig av Efrons BC,-intervall eller intervallen
enligt pivot-metoden dr omdebatterad och kontroversiell.

Man skulle kunna séga att valet beror pa om man tror att intervall bér bygga
pa variansstabiliserande transformationer eller om man tror de bor kopieras
pa t-metoden.



Kapitel 15

Bayesianska metoder

15.1 Oversikt

Vi har en storhet (parameter) 6 som vi vill t ex skatta, ge konfidensintervall
for eller utfora en hypotesprévning om. Denna parameter har i tidigare kurser
betraktats som fix men okénd. [ Bayesiansk statistik sa uppfattas 6 i stéllet som
ett utfall av en stokastisk variabel © som har en fordelning (den s k a-priori-
fordelningen — a-priori=i forvdg) beskriven av t ex en sannolikhetsfunktion
eller en téathetsfunktion. Denna a-priori-fordelning kan t ex avspegla tidigare
skattningar av €, men kan ocksa avspegla en subjektiv uppfattning om vilka
varde pa # som &r mest sannolika. A-priori-férdelningen kan ocksa avspegla en
genuin osdkerhet om parameterns virde genom att vi later den ha en likformig
fordelning.

Exempel 15.1 Pumpars felintensitet

Vi har ett forrad med pumpar som alla har konstant felintensitet. men dér
denna varierar mellan de olika pumparna. Vi véljer nu en pump pa mafa och
till denna pump hor en ”sann” felintensitet A. (Vi kallar parametern A i stéllet
for 6 av bekvamlighetsskél.)

Denna felintensitet A ser vi som ett framlottat virde fran en stokastisk felin-
tensitet A. A-priori-fordelningen fér A beskriver da hur felintensiteten varierar
mellan de olika pumparna i forradet. Utfallet A av denna stokastiska felinten-
sitet beror alltsa av vilken pump vi rakat fa. Nar vi sedan tittar pa tiden till
ett fel pa pumpen sa har denna tid en Exp(1/A)-férdelning. Man kan uppfatta
det som en lottning i tva steg. Forst lottas en felintensitet A fram genom att vi
rakar vélja en viss pump, och sen blir det en slumpmaéssighet i tiden till forsta
felet beskriven av exponentialférdelningen som har just denna felintensitet A.O

15.2 Likelihood-funktion

Traditionellt formuleras en statistisk modell for n observationer i, zs, - x,
som att z;:na dr ett utfall av (oftast oberoende) stokastiska variabler X, Xo,

179
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-+, X, vars simultana fordelning beror av en parameter 6 dvs t ex att man
anger
DXy XX (1, T2y -+ T3 0)  (xy, 20, ,x,) € L7
eller
Ix1 X0, X (T1, Ty - -3 0)  (21,20,...,2,) € R"
beroende pa om vi har diskreta eller kontinuerliga métdata.

Dessa sannolikheter (tdtheter) att fa de data vi fatt har vi i tidigare kurser
sett som en funktion av 6, den s k likelihoodfunktionen L(z1,xs,- -, x,;0).

Maximum Likelihoodmetoden (ML-metoden) innebr att vi som skattning 6
av parametern 6 tagit det virde pa 6 som maximerat likelihoodfunktionen
L(l‘l, Loy 5 Tn; 9)

En Bayesian uppfattar i stéillet denna likelihoodfunktion (dvs sannolikhet eller
tathet) som en betingad sannolikhet (tdthet) ddr man betingat pa att © = .
Man vill nu "vénda pa” denna betingning och i stéllet fa fordelningen for ©
givet de observationer xy, xo, - - - , z, vi fatt. Man kanske minns fran grundkur-
sen att Bayes’ sats var ett verktyg for att ”vinda pa” betingningar. Man kan
uppfatta detta som att man vill uppdatera a-priori-férdelningen for © med
de observationer x1, xo,- -+ ,x, vi fatt och pa sa vis erhalla férdelningen for ©
givet de observationer xy, o, - ,x, Vi fatt.

Om man skulle renodla skillnaden mellan en Bayesian och en icke-Bayesian
(frekventist) sa ser Bayesianen data (z-n) som fixa medan parametern &r
slumpméssig, medan icke-Bayesianen ser parametern som fix medan data ses
som utfall av stokastiska variabler, dvs som slumpmaéssiga.

15.3 Bayes’ sats

Sats 15.1 Bayes’ sats
Om U, H; = Qoch H;NH; =0, i # j, dvs att H;:na delar upp utfallsrummet
Q i disjunkta delar sa géller att

P(H,,nA)  P(AlH;,)P(H;,)  P(A[H;,)P(H,,)

’ P(A) P(A) > o1 P(A|H;)P(H;)
som kan anses som en formel som hjilper till att "vanda pa” betingningar.
Jamfor figur 15.1. O

Denna sats visades redan tidigt i grundkursen men ar hér av avgérande bety-
delse. Bayesiansk statistik bygger helt och hallet pa anvéindningen av Bayes’
sats.

Om vi later A = {X = x} och H, = {Y =y} (notera att da &r U2, H, = (
och att de &r disjunkta) sa far vi (jamfor P(A|B) = P(A N B)/P(B) eller
P(ANB) = P(A|B)P(B))

X — ) — _pxy(@y)  pxpy=y(@)py(y)
P(Y =y|X =2) = pyjx=(y) (@) (@)
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Figur 15.1: Uppdelning av utfallsrummet €2 i disjunkta H;:n

_ PX|Y=y<5U>PY(y)
ZZ‘;O pX\Y:k(if)pY(k?) '

Denna ”diskreta” formel har "kontinuerliga” motsvarigheter ddr man pa lamp-
liga stéllen byter sannolikhetsfunktion mot téthetsfunktion. Vi har t ex (om
bade X och Y &r kontinuerliga)

o) = 2@ ) P @) Dy @)
1X=z Ix(x) fx(z) T2 fxpy—ul@) fr (w)du

eller (om Y dr kontinuerlig och X &r diskret)

frixmaly) = 2 xiv=y (@) fr(y) _ pxiv=y(2) fr(y)
e px(x) I pxy=u(@) fy (w)du
eller (om Y &ar diskret och X &ar kontinuerlig)
Py|x=2(y) = Fxiy=y(2)py (y) _ Ixiy=y(x)py (v)
- fx(x) Yoo fxpy=u(®)py (w)du’

Dessutom kan man gora flerdimensionella varianter av ovanstaende uttryck dar
vi alltsa betraktar X och/eller Y som flerdimensionella. Vi kommer hér att lata
Y sta for © och X sta for X, Xo, -+, X, (om vi har mer &n en observation).

15.4 Nagra exempel pa likelihoodfunktioner

Vi ger hér ett antal elementdra (och forhoppningsvis bekanta) exempel pa
likelihoodfunktioner.

Exempel 15.2 Binomialférdelning
Vi har ett utfall x av X som vi anser vara Bin(n, 6), dvs att

L(%,e):p)ﬂ@:g(l'): (2)01(1_0)7117 x:071727 y Ty OSGS L.

Har har vi alltsa bara ett enda matdata z. O
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Exempel 15.3 Poissonfordelning
Vi har observationer 1, xq, - - - x, som &r utfall av oberoende Po(6)-férdelade
variabler

Xl,XQ, < Xn dvs

n
L(IB17332> cy Tpy 9) = le,Xg,---,Xn|@:9(x17$2a T 793n) = pri(ifi; 9) =
=1

n gzi gritratetan
- E x;! exp(—0) = xilzo! - xy,) exp(—nf)
O
Exempel 15.4 Normalfirdelning
Vi har observationer x1, zo, - - - x,, som &r utfall av oberoende stokastiska vari-
abler X, Xy, -+, X, som alla &r N(m, ¢?), dvs med 6 = (m, 0?) har vi
L<x17 Xy 3 Tpy M, 02) = L(xtha s, Ty 9) =
= fx1 %o Xno=0(21, 32, - - x) = [ [ fx, (wizm, o) =
i=1
L | (z; —m)? 1 I « )
N H N7 ( 20° ) T @nen P ( 202 ;@l m)
O

15.5 A-posteriori-férdelning

Vi ser nu likelihoodfunktionen som en betingad sannolikhet (tdthet) for mét-
data xq,x9, -+ ,x, givet © = #. Med hjalp av Bayes’ sats skaffar vander vi
pa betingningen och erhaller fordelningen fér © givet observationerna. Denna
fordelning for © kallas a-posteriori-férdelningen (a-posteriori = i efterhand).
Man kan uppfatta det som om man med hjidlp av Bayes’ sats uppdaterar a-
priori-fordelningen med den information som métdata ger.

15.6 Nagra exempel

15.6.1 Binomial-férdelning

Exempel 15.5 Binomialfordelning — tvapunktsfordelning for ©

Lat X vara Bin(5,0) dér 6 i sin tur ar ett utfall av en stokastisk variabel ©
dér P(© = 0.2) = 0.4 och P(© = 0.5) = 0.6. Vi har alltsa en lottning i tva
steg — dels en lottning om vilken sannolikhet © vi har och sen en lottning om
vad X blir. Vi kan se det som att X ar Bin(5,0.2) med sannolikhet 0.4 och att
X éar Bin(5,0.5) med sannolikhet 0.6. Vi har a-priori-férdelningen som ldgger



15.6. Nagra exempel 183

massan 0.4 respektive 0.6 pa virdena 0.2 respektive 0.5 for ©. Detta betyder
att vi har den simultana férdelningen

pxe(r,0) =P(X =20 =0)=P(X =2/0 =0)P(0 =10)

SOom

5
pX@(leQ)::<x)(12xﬂ_—(12f_$-(l4, r=0,1,2,3,4,5

och .
pX@(x,05)::<x>0ff(1—wl5f—w-06, r=0,1,2,3,4,5

Om man nu observerar ett utfall x av X, t ex X = 4 sa &r man intresserad
av fordelningen for © givet denna observation av X = 4. Denna fordelning for
parametern © givet observationen &r a-posteriori-fordelningen for © givet X =
4. Notera att likelihoodfunktionen anger sannolikheten for observationer givet
utfallen av parametern ©, medan a-posterioriférdelningen anger férdelningen
for parametern givet observationen. Denna ”vandning” av betingningen &r
precis vad Bayes’ sats tillhandahaller. Vi far da (med X = 4) att

PO =02X =4) =
P(X = 4|6 = 0.2)P(© = 0.2)

- P(X=406=02)P(O=02)+ P(X =4/0 =0.5)P(© = 0.5)

B (1)0.24(1 — 0.2)°>~*- 0.4 ~ 0.0266
(10241 —0.2)4- 04 + (})0.54(1 — 0.5)54-0.6
och P(© = 0.5|X = 4) = 0.9734, dvs var a-prioriuppfattning om sannolikhe-
terna for 0.2 och 0.5 som parametervirden fordndras fran 0.4 resp 0.6 till att
bli 0.0266 resp 0.9734 da vi observerar X = 4, som ju tyder pa att © nog ar
ganska stort. O

Exempel 15.6 Binomialfordelning — allmdn diskret fordelning for ©

Pa motsvarande sétt skulle det fungera om vi hade en (diskret) a-priorifor-
delning for © pa vérden 6,,60s,03,--- beskriven av sannolikhetsférdelningen
PO =10;), i=1,2,---.Om visen har att X &r Bin(n,0;) sa betyder det
alltsa att X med sannolikhet P(© = 0;) &r Bin(n,0;), dvs att P(X = z|© =
0;) = (7)07(1 — 6;)"* - notera detta &r helt enkelt likelihoodfunktionen da
X =z for © = 6;. Om vi nu observerar X = x sa ger detta for © a-posteriori-
fordelningen

P( _x|@:010)P(@:910)
2t P(X =2|0=0,)P(© = 0;)

PO=0;|X =2)=

Detta gar naturligtvis utmérkt att rédkna ut i en konkret situation med t ex
Matlab. Man genererar en vektor theta som innehaller de olika 6;-vérdena
och en vektor ptheta som innehaller P(O = 6;) pa gittret definierat av theta
samt en vektor pxtheta som innehaller virdet av ( )0’3(1 —0;)"* for de olika
0;:na (och det observerade virdet ) samt skaffar sig vektorn
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post=pxtheta.*ptheta/sum(pxtheta.*ptheta)

som da kommer att innehalla a-posteriori-sannolikheterna for de olika 6;-na i
theta. Notera att operationen .* utfor multiplikationen av de tva vektorna
koordinatvis. Vektorn ptheta:s i-te komponent behtéver bara vara proportio-
nell mot P(© = 6;) och vektorn ptheta alltsa inte behéver summera sig till 1 i
den numeriska kalkylen eftersom de forekommer i bade téljare och ndmnare!O

Exempel 15.7 Binomialfordelning — kontinuerlig fordelning for ©
Pa samma sétt skulle en tiathet fo(f), 0 <6 <1 som a-prioritdthet for © ge
upphov till a-posteriori-tatheten

foix=2(0) = PX = Z’;‘f(;) 0)fo(0) _ - P(X i j@ i 0)feld)  _

_ (M)6*(1 — 0)"" fo(0)
I () ur(1 — )= fo(u)du

Némnaren i detta uttryck, alltsa

px(x) = P(X = 2) = / P(X = 2]0 = u) fo(u)du

ar ofta rétt besvérlig att rdkna ut for en given téthet, dvs for en given fo-
funktion. Darfor viljer man gérna denna tédthet pa ett sadant sidtt att inte-
gralen gar latt att rdkna ut. Speciellt gar det bra om man later © ha en s
k Beta-fordelning, som gor att a-posteriori-fordelningen ocksa blir en (annan)
Beta-fordelning. Mer om detta i samband med s k konjugerade férdelningar
som beskrivs i avsnitt 15.8 pa sid 188.

Observera dock det skulle ga bra numeriskt att utfora denna integration med
hjalp av Matlab genom att generera en ”diskretiserad” variant av téthets-
funktionen fo. Om man alltsa inte dr ute efter ett slutet analytiskt uttryck
for a-posteriori-fordelningen utan néjer sig med en numeriskt given funktion
ar intergrationsbekymret inte sa stort. Man approximerar tétheten med en
diskret fordelning och applicerar sedan (t ex i Matlab) Bayes’ sats for diskret
fordelning hos ©. Ett annat alternativ dr att utféora en numerisk integration.

Som exempel kan man ta situationen att x &r ett utfall av X som &r Bin(n, 6),
dvs pxje—e(z) = (7)6%(1 — )"~*. Figurerna 15.2 och 15.3 visar a-posteriori-
fordelningarna for © om n = 10, = = 2 respektive n = 100, x = 20 da man haft
likformig fordelning pa [0, 1] for ©, dvs feo(d) =1, 0 < 6 < 1. Som jamforelse
kan man &ven i figur 15.4 se hur liten skillnaden blir om man som a-priori-
fordelning for © haft en linjart vixande téathet, dvs fo(f) =20,0 <6 <1. O
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x 1072 A-—posteriori for p i Bin—ford. — n=10 x=2. Likformig prior

Figur 15.2: A-posteriori-férdelning for p i binomialférdelning Bin(10,p) nér
x = 2 observerats. Likformig a-priori-férdelning.

A-posteriori for p i Bin—ford. — n=100 x=20. Likformig prior
0.012 T T T T T T T

0.008

0.006

0.004 -

0.002

Figur 15.3: A-posteriori-fordelning for p i binomialférdelning Bin(100, p) nér
x = 20 observerats. Likformig a-priori-férdelning.

15.7 Binomialférdelning

Om man vill rékna exakt i Binomialfordelningssituationen blir det lite besvér-
ligare. Med rétt val av a-priori-férdelning kan det hela bli lite enklare.

Exempel 15.8 Likformaig fordelning
Om man tar fo(f) =1, 0<6 <1 far man (efter enkla kalkyler) att

(n+1)! o
- = —"=0%(1—-0)""" f <p<1
Joix=z(0) x!(n—x)!e (1—6) or0<6<
en s k Beta(z + 1,n — z + 1)-férdelning. 0

Detta utgor ett exempel pa en lampligt vald a-priori-fordelning som gor a-
posteriori-fordelningen enkel. Vi infor en klass av férdelningar som visar sig
vara lamplig klass av a-priori-fordelningar for Binomialfordelningssituationen.
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A-posteriori for p i Bin—ford. — n=100 x=20. Linjart vaxande prior
0.012 T T T T T T T

0.01f

0.008

0.006

0.004

0.002

Figur 15.4: A-posteriori-fordelning for p i binomialférdelning Bin(100, p) nér
x = 20 observerats. Linjéart vixande a-priori-fordelning.

15.7.1 Beta-fordelning

Definition 15.1 En stokastisk variabel © sdges ha Beta(r, s)-fordelning om

fo(u) = %ur_l(l —w)* T foro<u<1

dir r,s > 0. Beta(r, s)-fordelningen har vintevirdet r/(r + s).

Hir ar T'(r) = [t e 'dt — speciellt &r I'(n) = (n — 1)! (som erhélls med
hjilp av partiell integration). I'-funktionen kan ses som en generalisering av
"fakultet” till dven icke-heltal. Notera dock att I'-funktionen &r ”forskjuten”
en enhet i forhallande till fakultet. Den beriknas i Matlab med funktionen
gamma.

T ex &r Beta(1,1)-fordelningen samma sak som likformig fordelning pa inter-
vallet [0, 1].
Eftersom man har totalmassan 1 i de olika Beta-fordelningarna ser man att
1
r'(r)r
/ urfl(l - u)sfldu — (T) (S>
0 L'(r+s)

eller mer egentligt att koefficienten i Beta-fordelningens téathet valts sa att
totalmassan dr 1. Av detta foljer ocksa att Beta(r, s)-fordelningen har vénte-
virdet r/(r + ).

15.7.2 Beta-férdelning som a-priori-férdelning

Om nu vi for Bin(n, #)-fordelade métdata later 6 vara ett utfall av © som
ar Beta(a,b), dvs vi later © ha a-priori-férdelningen Beta(a,b) sa far vi a-
posteriori-fordelningen
~ pxje=0(x)fo(0)  pxje=e()fe(0)
f@\X:x(e) - - 1

px(z) Jo Pxje=u(z) fo(u)du
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Vi ser att X
px () :/0 Pxjo=u(T) fo(u)du =

_ /01 (Z) w1 — u)"—w%ua—lu W)l =

Den sista integralen ser man &r

Fz+a)l'(n—x+b) TI'(z+al(n—z+0b)

I'z4+a+n—2a+0b) I'(a+n+0b)

som ger att

n) I'a+b) T(r+a)l'(n—x+0b)
['(a)T(b) F'(a+n+0)
Detta ger da att

I'(a+n+0b)
Iz +a)l'(n—z+b)

f@\X:x(e) = . Qz-i-a—l(l . g)n—m+b—1

dvs att a-posteriori-férdelningen for © (givet X = x) ar Beta(z +a,n —x +b).
Speciellt ser vi att om a = b = 1 (dvs att vi har en likformig a-priori-fordelning
pa [0, 1] sa blir a-posteriori-fordelningen en Beta(x + 1,n — z + 1)-fordelning.

Faktum &r att dessa (réitt besvérliga) integrationer kan undvikas om man no-

terar att i
Forxn(0) = px|jo=0(z)fo(0)
= px(z)

utgor ndmnaren bara dr en normering sa att fo;x—,(6) verkligen blir en san-
nolikhetstéthet, dvs har totalmassa (totalintegral)=1.

V1 noterar att
_ pxje=o(7) fo(0)

foix=z(0) = E _
_ (Z) ex(l B e)n_$F<a + b)ea—1<1 - 9>b_1 o< z4a—1 o n—z+b—1
N ()T (b)px (7) frr1(1 — 0) ,

dér vi anvinder symbolen o for “proportionell mot”. Som funktion av 6 ar
detta samma uttryck som for Beta(x + a,n — x + b)-férdelningen och alltsa
maste normeringen vara sadan att vi far just Beta(x+a, n—x+0b)-férdelningen.

Denna typ av resonemang &r mycket praktiskt och fungerar ju eftersom vi
bara &r intresserade av beroendet av 6 eftersom vi &r ute efter a-posteriori-
fordelningen for © dvs att fa ett funktionellt uttryck i 6. Allt 6vrigt i ut-
trycket dr enbart att betrakta som en normering eftersom det &dr en sannolik-
hetsfordelning (sedd som funktion av 6) vi ar ute efter!
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15.8 Allmant om konjugerade fordelningar

Vad man ofta vill gora ar att vélja a-priori-fordelningen som en lampligt vald
parametrisk familj som gor att a-posteriori-féordelningen tillhér samma para-
metriska familj.

Ovan sag vi att Beta-fordelningarna var sadana att om man hade en Beta(a, b)-
fordelning som a-priori-fordelning for © i Binomialférdelningssituationen, dér
X var Bin(n, ©), sa blev a-posteriori-férdelningen, da vi observerat X = x en
Beta(z + a,n — x + b)-férdelning.

15.8.1 Definition av konjugerad férdelning

Definition 15.2 Konjugerad fordelning

Lat familjen av a-priori-fordelningar fg(0) = fo(f;a) bero av en parameter
a = (ai, g, -+, ). Antag att a-posteriori-férdelningen fg x—, tillhtr samma
parametriska familj, dvs att

foix==(0) = fo(0;B)

for ett annat virde pa parametern

B =PBa,x)=(B1,02, ,Bp)-

Da séges familjen fg(0,a) av tdnkbara a-priori-fordelningar vara konjugerad
till familjen av fordelningar Fx(z,) for vektorn X O

Det fiffiga med konjugerade fordelningar ar alltsa att a-priori-férdelningen och
a-posteriori-fordelningen kan sammanfattas med hjilp av a respektive 8 dar
alltsa B typiskt beror av vara observationer x och a.

15.8.2 Exponentialfordelning

Om vi later A ha en I'(a, b)-férdelning och later X|A = A vara Exp(1/)) dvs
att X har "felintensiteten” A dér A &r ett utfall av A som é&r I'(a, b) sa kommer
vi nedan att se att A|X = 2z kommer att ha en I'(a 4+ 1,0 + z)-férdelning.
Detta betyder alltsa att Gamma-fordelningarna ar konjugerade till familjen
av exponentialférdelningar. Vi har ndmligen néar A &r I'(a, b)

fr(\) = %)\aleb,\
och (eftersom X|A = X\ var Exp(1/X))
Fxpama(z) = Ae ™.
Detta ger att
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(vi haller bara reda pa A-beroendet!)

a

b
Az a—1_—bA
Jajx=2(A) o< Ae —(a))\ e "

x \e—(bt)A _ Ay (a+1)=1,—(b+z)A
som (sett som funktion av \) alltsa séger att A|X = x maste vara I'(a+1, b+x).

Om vi alltsa har a-priori-fordelningen I'(a,b) for A och observerar X = x sa
blir A|JX =z en I'(a + 1,b + x)-férdelning.

15.8.3 Normalférdelning

Antag att vi har X; som &r N(m, 07) med oy kiind. Om m &r ett utfall av M
som har en a-priori-férdelning som #r N(u, s?) sa far vi

fruix=e(m) o< L(m;x) far(m) = (H fx; (| M = m)) fu(m) o

X exp (_ > (i — m)Q) exp (_M)

202 252

1/n 1 ni/od +u/s?\’
OCGXp( 2 <a§+32) (m n/og +1/s?

genom triviala med tidsodande kvadratkompletteringar. Detta uttryck kan,
som funktion av m, identifieras med tatheten for en normalfordelning bortsett
fran proportionalitetsfaktorer (som inte innehaller m) ndmligen

N(nm/a§+u/32 1 )

njog+1/s? "njog +1/s?

och detta maste alltsa vara a-posteriori-férdelningen for M dvs férdelningen
for
(M|X =) = (M|X) =215 Xy = 29 -+ ; Xy = )

Slutsatsen &r alltsa att i denna situation &r normalférdelningarna sin egen
konjugerade fordelning.

Detta harvande med konjugerade férdelningar kan ha ett visst intresse for sig,
men utgdr ocksa en motivering for hur praktisk Markov Chain Monte Carlo-
simulering ar. I sadan simulering slipper man alla dessa komplicerade kalkyler
rorande konjugerade férdelningar utan man simulerar fram a-posteriori-for-
delningen med férvanansviard enkelhet. For att fa tillborlig respekt for hur
praktiskt detta dr har vi dérfor studerat hur komplicerat det ar att reda ut
detta med konjugerade fordelningar.
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15.8.4 A-posteriori-fordelning som ny a-priori

Nér man fatt en observation och kombinerar denna med a-priori-férdelningen
och dérvid erhaller en a-posteriori-férdelning sa kan ju ténkas gora ytterligare
en observation. Om man da som a-priori-férdelning fér denna andra obser-
vation tar a-posteriori-fordelningen efter forsta observationen sa skulle man
erhalla en ny a-posteriori-féordelning. Denna blir precis samma som om man
med den ursprungliga a-priori-férdelningen gjort tva oberoende observationer
och da berdknat a-posteriori-férdelningen givet bada observationerna. I denna
mening kan man alltsa se a-posteriori-férdelningen som en successiv uppdate-
ring av a-priori-fordelningen med de erhallna observationerna.

Sats 15.2 Lat observationerna x,zs, - - - , T, vara oberoende likaférdelade gi-
vet © = 6. Vi har a-priori-fordelningen fo(f) for ©. Man far samma a-
posteriori-fordelning med foljande tva betraktelsesétt:

1) Vi beréknar a-posteriori-fordelningen for © givet forsta observationen z; och
anviander denna a-posteriori-fordelning som a-priori-férdelning for © da data
nr 2 xs insamlas. A-posteriori-férdelningen givet detta xs anvinds sedan som a-
priori-fordelningen vid analys med hjalp av x3, osv dnda till sista observationen
T

2) Vi berdknar a-posteriori-fordelningen givet hela observationsvektorn
T1,XLo, " ,Tp.

Bevis:
Lat f1(0|x1) vara a-posteriori-fordelningen efter att vi observerat z; och fo(6|xs)
vara a-posteriori-fordelningen efter man observerat x5 och har f;(f|z;) som a-
priori-fordelning. P s s later vi f;(0|z;) vara a-posteriori-férdelningen efter att
x; observerats fori = 1,2,--- ,noch vi har f;_1(0|z;_1) som a-priori-fordelning.
Vi far da

f1(0]z1) o< fo(0) fx, (21|0)
och

f2(0]x2) o< f1(0]x1) fx,(22|0) x fo(0)fx, (71]0) fx, (22]0)

och pa samma sétt erhalls

fa(0l2n) o< froo1(0|zn—1) fx, (2nl0) o< - o< fo(0) fx, (21]0) fx, (22]0) - - fx, (¥4]6).

A andra sidan giller att
fo(Blx1, e, - ,xn) < fol0) fx, xp x,(T1, T2y, 2,]0) =
= oberoendet = fg(0) ﬁ fx,(z:]0)
i=1
och alltsa ger bada metoderna samma resultat. Faktum &r att i beviset behovs

inte ens antagandet att X; ar likaférdelade, men ddremot maste de vara be-
tingat oberoende givet 6. a
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15.9 Bayesiansk inferens

For en Bayesian uttrycker a-posteriori-fordelningen all information om var
uppfattning om © nér vi tagit hiansyn till vara métdata och a-priori-fordel-
ningen. Man kan dven sammanfatta denna fordelning med t ex véntevérdet,
dvs E(O]|X = z) eller medianen eller det virde (moden) som ger maximum
i tétheten for a-posteriori-fordelningen. Oftast anvinds just det betingade
vanteviardet F(©|X = x), dvs véntevéirdet i a-posteriori-fordelningen och
denna skattning brukar kallas Bayes-skattningen é\BayeS. Man kan f 6 notera
att om man har en likformig fordelning (dvs fe(f) =konstant) som a-priori-
fordelning sa ar det just Maximum-Likelihood-skattningen som maximerar a-
posteriori-tatheten! Den vanliga skattningsteorin som bygger pa Maximum-
Likelihoodmetoden &r specialfallet att ha likformig a-priori-férdelning och skat-
ta med det vdrde som maximerar a-posteriori-tdtheten. Klassisk teori kan
dérfor ses som ett specialfall av Bayesiansk metodik.

Om man i binomialférdelningssituationen har en Beta(r, s)-fordelning som a-
priori-fordelning for © och observerar utfallet X = = av Bin(n, ) sa sag vi
att a-posteriori-fordelningen for © blev en Beta(z + r,n — x + s)-férdelning.
Denna a-posteriori-fordelning har ett vantevirde som &ar (r + x)/(r + s +n)
och detta utgor da Bayes-skattningen §Bayes av ©. Man kan for 6vrigt notera

att
r+x n T r+Ss T

r+s+n r+s+n n r+s+n r+s

dér z/n &r den traditionella ML-skattningen av 6 och r/(r + s) &r vintevirdet
av a-priori-fordelningen Beta(r, s). Bayes-skattningen av 6 ar alltsa ett viktat
medelvirde av ML-skattningen och a-priori-skattningen (dvs véntevirdet) dar
vikterna ar n/(r 4 s+ n) respektive (r+s)/(r +s+n). Man ser att om bara n
dr stort ldggs néstan all vikt pa skattningen som hérror sig ur data (dvs z/n).

QB ayes —

15.9.1 Bayesianska konfidensintervall

Man kan ocksa gora Bayesianska konfidensintervall (credibility intervals) for
parametern genom att ta punkter i a-posteriori-fordelningen mellan vilka det
ligger t ex 95% av massan. Det finns dven andra alternativ som att vélja de
regioner dér a-posteriori-titheten ar stor och att avpassa omradet sa att totala
sannolikhetsmassan blir t ex 95%. Detta kan innebéra att ”konfidensinterval-
let” blir uppdelat i flera disjunkta delar om a-posteriori-férdelningen inte &r
unimodal (dvs har mer &n en topp).

Det numeriska intervallet (a(z),b(z)) = (a(zy,x2, - ,x,),b(T1, 22, ,2,))
ar alltsa ett konfidensintervall for © med konfidensgrad 1 — o om

b(z)
Pla(z) <O <b(x)|X =) = /( ) fo(0| X =2)d0 =1—«

dvs i ord just tva punkter a(z) och b(z) mellan vilka det finns massan 1 — o i
a-posteriori-férdelningen for ©.
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Exempel 15.9 Bayesianskt konfidensintervall for normalférdelning

Vi sag tidigare att om X; dr N(m,o2) dir oy dr kiind och m var ett utfall
av M och vi har N(u,s?) som a-priori-férdelning for M si blev a-posteriori-
fordelningen for M givet observationerna x1, zo, - , x,

N (m/ag + /s 1 ) |

njo+1/s? "njos +1/s?

Om vi later s — oo vilket svarar mot att vi véljer likformig férdelning for m
som a-priori-fordelning ser vi att a-posteriori-fordelningen f6r M blir N (z, o2 /n)
och det 95%-iga Bayesianska konfidensintervallet for m blir T & \g.02500/v/1
dvs det helt sedvanliga intervallet. Tolkningen av detta intervall ar alltsa att
mellan de tva grianserna finns 95% av massan i a-posteriori-fordelningen, dvs i
overensstiammelse med den “naiva” (och felaktiga) tolkningen av konfidensin-
tervall som ett intervall som med sannolikheten 95% innehaller parametern.O

15.9.2 Prediktiv férdelning

A-posteriori-férdelningen ar ju ett sétt att beskriva fordelningen for parame-
tern © da man gjort observationerna z. Ett praktiskt sétt att utnyttja denna
a-posteriori-fordelning ar att studera fordelningen for en ny observation Xj.
Man definierar den prediktiva férdelningen som

Ixo(xolX =2) = /Qfxo(xo|@ =0)fo(0|X = z)db.

Denna integral innebér alltsa att vi som fordelning for X, tar en hopviktning av
tétheten for Xy for olika #-vérden med hénsyn till hur sannolika dessa -véirden
ar enligt a-posteriori-fordelningen.

Exempel 15.10 Lat N vara Po(\) da A = X\ dér A &r I'(a,b). Vi observerar
N = n. Detta betyder alltsa att
B )\a—lba

A A >0
T(a) =

fa(A)

och
n

A
P(N:n‘/\:)\):—'ef)‘7 n=20,1,2---
n.

Man far da att a-posteriori-fordelningen for A (dvs givet N = n) blir (ddr vi
bara haller reda pa A-beroendet)

AN =n) < fA(M)P(N =n|]A =) x
x )\aflefb)\ . )\nef)\ — )\nJraflef/\(bJrl)
vilket alltsa innebédr att A|N =n &r I'(n 4 a,b + 1)-fordelad dvs att

)\n-i—a—l(b + 1)n+a b1
e
I'(n+a)

fA(AIN =n) = N oX>0.
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Vi har férresten darigenom i foérbigaende visat att I'-férdelningarna utgor kon-
jugerade fordelningar till Poisson-férdelningen.

Vi far da den prediktiva fordelningen for en ny observation Ny till

P(Ny = no|N = n) = /Oo P(No = oA = N fa (AN = n)d\ =
0

_ /oo& ) ‘ )\n+a*1(b+ 1>n+a€7(b+1)>\d)\.
0

no! ¢ I'(n+a)

Detta ger efter en del enkla rékningar att

B b+t 1 T(ng+n+a) B
P =l =) = o ay el o g Mo T 0 bR

Man kan notera att detta fungerar d&ven om N = 0, dvs vi kan fa fram den
prediktiva fordelningen dven da ingen héndelse observerats. Vi far for n = 0

att

b+1)° 1 L(ng+a
P(N0=n0|N:O):%.n_O!.W

som for a =1 och b =1 ger

P(N0:n0|N:O): ng=20,1,2,---

3n0+1 ’
dvs t ex P(Ny = 0|N =0) = 2/3 och P(Ny = 1|N = 0) = 2/9. Detta betyder
att No| IV = 0 i detta fall 4r Geo(2/3)-fordelningen.

Man kan jimfoéra detta med de problem en icke-Bayesian skulle raka i om han
observerar N = 0 och alltsa skattar A med A = 0. Ingen tror val att andra
virden &n 0 dr omojliga?!

15.10 Hur viljs a-priori-fordelning?

Detta att man som Bayesian maste vélja en a-priori-férdelning dr bade en
svaghet och en styrka for de Bayesianska metoderna. Oftast kédnns valet av
a-priori-fordelning ganska godtyckligt, men, glidjande nog, spelar valet for-
vanansvart liten roll i de flesta situationer. Det kan ocksa uppfattas som en
styrka att man kan viga in ”forutfattade meningar” om vilka parametervirden
som &r troligast i sin a-priori-férdelning.

Oftast har valet av a-priori-fordelning dock mindre styrts av vad man haft
anledning att tro om parametern &n av att kalkylerna skall bli hanterliga
— speciellt har Bayesianer kiant sig bundna av att halla sig till konjugerade
fordelningar. Som vi kommer att se i kapitel 17 om Markov Chain Monte Carlo-
simulering bortfaller detta behov av speciella val av a-priori-férdelningar. Vi
kommer i stéllet att kunna erhalla resultat genom simulering.
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15.10.1 Icke-informativa a-priori-fordelningar

En icke-informativ a-priori-férdelning for © &r i princip en likformig férdelning
for ©. Om de ténkbara vardena for © &r ett andligt intervall uppstar inga mate-
matiska problem. I binomialférdelningssituationen &ar alltsa likformig fordelning
paintervallet (0, 1) en sadan icke-informativ a-priori-férdelning. Skulle de tdnk-
bara virdena for © vara ett odndligt intervall kan matematiska problem upp-
sta eftersom man inte kan definiera en likformig sannolikhetsfordelning pa ett
odandligt intervall. I och for sig behover inte a-priori-férdelningen vara normerad
sa ibland fungerar matematiskt en likformig “fordelning” (odndlig totalmassa)
pa ett odndligt intervall men man kan stéta pa problem i form av att dven
a-posteriori-fordelningen inte gar att normera.

Ibland kan man “fuska” och i stéllet ta likformig fordelning pa ett stort (men
dndligt) intervall (0, M) diar M valts sa stor att alla “realistiska” vérden pa ©
finns i intervallet. Om man t ex tror att realistiska vérden pa felintensiteten A
ar ca 1 kan man vélja a-priori-férdelning som likformig férdelning pa intervallet
(0,1000). Om man inte rdknar exakt utan har ténkt sig att utféra en nume-
risk kalkyl i t ex Matlab sa kommer man &nda att tvingas inskrénka sig till
ett andligt intervall. En annan vanlig teknik &r att vélja a-priori-férdelningen
som en sannolikhetsférdelning som ar “néstan konstant” —t ex kan man viélja
N(0,1000)-férdelningen eller I'(1072,107?)-férdelningen beroende pa om man
vill ha “néstan” likformig férdelning pa hela z-axeln eller pa positiva z-axeln.

Hela begreppet icke-informativ a-priori-fordelning dr dock réatt skumt eftersom
de inte dr invarianta under omparametriseringar. Om man t ex har likformig
fordelning for standardavvikelsen o eller for variansen o? sa kommer detta
att spela en viss roll. Pa samma sétt spelar det roll om vi anvander oss av
felintensitet A eller medellivslingd m = 1/\ som den parameter vi studerar.
Bada dessa val av parametrisering kan ju anses vara ‘“naturliga”.

En annan vanlig invandning fran Bayesianer om godtyckligheten i a-priori-
fordelningar dr att en icke-Bayesian som baserar sin inferens pa t ex Maximum
Likelihood-metoden ”egentligen” &r en Bayesian som har likformig férdelning
pa parameter-rummet som a-priori-férdelning. Att detta i nagon man ar sant
inser man av att om man har konstant a-priori-férdelning sa blir a-posteriori-
fordelningen direkt proportionell mot likelihood-funktionen. Att anvénda sig
av ML-skattningen, dvs att maximera likelihoodfunktionen &r inget annat &n
att som Bayesian anvinda moden (dvs maximum) i a-posteriori-fordelningen
som skattning.



Kapitel 16

Modellval — korsvalidering

16.1 Inledning och 6versikt

Ett centralt problem i matematisk statistik ar att utgaende fran observationer
konstruera en statistisk modell M f6r hur dessa har uppkommit. Speciellt &r
vi intresserade av att kunna vélja den “bésta” av ett antal foreslagna modeller
My, My, -+, M,,. Modellval (Model selection) handlar om just detta centrala
problem. Korsvalidering &r en viktig teknik som pa ett férhallandevis bra sétt
utfor detta modellval. Andra metoder som AIC (Aikaike Information Criteri-
on) och BIC' (Bayesian Information Criterion) kommer ocksa att i nagon man
beroras.

En statistisk modell M innebér att vi ser vara observationer y = (yy, - ,y,)"
som utfall av Y = (Y1, Y5, -+, ¥,)T som har en n-dimensionell férdelning och
i denna fordelning ingar ett antal parametrar @ = (6y,6s,--- ,6,)7. Storleken
p av denna parametervektor kallar vi modellstorleken.

Genomgaende antar vi att
Y;:gz(a)_‘_eza Z:1727 y

diir E(e;) = 0 och V(e;) = 02 och att g;na #ir oberoende. g;na dr kinda
explicita funktioner. Modellstorleken p hanfor sig alltsa till vintevardesdelen.
Med modell avser vi alltsa en situation som ovanstaende, déar alltsa 6 liksom
o? och fordelningen for €;:ma ej #r specificerade.

Givet en sadan modell M konstruerar vi en numerisk skattning 6 = a(y, M). Vi

-~

kallar da ¢;(6) for en prediktor av y; och betcknar den med ;. Ofta konstruerar
vi ocksa en skattning av o2

Exempel 16.1 Allmdnna lingira modellen
Teorin for allménna linjdra modellen &r ett exempel pa hur vi givet en viss
modell M kan skatta parametrarna i denna.

I allménna linjéra modellen anser vi att

Y = A6 + ¢,

195
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diir € = (€1, €9, ,€,)T och ¢;ma dr oberoende och har E(g;) = 0 och V(g;) =
o?. Ofta antar vi dessutom att de #r N(0,0%), i = 1,2,--- ,n. Vi antar alltsa
att g;-funktionerna &r kénda linjdra uttryck av parametrarna.

Matrisen A kallas designmatrisen och &r kénd — t ex kan den innehalla kova-
riater (forklaringsvariabler) @; = (21,49, - - -, %;) horande till observationen
Yis L= 1727"' 2

Som skattning av @ tar man
6= (ATA) ATy

och som prediktorer tar man

~

y=A0.
Som ett konkret exempel pa linjara modeller kan man ta regressionsmodeller.

Exempel 16.2 Regressionsmodeller
I regressionsmodeller antar vi att

Y; = bhwj + Oy + Osxjo + -+ -+ Opzj, + €5, j=1,2,--- 0.

I allménhet tar man x;; = 1 dvs later #; vara "interceptet”. Vi har da design-
matrisen

I 9 213 -+ Tip

1 moo mog -+ 1y
A= P

1 Tn2 Tpz " Tpp

Prediktorn y; &r da vad det skattade regressionsplanet férutsiger om y;. O

16.2 Flera alternativa modeller

Ett centralt problem &r att stélla olika alternativa modeller My, My, --- | M,
mot varandra och dels

1) Vilja en modell M

2) Skatta parametrarna i denna valda modell.

Vi har hér tva motstridiga intressen namligen

1) Den valda modellen skall vl beskriva de erhallna data

2) Modellen skall vara sa enkel som mdjligt, dvs innehalla sa fa parametrar
som mojligt.

Dessa tva mal &r oftast i konflikt med varandra — vi kan erhalla god anpassning
till priset av att vélja en komplicerad modell med manga parametrar. Modellval
innebér att man gor denna avvigning pa ett lampligt sitt. I princip kommer vi
att vilja att vara modeller pa ett bra sétt “predikterar” framtida observationer.
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16.2.1 Test av hypotes i allméinna linjira modellen

I den allménna linjéra modellen kan vi t ex stélla tva sadana modeller M; och
M, mot varandra om M; (hypotesmodellen) &r ett specialfall av M, (grund-
modellen), dvs att M; C M,. Hypotesmodellen kan t ex innebéra att vissa av
parametrarna i grundmodellen dr 0. I regressionsmodellen antar man t ex att
vissa av forklaringsvariablerna (a-variablerna) saknas i hypotesmodellen, dvs
att motsvarande f-parametrar dr 0 och stéller denna hypotesmodell mot den
fullstdndiga modellen . Man brukar da séiga att man har “nested models” dvs
att den ena modellen &r “innesluten” i (dvs ett specialfall av) den andra.

Hypotesmodellen M; kan t ex vara Hy : B8 = 0 dar B lagger p — r linjart
oberoende restriktioner pa #-vektorn. Detta innebar att Hy betyder att 6-
vektorn har “verklig” dimension r < p. I det enklaste fallet kan det innebéra
att t ex #; = 0 och Ay = 0 dér vi alltsa har r = p — 2 eftersom Hj innebér tva
linjirt oberoende bivillkor pa #-vektorn.

Om nu M; C M och M; har p; parametrar och Ms har p, parametrar sa
studerar vi residualkvadratsummorna

n

g (M) = ly —g(M)I° =Y (g — Gi(M))?

i=1
och motsvarande storhet for grundmodellen M.

Enligt resultat fran teorin for allménna linjdra modellen géller att om €;:na &r
oberoende N(0, 0?) att

1) n(0%(M;) — 02(My))/o? &r x*(pa — p1) om Hy : My ér sann
2) 032 (My) /02 ir X*(n — p)
3) de ar oberoende.

Kvoterna av dessa (delade med frihetsgradsantalen po—p; respektive n—ps) har
alltsa en F'(pa — p1,n — po)-fordelning om M &r sann och detta kan anvindas
for att testa hypotesen Hy : My mot Hy : Ms.

16.3 ‘“Non-nested models”

Vi vill dock inte begréinsa oss till denna typ av “nested models”, dér alltsa den
ena &r ett specialfall av den andra utan vi vill kunna vélja bland mer allménna
typer av modeller.

Exempel 16.3 Hur skall vi jamfora modellerna M, Ms och Mjs néar vi har
kovariaterna x; och z; till observation j

M1 }/J :01+‘92$j+€j
M,:Y; = ehrto2ei Os2; + €;
M3 : Y; = 91 + QQIJ’ + 931‘? + 942]' +€j
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Exempel 16.4 Regressionsmodeller

I en regressionsmodell med p — 1 forklaringsvariabler samt ett intercept (dvs
totalt p véntevirdesparametrar) vill vi kunna véilja vilka av dessa som skall
inga i en optimalt vald modell. Med p parametrar finns 2P tankbara sadana
regressionsmodeller (eller 2°~! st om vi alltid vill ha med “interceptet”). Vissa
av dessa utgor “specialfall” av varandra men generellt ar de ej av ovanstaende
typ och F-test fungerar alltsa inte for alla dessa jamforelser mellan modeller-
na. (|

Hur skall man nu kunna jamféra modeller av helt olika typ och dessutom ofta
med olika antal parametrar med varandra? Vi kommer som utgangspunkt for
varderingen av en modell att ta dess formaga att prediktera nya observationer.
Vi har allménhet inte nagra nya observationer att ta till — hade vi det skulle
dessa naturligtvis ha anvénts redan fran borjan — och vi maste alltsa forsoka ef-
terlikna en situation med nya observationer. Korsvalidering ér en sadan teknik.

Ett stort problem vid val av modell ar att vi girna vill vilja en modell som
ger god anpassning for de observationer vi fatt, men egentligen vill vi anvinda
modellen for framtida observationer. Kanske har vi skaffat oss livsldngdsdata
for en uppsattning pumpar. Idén med inferensen &r ju dock att kunna forutséaga
livslingden for en annan uppséttning pumpar som skall inga i ett tekniskt
system. De speciella pumpar vi undersokt och baserat inferensen pa ér ju bara
intressanta som “representanter” for de pumpar vi sedan i verkligheten ténkt
anvanda.

Ett annat problem som dyker upp i samband med modellval &r att vi oftast
anvander de erhallna observationerna dels som underlag for inferensen och dels
som “facit”, dvs som det vi anvéander for att kontrollera om inferensen gett
korrekt och/eller precist resultat. Ett sitt att undvika detta ar att for en viss
observation basera skattningen av denna (egentligen prediktionen av den) pa
en dataméngd dar observationen sjéilv inte ingar! Korsvalidering innebér just
detta, dvs att vi for var och en av vara observationer anvinder bara de 6vriga
for inferensen for just den observationen.

16.4 Prediktionsformaga

Vi vill kunna vilja en viss modell M bland My, M, -+, M,, och vi kommer
att lata vart val avgoras av vilken modell som ger bést prediktion av nya
(tdnkta) data Y’ = (Y], Y5, -+, Y/)T med samma férdelning som de ursprung-
liga variablerna Y = (Y1, Ys, -+, Y,,)T som vi sdg vara numeriska observationer
Yy = (y1, 92, - ,yn)! som utfall av.

Vi skall i detta avsnitt i nagon man diskutera teoretiska matt pa predik-
tionsféormaga dir man ser sina observationer som utfall av stokastiska variabler
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och i princip bildar medelviarde 6ver denna tankta uppséttning ursprungsda-
ta och dessutom 6ver den tédnkta uppséttning av kommande observationer
som man vill prediktera. I nésta avsnitt atervander vi till den mer relevanta
situationen dér vi ser vara observationer som fixa och bara tar hédnsyn till
att de kommande observationerna ténkes vara slumpmaéssiga. Inte ens dessa
tdnkta kommande observationer har vi ju dock tillgang till utan vi maste kun-
na anvianda vara ursprungliga observationer bade till att ge forutségelser och
anvanda dem till att utvirdera dessa forutsidgelser.

I en viss modell M berdknar vi numeriska prediktorer y;, 7 =1,2,--- ,n av
observationerna yi, ¥, -+ , ¥n. Detta sker ju i allménhet genom att vi skattar
parametrarna i modellen med @ och prediktorerna dr sedan explicita funktioner
av dessa skattningar. I allménna linjéra modellen viljer man t ex y = A# som
prediktorer déir § = (AT A)~' ATy dvs vi har

y=A(ATA) ATy

I verkligheten innebér minsta kvadratmetoden just att vi som skattning 0 valt
den vektor # som minimerar |y — A@|?, dvs som minimerar

RSS =y —@\2 = (h — @1)2 + (Y2 — @2)2 ot (Yo — @\n)2
dér RSS star for Residual Sum of Squares (residualkvadratsumman).

Geometriskt betyder det att vi projicerar ner den n-dimensionella vektorn
y pa det p-dimensionella underrum som spénns av kolonnerna i A-matrisen.
Detta rum &r ju precis det man kan fa genom att bilda Af. Af &r ju just en
linjairkombination av kolonnvektorerna i matrisen A.

Matrisen IT = A(AT A)~tAT utfér just denna projektion. Man ser t ex att II
ar en symmetrisk matris som uppfyller II1? = IT och sadana matriser #r just
projektioner pa underrum.

Vi far da ocksa de skattade residualerna ¥ = y — y. Dessa kan ocksa skrivas
som

T=(—-AATA) ATy = (I - )y.

Man ser att dven I — Il dr en projektion — i detta fallet pa det (n — p)-
dimensionella underrum i R"™ som &r ortogonalt mot det p-dimensionella un-
derrum som spénns av kolonnerna i A-matrisen. Vi har hér hela tiden un-
derforstatt att A-matrisen har full rang, dvs att AT A varit inverterbar. Samma
resonemang som ovan rérande projektioner fungerar dven om vi inte har en
fullrangsmodell, men da ar vissa av #;:na “onodiga” eftersom de kan uttryckas
i de ovriga.

Vid test av Hy : My sann mot Hy : My sann dér M, C M, har vi projektioner
[Ty och II; horande till modell M, respektive Ms. Det &r dessa projektioner
som projicerar ¥ pa prediktorerna i respektive modell. Att M; C M, innebér
att 1111, = II,I1; = II;. Vi har

I =(I—TL)+ (I, — II) + .
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En projektion II dr en symmetrisk matris som uppfyller I1? = II. Av detta
foljer direkt att egenvirdena uppfyller A2 = X, dvs att egenvirden #r antingen
0 eller 1. Om man diagonaliserar en projektion, dvs hittar en ortogonal matris
U (som alltsa uppfyller UUT = UTU = I) sddan att Il = UTDU dir D #r
en diagonalmatris sa star egenvirdena till IT pa diagonalen. Om II projicerar
pa ett p-dimensionellt underrum av R™ sa &r alltsa p st egenvirden 1 och
resten (n — p st) 0. Man visar ganska latt att I — Ily, I, — II; och II; alla
ar projektioner (kvadrera dem) och att de dessutom projicerar pa ortogonala
underrum (multiplicera dem med varandra) med dimensioner n — py, pa — p1
respektive p;. Man kan ocksa finna en enda ortogonal transformation som
diagonaliserar alla tre projektionerna samtidigt pa sa sétt att de resulterande
diagonalmatriserna har “icke-6verlappande” 1:or. Om € bestar av n oberoende
N(0,0?) sa giller att Ue ocksa gor det om U ir en ortogonal transformation.

Alltsa giller att
€'e = €' (I —Tly)e + €' (I, — ) )e + €' (IT))e.

diir viinsterledet dr o2x(n) och termerna i hogerledet &r oberoende o2y (n—ps),
o?x(p2 — p1) och o?x(p1). Detta utgér den s k Cochrans sats som motiverar
forekomsten av F-fordelningen vid test av M; mot M.

16.4.1 Teoretiskt matt pa prediktionsféormaga

For att méta hur vil Y predikterar Y véljer vi en forlustfunktion Loss(Y’, 5/})

som maéter “kostnaden” for att prediktera Y’ med Y. Denna kostnad ar ju
stokastisk och dérfor betraktar vi den forvintade forlusten E(Loss(Y',Y))
som ett matt pa prediktionens kvalitet som vi kallar prediktionsfelet.

Ofta viljer man en kvadratisk forlustfunktion dvs Loss(Y”,Y) = (Y — Y)?
och méater medelvirdet av det kvadratiska prediktionsfelet dvs tar

Qpred = E(LOSS(Y’,?)) — B ((y/ _ ?)2) .

Nér vi har n observationer y anvinder vi i stéllet
1 ¢ I \2
Qpred = ; Zl E ((Y; - Y;) )

som teoretiskt matt pa prediktionstformagan, dvs ett medelvirde av de kvadre-
rade forvantade prediktionsfelen for de enskilda observationerna. Detta forut-
sitter att vi ser alla observationerna som lika osdkra och likvéardiga.

Exempel 16.5 Kdinda vintevdrden N
Man kan notera att om vi kinde E(Y;), i = 1,2,--- ,n skulle man med Y =
(E(V1), E(Ys), -+, E(Y,))T erhalla (Y’ och Y har ju samma férdelning)

1 n
Qpred = ﬁ Zl V(Y;/)
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dvs om alla observationerna har varians ¢? far vi Qpred = o?. Detta av-
speglar att om vi kinner vintevirdena for vara observationer i den “sanna”
modellen sa dr prediktionsfelet just o2. I allminhet kinner vi inte E(Y;) for
i =1,2,---,n utan maste skatta dessa. O

Exempel 16.6 Mazimalt antal parametrar Om man anvénder Y; sjélv som
prediktor dvs tar Y; = Y; sa far vi det teoretiska prediktionsfelet

Qpred = %i E ((Yi’ — ﬁ)2> =E((Y{-1)?) =

=FE (((Yl/ - EY))+ (Y1 — E(Yl))Z) = oberoendet = V(Y{) + V(Y1) = 202

Att anvénda }A/; = Y, innebér i princip att vi har n parametrar i var mo-
dell, dvs en for varje observation. Detta ger ju “perfekt” anpassning for vara
ursprungliga observationer, men genom att vi anvénder prediktionsfelet som
matt pa om modellen dr bra ser vi att detta kriterium “straffar” ett sadant
Ooverparametriserande. O

Med vettigare prediktioner kan vi fa ett mindre prediktionsfel &n ovanstaende
(groteskt) overparametriserade forfarande i exempel 16.6. Detta ger en indika-
tion pa att anvandning av prediktionsférmaga ar ett vettigt sitt att utvardera
en modell.

Exempel 16.7 Oberoende likafirdelade observationer
Om vi t ex har modellen att Y;:na &r oberoende likafordelade med E(Y;) = 6
sa kan vi anviinda prediktorn Y; = Y och erhaller prediktionsfelet

1 A R
Qpred = - ; E(Y/-Y)*) = E((Y{ —Y)?) = oberoendet =

o? 1

=VY)+VY)=0*+—=(1+—)o?
n n
dvs ett visentligt mindre prediktionsfel &n med den overparametriserade mo-

dellen ovan dér vi tog Y; =Y.

Faktum #r att man t o m kan erhalla mindre prediktionsfel &n (1 + 1/n)o?
genom att vélja en prediktor som inte dr vantevardesriktig. Detta har samband
med “Steins paradox” och sa kallade “shrinkage estimatorer”.

Vi kan t ex ta prediktorn }A/Z = aY och vilja a sa att forvintade prediktionsfelet
minimeras. For vissa val av a < 1 kan man faktiskt uppna att fa ett mindre
forvantat prediktionsfel &n om man anvénder Y. O
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16.4.2 Andra forlustfunktioner

Man kan #ven anvinda andra forlustfunktioner t ex Loss(Y,l//\) = |y - Y|
men detta kommer vi inte alls att géra trots att den ofta har battre statistiska
egenskaper dn kvadratisk forlustfunktion. Den &dr dock mycket mer komplicerad
att anvénda rent matematiskt.

Daremot kommer vi att anvanda oss av
~ 1 ~
Loss(Y')Y)=——In L(0Y")
n

ddr L &r likelihoodfunktionen fér Y’ baserad pa de prediktioner som erhallits
ur de ursprungliga variablerna (via @ som ju ar en funktion av Y'). Vi méter
alltsa prediktionsférmagan genom att studera hur sannolika de nya observatio-
nerna ar pa basis av de forutsidgelser som gjorts med hjilp av de ursprungliga
observationerna.

Man kan notera att for oberoende observationer med kontinuerliga fordelningar
med tdtheter fy, betyder detta att vi har

InLBly) = > In fy,(1:[0)
i=1
och att alltsa vi far
1 & ~
Qpred = _5 Zl E <1n sz(Y;/‘o))

Notera hiir att @ &r stickprovsvariabeln dvs 6 = 5(Y) Vi skall alltsa se det
som att Qpreq skall berdknas 6ver tva tankta framlottningar dvs for

1) Y (som i sig innefattar slumpmissigheten i vara observationer) och ger
upphov till stickprovsvariabeln 0

2) Y’ som innefattar slumpméssigheten i de nya observationer vi skulle fa om
hela forsoket upprepades.

Exempel 16.8 Allmdanna linjdra modellen
Med modellen Y = A + € dir € bestar av oberoende N(0, 02) erhaller vi

exp (_ Do (Y — E(Yi))2> |

202

LOY') = Fr(V10) =

Vi far alltsa

n L@Y') = ~nIn(v2r) - 5 (@) - iz (Y = V)"

202

med
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(dvs ML-skattningen av o?).
Vi erhaller

2no?

Qpred = ln(\/%) + %E (11’1(82)) + F <Z?—1()/i/ - Yz)2> '

Exempel 16.9 Exponentialfirdelade data
Om Y; ar Exp(f) for i =1,2,--- n, dvs att

1
fy. (U) = 56_11'/9, u >0

K3

och skattar § med § = g sa ar alltsa prediktorn Y, =Y.

Med hjilp av Y forscker vi alltsa prediktera en ny uppsittning observationer
Y' = (V],Yy, -, YT fran Exp()-fordelningen

rTn

Vi har hér oberoende observationer med Exp(#)-fordelningens téthetsfunktion
dvs de nya observationerna har logaritmerade tatheten

In fys(u|0) = —In(0) — u/0

och vid prediktion av Y, anvédnder vi oss av EA/Z =Y. Vi far alltsa mattet pa
forlusten till

Loss(Y'Y) = —% Zlnfyi(Y;’\Y) =In(Y)+Y')Y
i=1

och mattet pa prediktionsformagan @)p,.q blir forvintade vérdet av denna sto-
kastiska forlust, dvs (notera att Y’ och Y &r oberoende och att E(Y’) = 0)

Qurea = E(Loss(¥",¥)) = E(n(V) + 0B(=).

Detta uttryck &r besvirligt att berdkna (och &r kanske inte ens dndligt) men
detta kommer inte att bekymra oss. Problemen med att det eventuellt &ar
odndligt kan ses som ett resultat av att vi bildat medelviarde 6ver en téankt
uppséttning ursprungsdata, dar vissa sadana uppséttningar kan stélla till ma-
tematiska problem vid berdkningen av preq. I praktiken maste vi ju skatta
Qprea P2 basis av vara observationer och da férsvinner en del av dessa mate-
matiska problem. a
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16.5 Skattade matt pa prediktionsférmagan

Vi sag i foregaende avsnitt att man kan ta fram teoretiska matt pa predik-
tionsformagan hos en modell, men dels var kalkylen inte alldeles latt och
dels innehaller svaret typiskt okénda storheter. I exemplet med exponenti-
alfsrdelade data ingick § bade direkt och indirekt (genom att E(In(Y)) och
E(1/Y) beror av 6). I allménhet har vi dessutom ingen méjlighet att utfora
motsvarigheten till kalkylerna ovan. Hur kan vi anvinda detta kriterium — vi
har ju ingen mojlighet att generera nya data!? En traditionell metod ar att
anvinda de observationer vi redan fatt och studera skillnaden mellan dessa
och de prediktioner som modellen ger pa basis av samtliga observationer. I
princip anvéinder man sig av
2 no -9
med _ ly ny| Zz’:l T 52

n

dar 71,79, - , 7, &r residualerna dvs 7; = y; — v;.
I allménna linjéra modellen tar vi
2 n =
A ly — A9| Zi:l Ty ~o
Qpred n =0

n

diir § = A9 = A(ATA)"1ATy.

Som bekant #r denna (sedd som skattning av o?) inte véintevirdesriktig i den
linjara modellen och det traditionella siattet att forsoka korrigera detta ar att
modifiera den sa att den blir vantevirdesriktig genom att vélja

Q== —— 3" = =3 (5~

dér p=antalet parametrar i modellen.

Man kan hér notera att inte ens @\;)red ar en vantevardesriktig skattning av

prediktionsfelet utan detta skulle i stéllet vara @med = E((Y' —7)?) eller
snarare, om man vill gbra detta for de n observationer vi fatt,

Qpred — Z E - yz

dar Y/ma &r variabler som har samma fordelning som Y; :na som vi sag vara
data som framlottade av.

For just den allménna linjara modellen visar vi nedan att

n ~\2
A p i=1\Y5 — Yj n+p
Qpred:82<1+_): Z 1( J .7) X

n n n—p

ar en vantevirdesriktig skattning av prediktionsfelet dvs att F (@pred) = Qpred-
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Detta inses genom att vi ser att Y = Af + € och att 6= (ATA)~LATY dvs att
Y = A(ATA)TATY = A9 + A(ATA) ' ATe.

Om vi nu skulle generera nya observationer Y’ med samma designmatris A sa
skulle vi erhalla Y’ = A + v dar v 4r nya oberoende slumpstérningar som
alltsa dr oberoende N(0, 02). Alltsa skulle vi fa det férviintade prediktionsfelet

1 S 1
Qprea = —E (|Y’ - YF) = —E(|A0 +v — A — A(ATA) ' ATe]?) .
n n
P g a att v och € ar oberoende ger detta (Pythagoras sats)

(B(P) + BIAMATA) A7) = (no” + po) = 0%(1 + 2)

n

S|

Qpred =

diir vi anvént att A(ATA)PAT #r en projektion pa det p-dimensionella under-
rum som spanns av kolonnerna i A.

Detta betyder alltsa att man i den allménna linjara modellen kan skatta pre-
diktionsfelet vintevirdesriktigt genom att ta

O — Py _ "
Qpred - 82(1 + n) - (TL _Z) ;(yj yJ)Q'

Eftersom (atminstone om p/n &r litet)

p
1+5N 1 r n B n N 1
n—p 1_P n—p (n—p? n2-2pm+p> n—-2p
n
sa ser vi att ,
@ ~ > i1 (Y — Uy)
pred n_zp .

Kriteriet att minimera prediktionsfelet innebér att vi alltsa bor vilja den mo-
dell som ger minsta virdet pa @,,eq. Man kan hér notera att nimnaren n — 2p
ger lite storre “straff” for storre modeller (dvs med storre p) &n den tradi-
tionella “vintevirdesjusterade” skattningen s* som har divisor (n — p). Detta
ger alltsa en mojlighet att i den allménna linjiara modellen jamfora predik-
tionsformagan hos olika modeller oavsett om dessa &r specialfall av varandra
eller ej.

Man skulle kunna uttrycka det som att vi tar s> = RSS/(n — p) som ett sitt
att gora s? vintevirdesriktig som skattning av o2, men eftersom vi vill skatta
Qprea = 0*(1+p/n) &r faktorn (1+p/n) (approximativt att ta RSS/(n— 2p))
ett siatt att vintevirdesjustera for att det ar forvintat prediktionsfel vi forsoker
skatta.
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16.6 Korsvalidering

Ett typiskt fenomen vid skattning ar att genom att vi anvéander (bl a) observa-
tionen y; for att erhalla prediktorn 7; sa erhalles en 6verdrivet god anpassning
for y; (ibland kallat “over-fitting”). Att véntevérdesjustera ML-skattningen
02 = RSS/n genom att ta s> = RSS/(n — p) kan ses som ett forsok att
kompensera for detta.

Korsvalidering innebér att man undviker “over-fitting” genom att lata predik-
torn ; bero av alla observationer utom just ;. Detta betyder att vi kommer
att anvinda dataméngden ES; = (Y1, Y2, ,Yi-1, Yit1, -+, Yn) fOr att erhalla
prediktorn y;. Det innebér att vi far berdkna en skattning 5(—1‘) baserad pa
E'S; dvs samtliga data utom just y;. Denna parameterskattning ger upphov till

prediktorn ;) av y;. Korsvaliderings-skattningen av prediktionsfelet &r da

1 i(?f . _ PRESS

Qov = Ui)’

n ‘= n
dir PRESS star for “Predictive Residual Error Sum of Squares”. Man kan
notera att man for att berdkna QQcy maste beriikna n st parameter-skattningar
0, i =1,2,--- ,n for att erhalla prediktorerna y_;), ¢ = 1,2,--- ,n. Detta
innebar n ganger det arbete som atgar da man skattar traditionellt med hjalp
av samtliga data och detta motiverar att korsvalidering kan betecknas som en

datorintensiv metod.

En av de stora foérdelarna med korsvalidering som metod &r att den (forutom
att ha bra statistiska egenskaper vad géller att skatta prediktionsfelet for en fix
given modell) dessutom &r helt “automatisk”. For en viss modell kan man se
skattningsforfarandet (och darmed prediktionsforfarandet) som en svart lada
som utifran observationer genererar skattningar av parametrar (och dérmed
ocksa prediktioner av observationerna). Egentligen behéver man inte ha nagon
som helst kunskap om hur prediktionerna genereras utifran data utan det cen-
trala dr bara att det finns en algoritm som gor detta. I detta avseende liknar
korsvalidering bootstrap-metodiken. A andra sidan liknar korsvalidering jack-
knife genom att man i varje skattning utelamnar precis en observation.

16.6.1 Korsvalidering for allménna linjira modellen

I detta avsnitt visar vi att en anvdndning av korsvalidering i den allménna
linjéra modellen (asymptotiskt) ger upphov till en véntevardesriktig skattning
av prediktionsfelet, dvs att (@CV) ~ Qpred d8r Qpreq 8r det sanna teoretiska
prediktionsfelet 0?(1 + p/n) dér p ér antalet parametrar i modellen.

Sats 16.1 Det gdller att
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dér hy dri:te diagonalelementet i matrisen H = AT(AT Ay~ AT dvs matrisen
som ger prediktorerna y = Hy.
Beviset utldimnas men bygger pa Sherman-Morrison-Woodburys formel

(B+UVvHt=pt-plug+vi'BUu)tviB!

dér B dr en inverterbar p x p-matris och U och V dr p x k (se t ex Golub &
van Loan “Matrix Computations” sid 50). O O

Vi lagger pa tilliggsvillkoret att max; h; — 0 da n — oo dvs i princip att
ingen prediktor 7; skall ha stor varians om vi har manga observationer.

hio? dr faktiskt V(Y) Detta inses ur féljande resonemang:

1) Y = HY

2) Y har kovariansmatrisen o2/

3) HY har enligt momentsatsen kovariansmatrisen HV (Y)HT = c?HH”
4) H #r en projektion dvs HT = H och H?> = H

Alltsa giller att V(Yi) = o%hy;.

Vi har da

A _ 1 - ~ 2 _ 1 (yz yz)2
Qev = izl(yz Ye-n)” = ; 0 I
Eftersom 1/(1 — hy)? &~ 1+ 2hy; da hy; ér litet erhaller vi (med 7; = y; — ¥;)

OCha2:Z?1 z/n>
@cv%li Zhr =0 +Eihuaz+2ih“(?g_az
ni:l u ni:1 it ni:l w\"y

Vi har 02 = (n — p)s?/n. Vidare giller Y ] h; = Trace(H) = p eftersom
H = A(AT A)~' AT &r en projektion pa det p-dimensionella rummet som spinns
av kolonnerna i A vilket redan anvindes i kalkylen i avsnitt 16.5. Den sista
termen i uttrycket kan visas — 0 da n — oo eftersom max(h;) — 0 och

7?2 — 0% Vi far alltsa

2 2
QCV~U+ p2—|—htekrafs-sn p—|— p2+htekrafs~s(1—|—£)z
n n n
T B
n—2p

vilket var precis den skattning vi kom fram till tidigare. Alltsa ger (asympto-
tiskt da n — oo) korsvalideringen i allménna linjéra modellen samma skattning
av prediktionsfelet som divisionen med (n — 2p) gav.
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Ty T2 T3z Ty Y

7 26 6 60 785
129 15 52 743
11 56 8 20 104.3
11 31 8 47 876
7 52 6 33 9.9

11 55 9 22 109.2
3 71 17 6 1027
1 31 22 44 725
2 54 18 22 931
21 47 4 26 1159
140 23 34 838
11 66 9 12 113.3
10 68 &8 12 109.4

Tabell 16.1: Prognostiska variabler 1, xs, 3, x4 och responsvariabel y

Exempel 16.10 Multipel regression — exempel fran Urban Hjorths bok

Vi har forklaringsvariabler och observationer enligt tabell 16.1:

Vi har hédr alltsa n = 13 och maximalt p = 5 (inklusive intercept). Den
fullstdndiga modellen ar alltsa

Y, = a+ Biza + Bawio + B3zis + Baxia + €

med 0 = («, (1, 32, 33, 04)7 och det finns 2! = 16 modeller som innehaller
interceptet a. Foljande tabell 16.2 ger for olika val av uppsittningar av -
variablerna virdet av Qcy och for jamforelse s> = RSS/(n — p). Totalt 15
modeller innehaller nagon z-variabel. R

Man ser ur tabell 16.2 for det forsta att /§2 ar vasentligt mindre &n Qg for
samtliga modeller, vilket avspeglar att )¢y skattar prediktorerna utan att
anvanda respektive data. Approximativt géller ocksa att

Qcv ~ s2(1+p/n) = s*(1 + p/13).

T ex giller f6r modellen med z; och 4 att s* = 7.48 och vi far 7.48(1+3/13) =
9.21 medan Qcy = 9.33 - att approximationen &r sa dalig beror ju att vi har
ritt fa data i forhallande till antalet parametrar.

Man ser ocksa att den “basta” modellen, dvs den som har minst @CV ar
modellen med z, x5 och x4 och om man skattar med hjidlp av samtliga data
erhalls det skattade regressionsplanet

y = 71.6 + 1.452; + 0.4229 — 0.24x4

och det &ar alltsa for denna modell vi har skattningen @ov = 6.57 av predik-
tionsfelet. O
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Ty X2 T3 T4 QCV S

* Koo K 8.49 5.99

* 6.92 5.35

* 6.57 5.33

7.27 5.65

oox o 11.30 8.20

* 7.22 5.79
* 170.62 122.71

* 9.33 7.48

22.62  17.57

53.48  41.54

* 11245 86.89

* 130.74  115.06
* 9247  82.39
* 201.26 176.31

*91.86  80.35

Tabell 16.2: Skattning av prediktionsfel med korsvalidering samt variansskatt-
ning for samtliga 15 modeller med nagon x-variabel samt intercept. * betecknar
vilka variabler som ingar i respektive modell.

I ovanstaende exempel undersokte vi samtliga regressionsmodeller men om an-
talet tdnkbara forklaringsvariabler (dvs p—1) &r stort kan detta bli o6verstigligt
eftersom det finns 2P~! sddana modeller. Man kan da vilja ett stegvist forfar-
ande sa att man t ex startar med den fullstédndiga modellen och sen plockar bort
en forklaringsvariabel i taget (lampligen den med minst forklaringsvérde). Det-
ta brukar kallas “Backward Elimination”. Man far da en uppséttning regres-
sionsmodeller som kan jamforas med korsvalidering. Ett annat alternativ ar
“Forward selection” dar man startar med en modell med bara ett intercept och
sedan successivt inkluderar de forklaringsvariabler som har storst forklarings-
viarde. Denna typ av stegvisa forfaranden ar dock otillfredsstillande eftersom
man kan missa en modell som &r utmérkt genom att de forsta stegen gar i
fel riktning. Med datorteknikens utveckling ar dessa stegvisa metoder mer att
betrakta som en halvmesyr — man viéljer ju att bara undersoka en liten del av
de tdnkbara modellerna.

16.7 Model selection bias

Vi kommer dock harnést att se att ovanstaende forfaranden (t ex korsvalidering
alternativt att studera RSS/(n—2p)) som alltsa ger en vénteviardesriktig skatt-
ning av prediktionsfelet fér varje enskild modell &nda kommer att underskatta
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prediktionsfelet for den valda modellen just darfor att den valts pa basis av
att den minimerade prediktionsfelet! Att det 4r pa det viset kan man inse
genom foljande resonemang: Genom att slumpen kan gora att det skattade
prediktionsfelet for en viss modell blir “abnormt” litet kommer just denna mo-
dell att valjas. Om man da baserar skattningen av prediktionsfelet genom att
anvanda denna modell kommer det att tendera att bli for litet.

Egentligen dr essensen av ovanstaende resonemang att

E(mlm(XZ)) < min(E(X;)).

(2

Vi gor ett formellt bevis, men forst ett enkelt hjdlpresultat.

Sats 16.2 Om X >0 och P(X =0) < 1 sa gdller att E(X) >0
Bevis: Om X > 0 och F(X) = 0 maste P(X =0) = 1. O

Denna sats ger foljande viktiga (men aningen deprimerande) resultat:

Sats 16.3 Bias ¢ Model-val
Lat u; vara vantevardet for prediktionsfelet for modell M;, dvs att

pi = E(Qur,).

Om vi nu véljer den modell M som minimerar prediktionsfelet dvs viljer M
sa att Qg7 = min,(Qyy,) sa géller att

~

E(Qg) < miin (E(@MZ)> < puzp

dvs forvantade prediktionsfelet for den valda modellen ger mindre forvintat
prediktionsfel 4n samtliga modeller inklusive den valda!

Bevis:
Vi later X; = Qy, — Qg7 = 0. Hjdlpresultatet ger da att

E(X:) = E(Quw,) — E(Qg) > 0

om inte @1\7 = @ »; med sannolikhet 1, villket skulle svara mot att vi alltid
skulle vélja en viss modell M; oavsett hur vara observationer &n ser ut!

Alltsa galler att E(@z\?> < E(@Ml) for alla 7 alltsa dven E(@z\?) < pigz, dvs att
det det forvantade prediktionsfelet for den valda modellen t o m underskattar
det forvantade prediktionsfelet for just denna modell om den nu &r den sanna
modellen. Aven for den sanna modellen kan det finnas skenbart bittre alter-
nativ som kommer att véljas om data rakar bli sadana att de passar nagot av
dessa alternativ. O
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Med risk for 6vertydlighet och upprepning: En intuitiv forklaring till denna
“Model selection”-effekt ar att dven om vi antar ett en viss modell &r korrekt,
sa finns vissa tdnkbara “konstiga” utfall av observationerna som faktiskt skulle
gora att en annan modell battre forklarar data &n den “sanna” modellen.
Om vi far sadana “konstiga” observationer skulle vi ju vélja den (felaktiga)
modell som skenbart forklarar dessa, dvs en annan model &n den “sanna”.
Om nu sannolikheten att fa sadana “konstiga” observationer &r > 0 kommer
det skattade prediktionsfelet att bli mindre &n for den sanna modellen. For
de “konstiga” observationerna véljer vi en annan modell &n den “sanna” och
lyckas déarfor fa mindre forvantat prediktionsfel.

Denna “model selection bias” fungerar oavsett hur vi forsoker skatta predik-
tionsformagan om detta gors for varje enskild modell for sig. I avsnitt 16.10
pa sidan 217 skall vi se att det finns en metod C MV (Cross Model Validation)
som undviker denna effekt genom att man inte utvarderar varje enskild modell
for sig utan hela modelvalsforfarandet.

16.8 AIC — Akaike Information Criterion

16.8.1 Allmént om “penalized” likelihood

Ett alternativt angreppssétt pa problemet att vi anvdnder oss av observa-
tionerna bade for att berikna (skatta) prediktorerna och for utvérdering av
dessa ér att “straffa” modeller med manga parametrar genom att som kriteri-
um for “optimalitet” av en modell med p parametrar och n observationer ta
Qprea + 9(p,n). Ett vanligt sadant val ar att ta

~

~ 1 ~ 1
Quic =+ (- L@ly) +p) = —— I L(bly) + -
n n n
kallat AIC' (Aikaike Information Criterion)) respektive

1

n

pln(n)
2n

Qprc = ——In L(Oly) +
kallat BIC' (Bayesian Information Criterion) som alltsa anvinder likelihood-
funktionen for de observationer vi fatt, beriknad i modellen med parameter-
skattningen @ som erhalls med samtliga observationer. Den extra termen p/n
respektive pln(n)/(2n) kan ses som ett sitt att “straffa” modeller med manga
parametrar, dvs med for stort p. Dessutom ser man att BIC (atminstone da
n > e* dvs n > 9) straffar modeller med manga parametrar (p stor) hardare
an AIC. BIC undersoks i ndsta avsnitt.

Vi kommer att se att AIC' i princip innebér att vi justerar — In L med hénsyn
till att vi anvénder samma data for att skatta parametrarna och fér att utvér-
dera prediktorn. Denna korrektion innebér att @ a;c kommer att bli en (ap-
proximativt) vintevérdesriktig skattning av prediktionsfelet nér vi har —In L
som forlustfunktion. Detta kommer att goras troligt for den allménna linjéra
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modellen, men resultatet géiller mer allmént &n sa. Notera att detta att forsoka
minimera med forlust-funktionen —In L for (tdnkta) nya data &r samma sak
som att forsoka maximera (forvintade) likelihooden L for de tédnkta nya ob-
servationerna.

Dock kommer vi ocksa att se att AIC inte kommer att ge oss den “sanna”
modellen ens da n — oo dvs att sannolikheten att den valda modellen M enligt
AIC kommer inte att uppfylla att P(M # Mgun,) — 0dan — oo dar Mgy, ar
den sanna modellen. Alltsa &r inte AIC ett “konsistent” modellvalskriterium.

BIC kan motiveras med ett Bayesiansk baserat resonemang och kommer ocksa
att (asymptotiskt da n — oo) att vélja den “sanna” modellen Mg,,,, med en
sannolikhet som — 1. BIC' &r alltsa ett konsistent modellvalskriterium.

16.8.2 AIC
Med

—~ 1 1 ~ 1 -~
Oue=——L+2 = “mL@y) + L= -"mfmd+L
n n n n n n

erhaller vi for den allménna linjara modellen dir Y = A0 + € med € bestaende
av n oberoende N(0, 0?) att vi skattar prediktorerna y med

7= AATA) ATy = A6
och 0% med ML-skattningen

52 _ RSS _ ly —yl? _ > i (Wi —@})2.

Vi har alltsa

Pl o2no 202
R S o (i — 1)
— WO’ exp (— 282

och detta ger

O
2no? n

Qaic = — 0 fr () + £ = (v2m) + 1n(3) +

1 1 p
=In(v2 —In(GH) + =+ =,
n(v 7r)—|—2 n(0)+2—|—n
A andra sidan giller att om vi studerar likelihoodfunktionen for en ny uppsétt-

ning observationer Y’ med samma designmatris A som Y sa ser vi att denna
har den (stokastiska) likelihoodfunktionen

L@Y') = fr(Y']9).
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Alltsa har vi som ovan

1 T 1., Y -Y]
—ElnL(9|Y) —ln(v27r)—|—§ln(0) W

som ger véintevirdet (dvs det teoretiska vérdet pa forlusten Qpreq “medelvér-

dat” 6ver Y och YY)
1 ~
Qpreda = E (_ﬁ In L)Y )) =

B 1 o 1 (Y =Y]2 o?

Men (som visats tidigare) géller p g a oberoendet mellan Y’ och Y att
E(Y' = YP) = E(Y' ~ EY)P") + E(Y ~ EY)P) = no” + po*
dvs att o
E <%) = (1+ §>.

Vidare géller ju att

2 1 1 1
E(A_) S S S
E(62/0?) (n—p)/n 1_2

n

SIS

g

som ger den teoretiska forvintade forlusten

— 1 o 1

n
1 ~2 L p
~ In(Var) + S B(n(3%) + 5 + .

Detta betyder alltsa att vi har E (@ a10) = Qprea dvs att AIC pa ett (approxi-
mativt) vantevardesriktigt sitt skattar prediktionsfelet (métt med likelihood-

funktionen som forlustfunktion).

16.8.3 Varianter av AIC
Vi har (med Taylor-utveckling) att

In(6?%) ~ In(c?) + = In(o?) + — =1
o

och alltsa géller att

~ 1. . 1
Qarc = In(V27) + 5 In(5?) + 5 +
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1 1 o 52 1 p
%5111(2%)4-5(111(0)—l—;—l)—i—g—i—ﬁ_

1 1 9 1 (.  2po?
:§ln(27r)+§ln(a)+?‘2(a + n .
Eftersom man erhaller samma minimerande modell vare sig man minimerar
Qarc eller g(Qarc) for en vixande funktion g sa inser man att vi kan vélja att
minimera
2po®  RSS N 2po?

Cp,=0"+
n n n

som brukar kallas C)-statistikan. Nu &r ju inte o kiind, men ofta ersitter
man den med en skattning av o? beridknad fran en “stor” grundmodell. T
ex kan man for multipel-regressionsmodeller hamta skattningen fran modellen
med alla z-variabler medan RSS alltsa berdknas for den aktuella (mindre)
modellen.

Ett annat val dr att erséitta 0? med s> = RSS/(n — p) och fa

~ o 2po? - 2
Qprea = 0" + P7 TP T o s*(1+ =)
n n n n
dvs samma storhet som dok upp i samband med korsvalidering. Detta svarar
alltsa (approximativt) mot att att man skall dela RSS med n — 2p i stéllet for
med n — p eftersom @, ., ~ RSS/(n —2p). Man inser att det betyder att man

far samma resultat med AIC och korsvalidering (atminstone approximativt).

Man ser ocksa att om vi tar p = n, dvs tar y; = y;, ¢ = 1,2,--- ,n (det
som tidigare bendmnts “grotesk Overparametrisering” i exempel 16.6) sa blir
C, = 0+ 20? som vi tidigare sag var det forvintade prediktionsfelet i denna
situation.

AIC &r ju ratt svart att anvanda rent praktiskt i en komplicerad situation
eftersom det oftast &r besvérligt att skriva upp likelihoodfunktionen. Eftersom
korsvalidering atminstone for allmédnna linjédra modellen ger i princip samma
resultat som AIC &r det oftast mer praktiskt att anvinda korsvalidering. For
C, krivs att man har en skattning av o2 fran en “stor” modell.

16.8.4 AIC ar ej konsistent

Vi har hitills virderat modeller efter deras prediktionsformaga. Ett naturligt
alternativt sitt att undersoka modellvalskriterier dr att undersdka om forfar-
andet (atminstone asymptotiskt da antalet observationer n — o) lyckas hitta
den “sanna” modellen.

Det &r ett beklagligt faktum att man med AIC faktiskt inte ens asymptotiskt
véljer ratt modell i den mening att om man har tva modeller My C M, och M,
ar “sann” sa giller inte att P(M # M;) — 0 da n — oo dér n &r antalet ob-
servationer. Om man alltsa har en sann hypotesmodell M; med p; parametrar
och stéller den mot en storre grundmodell med p, parametrar sa viljs alltsa
inte M, ens da antalet data n — oo.
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Vi har ju (med hjélp av Taylor-utveckling av In(x) kring a) att

(6>~ ?)

In(G?%) ~ In(c?) + 5

g

och detta ger sannolikheten att vilja fel modell M, néar M; ar sann till
P(M = M,|M; sann) = P (Qazc(Ms) < Qarc(My)| M,y sann) =
= P (n(In(c*(M;)) — In(c*(Ms))) > 2(p1 — p2)|M; sann) ~

~ P ("(82(M1>0_; 7)) 2(ps — p1)| My sann) -

=P (x*(p2—p1) > 2(p2— 1)) -
Tyvérr har alltsa AIC en tendens att vélja en for stor modell — t ex géller
for po — p1 = 1 att ovanstaende sannolikhet blir 0.163 och detta &r alltsa
sannolikheten att vi véljer den for stora grundmodellen M; i stéllet for den
sanna hypotesmodellen M; &ven om n — oo.

16.9 BIC — Bayesian Information Criterion

Med Bayesian Information Criterion (BIC') anvénder man sig av

~ 1 ~ In(n
QBIC = ——lnL(0|y) + p—()
n 2n

som matt pa den skattade prediktionsférmagan.

16.9.1 Bayesiansk motivering for BIC

Man kan motivera valet av “straff” pln(n)/2 med ett Bayesianskt resonemang
enligt foljande:

Antag att de olika modellerna My, Ms, - - - , M,,, har a-priori-sannolikheter
P(M;), 5 =1,2,--- ,m. Lat w(-|M;) vara a-priori-férdelningen for @ for model-
len M;.

Vi far da med Bayes’ sats

Fly|M;) P(M;)

P(M;ly) = W)

Enligt lagen om total sannolikhet géller
FlylM) = [ 1616 30)w(6101)d0
©;
och vi erhaller

PO = PO [ f10.01)7(613;) o
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med
m

F) =Y fy|M;)P(M;)

J=1

och c; =1/f(y).

Om vi har den allménna linjira modellen med kéint o och med A;= design-
matrisen for modell M; sa far vi

1 1
f(ylo,M;) = ro?)i exp (—T‘QL’J — Aj‘9|2> =

! 1 3 1
= We){p <—T‘2’y - A]H’?) exp (_T(Q|Aj0 _ Aj0’2) _

= L@y, M;) exp (—n(0 —0)7%,(6 - 5))
med X; = (AT A;)/(2no?). Vi far da

POMGly) = POG)L@. ML) | exp (~ni6 ~)"E,6 - ) =(6l1)db.

©;
Vi gor nu forst variabelbytet § — 6 = 0 och erhaller

—~ T~ o~ o~ ~
P(M;ly) = exP(M,)L(Bly, M;) / exp (~nb'£,8) (6 +8]1M,)db.

O

Vi gor sen variabelbytet 6 = u/+/n och erhaller (notera att integralen sker
over ett p;-dimensionellt parameterrum dér p; dr antalet parametrar i M; och

alltsa df = dun=ri/?)

P(M;ly) = a1 P(M;)L(@ly, Mj)/ exp (—uTS;u) w(un 26| M;)dun P/ ~
9;

~ ¢ P(M;) L8y, M;)m (8| M, )n /> / exp(—u”S,u)du
9,

Om vi tar — In av detta uttryck far vi

—In(P(M;ly)) ~

J

~ —In(L(@ly, M;) + % In(n) — In <c1P(Mj)7r(5|Mj> / exp(_uTEju)du>
©
dir den sista termen blir betydelselos da n — oo. Uttrycket dvergar alltsa i
nQprc-
Man kan uttrycka ovanstaende pa foljande séitt: BIC viljer (asymptotiskt)

den modell som har maximal a-posteriori-sannolikhet (givet observationerna)
av My, My, -+, My,
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16.9.2 BIC ar konsistent

Med néstan precis samma kalkyl som vid undersokningen av AIC' erhaller man
for BIC att

P(M # M) = P(Qpre(Ms) < Qpro(M)| My sann) =
= P (n(In(c*(M;)) — In(6*(M>))) > (p1 — p2) In(n)|M; sann) =~
~ P (n(GQ(Ml) — 0%(M,))

o2

> (p2 — p1) In(n)| M, sann) =

=P (*(p2 — 1) > (p2 — 1) In(n)) .

Da n — oo géller alltsa att P(]\//T # M) — 0 dan — oo, dvs att BIC é&r
konsistent.

16.10 CMYV — Cross Model Validation

Vi sag tidigare att oavsett vilken metod vi &n anvénde oss av for att skatta
prediktionsfelet fér en modell sa far vi en underskattning av prediktionsfelet
for den valda modellen just for att denna valdes med utgangspunkt i vara
skattningar av prediktionsfelen. Vi skall hédr beskriva en teknik, CMV, som
undviker detta problem genom att inte skatta prediktionsfelet for varje modell
for sig utan bygger in hela modellvalsforfarandet i valet av modell.

Man gor detta genom att for varje modellstorlek (dvs varje p) gora foljande:

1) For varje enskild observation y; véljer vi att skatta parametrarna for samtli-
ga modeller av storlek p och detta med hjélp av £/S; dvs samtliga observationer
utom y;. Vi viljer sedan for y; den modell av storlek p som bést predikterar
y;j. Denna modell kallar vi ]\//T(p, ES;,y;) = ]\/J\(p, j) for att understryka att den
(for ett visst val av p) beror av E'S; och observationen y;. Prediktionen av y;
pa basis av denna modell kallar vi 7;(p), dvs vi har

—~

yi(p) =y;(p. ES;,y5, M(p, j))

Man noterar att olika observationer y; i allménhet ger olika modeller M (p,7)
som basta modell av storlek p.

2) Vi beriaknar sedan

Qowv(p) == S (s~ T

=1

Detta leder till ett varde @CMV(p) for varje modellstorlek p och vi véljer sedan
det p-virde p som har minimerar CA)CMV(p). I och med detta har vi valt mo-
dellstorlek p. Den slutgiltiga modell M vi sedan véljer &r den modell av storlek
p som #r biist i meningen att den har minst o2, dvs residualkvadratsumma.
Qc mv(p) dr da skattningen av prediktionsfelet i denna modell.
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Finessen med C MV &r att vi inte skattar prediktionsfelet for en modell i taget
utan snarare for en hel uppséttning modeller av storlek p och darigenom kan
véalja modellstorlek p. Notera att det dr fullt tdnkbart att den slutgiltiga mo-
dellen av storlek p som slutligen viljs inte anvénts for alla (eller ens nagon) av
prediktionerna for de enskilda observationerna vid berdkningen av CA)C mv(D)!



Kapitel 17

Markov Chain Monte Carlo —
MCMC

17.1 Inledning

Som ndmndes i kaptiel 2 om Monte Carlo simulering &r det ett besvérligt
problem att generera utfall av en allmén d-dimensionell fordelning med téathet
fx(z), x € R? alternativt med sannolikhetsfunktion px(x), x € Z¢.

Vid “vanlig” Monte Carlo-simulering genererade man oberoende utfall av den
d-dimensionella variabeln X = (X, X, -+, Xy). Vid Markov Chain Mon-
te Carlo simulering genererar man i stéllet beroende utfall X, X5, X3, -
som utgor en Markovkedja med d-dimensionellt tillstandsrum och med den
astundade fordelningen fx () (alternativt px(z) om X &r diskret) for X som
stationér (och forhoppningsvis asymptotisk) fordelning.

En av de stora poédngerna med detta dr att man inte behdver ha normerat
fordelningen. Vi vet alltsa bara att

__ml®) _ @)
fRd m(u)du Zuem m(u)

for en kéind funktion 7(z) da X har kontinuerlig respektive diskret fordelning.
Vi vet alltsa bara att fx(z) o< w(z) alternativt px (z) < 7(x)

fx (@) respektive px(z) =

I kurser for Markov-kedjor brukar 6vergangsmekanismen vara specificerad och
man undrar éver

1) finns det nagon stationér fordelning?
2) dr den unik?
3) hur ser den ut?

4) utgor den asymptotisk fordelning, dvs om kedjans fordelning efter lang tid
konvergerar mot den stationéra fordelningen oavsett starttillstand?

Hér stélls vi infor det omvéanda problemet att givet en “malfordelning” skapa
en Markovkedja som har denna malfordelning till stationdr férdelning. Detta
visar sig vara forvanansvart létt!

219
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Det visar sig ocksa ha stora tillimpningar inom
1) Statistisk fysik

2) Bildanalys

3) Optimering

4) Bayesiansk statistik.

Det ar framfor allt att man inte behdver ha malférdelningen normerad till en
sannolikhetsférdelning som &ar sa anvéandbart i dessa tillimpningar.

17.2 Ergod-satser

Ofta dr det 14tt att visa att den salunda genererade Markovkedjan ar ergodisk,
dvs oavsett startvéirde konvergerar den mot den (unika) stationéra fordelningen
(dvs 7 normerad)

@) e @)
T mudu N S )

Detta betyder att man kan anvinda ergod-satser av typen

fre 9(@)7(@)dz

lim 1 Zg(mz) =FE,(9(X)) = /eR” 9(@) [x(z)dx = [ w()da

B—>ooB‘

som alltsa i princip séger att “ett tidsmedelvérde for en realisering konvergerar
mot motsvarande vantevérde i den asymptotiska fordelningen” (med sannolik-
het 1 precis som i Stora Talens Lag).

Har vi alltsa bara en tillrickligt lang realisering (sa att vi vet att denna har
den asymptotiska fordelningen) kan vi berdkna vénteviarden for godtyckliga
funktioner av den d-dimensionella variabeln genom att berikna motsvarande
aritmetiska medelvéirden 6ver den erhallna realiseringen av Markovkedjan.

Med hjalp av denna typ av ergodsatser kan en massa mycket intressanta stor-
heter rérande fordelningen beriiknas. Aven hela fordelningen, fordelningen for
en viss komponent i vektorn eller nagon aspekt av denna, t ex véntevirde,
varians, median etc. kan erhallas. Man kan alltsa erhalla precis samma typ av
resultat som for oberoende simuleringar enligt exempel 2.4 pa sidan 18. Om den
simulerade Markovkedjan kan visas vara ergodisk kan vi vid tidsmedelvérden
fa precis samma typer av resultat som om vi haft oberoende simuleringar.

Eftersom vi kommer att starta simuleringen (Markovkedjan) i en godtyck-
lig punkt vill vi att den skall vara ergodisk eftersom vi da med hjilp av
en lang simulering av kedjan vet att den far sin stationdra fordelning (dvs
“malfordelningen”). Ergod-satsen innebér att vi da fran denna enda realise-
ring kan approximativt berikna godtyckliga aspekter av malfordelningen precis
som om vi haft en realisering bestaende av oberoende virden.
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For att visa att en Markov-kedja med &ndligt diskret tillstandsrum E ar ergo-
disk réacker det som bekant att visa att den

1) &r irreducibel (dvs att alla tillstand kommunicerar)
2) #r aperiodisk (dvs har perioden 1)

Detta kommer oftast att vara nast intill trivialt att visa 1 konkreta situationer!

Om kedjan har odndligt diskret tillstandsrum uppstar traditionellt fragan om
kedjan 6verhuvudtaget har nagon stationér fordelning, men eftersom vi kon-
struerar kedjan sa att den har malférdelningen till stationdr fordelning bort-
faller denna komplikation.

Om kedjan har ett kontinuerligt tillstandsrum kan det vara lite mer intrikat,
men #r oftast ingen stor svarighet. Dessutom bortfaller i detta fall i allménhet
mojligheten till periodiskt upptriddande eftersom overgangarna sker med en
kontinuerlig fordelning.

17.3 Metropolis-Hastings algoritm

Det visar sig mycket enkelt att konstruera en Markovkedja med en foreskriven
stationér fordelning 7 &ven om 7 dr onormerad. Idén &r att da aktuellt tillstand
ar x generera forslag pa nésta virde y (givet det aktuella viardet 2) med hjélp
av en “forslagsfordelning”

q(z,y) = P (foresla ylaktuellt tillstand &r x)

och sen vilja att acceptera eller forkasta detta forslag y med en sannolikhet
avpassad sa att man far ritt stationdr fordelning. Om forslaget y forkastas
stannar kedjan kvar i det aktuella tillstandet dven vid nésta tidpunkt.

Faktum &r att “forslagsfordelningen” ¢(z,y) (férvanande nog) kan se ut néstan
hur som helst, men naturligtvis kan den viljas mer eller mindre listigt. Valet
kan kraftigt paverka konvergenshastigheten. Dessutom skall den viljas sa att
den resulterande kedjan blir irreducibel och aperiodisk.

Denna korrekt avpassade “acceptans”-sannolikhet
a(z,y) = P(acceptera forslaget y|aktuellt tillstand ar )

kan berédknas ur

7T(y)q(y,nv))
m(x)q(z.y) )
Denna sannolikhet innehaller 7-férdelningen i bade téljare och ndmnare och
alltsa behover inte denna 7m-fordelning vara normerad. I fortséttningen kom-
mer vi att lata 7 sta for den normerade sannolikhetsfunktionen alternativt
tathetsfunktionen. Notera dock att den faktiskt inte kommer att behova vara
normerad.

a(z,y) = min (1,
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Ovanstaende algoritm, som kallas Metropolis-Hastings algoritm, ger uppen-
barligen upphov till en Markovkedja eftersom nésta tillstand bara beror av
aktuellt tillstand och ej av hur aktuellt tillstand uppnatts, vilket innebér att
den har Markov-egenskapen (minnesloshet). Den blir vidare tidshomogen ty
dynamiken beror ej av tiden.

Vi vill ju simulera en férdelning beskriven av 7 (z), z € E dir E = R?. I princip
kommer vi bara att betrakta kedjor med diskreta tillstandsrum men resultaten
gar forhallandevis latt att generalisera till kontinuerliga tillstandsrum. F 6
innebér den tekniska implementeringen av simuleringarna att vi i praktiken
alltid egentligen arbetar med diskreta tillstandsrum p g a den oundvikliga
numeriska avrundningen som maste ske i en dator.

Eftersom vi vill anvinda oss av Markovkedje-teknik kommer vi dessutom att
vilja beskriva foérdelningen 7 med hjilp av radvektorer # = (w(z), x € E).
Vi identifierar alltsa radvektorn 7w med fordelningen 7(z), * € E. De olika
komponenterna i w anger sannolikheterna att kedjan befinner sig i motsvarande
tillstand.

Kedjans dynamik beskrivs av en dvergangsmatris P med element P(z,y) for
z ochyi F déar
P(x,y) = P(X 11 =yl X, =x)

dér vi alltsa antar att kedjan &r tidshomogen eftersom vi antar att hogerledet
inte beror av n.

Vi later som i grundkursens avsnitt om Markovkedjor 6vergangsmatrisen i n

steg vara
P"(z,y) = P(X, =y|X, =2)

och fordelningen i steg n beskrivas av radvektorn p™ = ( ,i”), x € F) dar
Y =P(X, =z).
Vi har som bekant Chapman-Kolmogorovs ekvationer
och
p™ = pO p~.

Om man alltsa startar kedjan med fordelningen p har den férdelningen pP
efter ett tidssteg.

Man kan notera att Metropolis-Hastings algoritm innebér att for y # x &r
P(z,y) = q(z,y)a(z,y). For matriselementen P(z,x) géller att

yFz
ty radsumman i en 6vergangsmatris summerar sig ju till 1.

Man kan observera att om kedjan ligger kvar i tillstandet x kan det bero
pa att antingen forslaget y forkastats eller att g-fordelningen foreslagit just
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z (som gors med sannolikhet ¢(z,z)) — detta forslag accepteras da eftersom
alz,z) = 1.

Att Metropolis-Hastings algoritm ger upphov till en Markovkedja med den
avsedda fordelningen som stationdr fordelning beror pa att med det angiv-
na valet pa “acceptanssannolikhet” blir den resulterande Markovkedjan en
tidsreversibel Markovkedja

Definition 17.1 Tudsreversibilitet
En Markovkedja med 6vergangsmatris P = (P(z,y), =,y € F) kallas tidsreversibel
med avseende pa fordelningen (), £ € E om

n(z)P(z,y) = n(y)P(y,x) for alla z och y € E.

O

Betydelsen av begreppet “tidsreversibilitet” framgar av foljande sats som in-
nebér att om vi kan skapa en kedja som &r tidsreversibel med avseende pa
malférdelningen sa har denna kedja malfordelningen som stationér férdelning.

Sats 17.1 En kedja som éar tidsreversibel med avseende pa en férdelning w
har ocksa 7 till stationér fordelning, vilket alltsa innebér att # = wP. O

Bevis:

Vi koncentrerar oss pa fallet att kedjan har diskret tillstandsrum, men sam-
ma typ av kalkyl (integraler i stéllet for summor) kan anvéndas for att visa
motsvarigheter da man har kontinuerligt tillstandsrum.

Satsen inses om man summerar villkoret for tidsreversibilitet over x eftersom
man da erhaller for vansterledet

S (@) Plz.y)

T

som &r sannolikheten att ligga i y efter ett tidssteg i Markovkedjan da man

startat den med fordelningen . Man erhaller helt enkelt y-komponenten i TP.
(Jamfor p») = pO P).

Eftersom P &r en 6vergangsmatris och alltsa
> Pyz) =1
x
ger en summering 6ver £ av hogerledet i villkoret for tidsreversibilitet

> my)Py.x) =7y ) _ Ply.z)=ny)

vilket alltsa innebéar att # = wP. Alltsa &r 7 fordelningen for kedjan efter
ett tidssteg da den startats med fordelningen m och 7 &r alltsa en stationér
fordelning till kedjan. O
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Notera att existensen av den stationéra fordelningen till kedjan &r klar eftersom
vi vet att w &r en sannolikhetsférdelning!

Foljande sats visar att acceptanssannolikheten « verkligen ér avpassad sa att
den resulterande kedjan blir tidsreversibel med 7 som stationér férdelning.

Sats 17.2 Med acceptanssannolikheten o enligt ovan dr Markovkedjan tidsre-
versibel med m som stationdr fordelning.

Bevis:

Vi har fory # z

P(z,y) = P(att foresla y|start i ) P(acceptera forslaget) = q(z,y)a(z,y)

Vi far da att for y # x
(@) P(z.y) = 7(@)q(®,y)o(z,y) = 7(x)q(®,y) min (”

= min (7(y)q(y, z), 7(x)q(z,y))
och pa samma sétt (byt z och y)
m(y)P(y,x) = min (7(z)q(z,y), 7(y)q(y. z))

och dessa ér likal Om x = y #r a andra sidan villkoret for tidsreversibilitet
trivialt uppfyllt! O

Man kan tolka

7(@)P(3,y) = P(X, = 2)P(X o1 = y|X, =) = P(X, =28 X101 = 1)
som ett “flode” fran x till y och pa samma sétt dr hogerledet

m(y)P(y,x) = P(X, =y)P(Xn1 = 2|X, =y) = P(Xy =y & Xy = )
“flodet” fran y till . Tidsreversibiliteten innebér alltsa att dessa floden ba-

lanserar varandra och det &ar darfor naturligt att kedjan har m som stationér
fordelning.

Man kan séga att acceptans-sannolikheten «(z,y) avpassats sa att dessa fldden
precis balanserar varandra.
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17.3.1 Metropolis algoritm

Metropolis-Hastings algoritm har ett specialfall, den s k Metropolis-algoritmen,
dér g(z,y) = q(y,x) dvs att sannolikheten att foresla y fran z 4r samma som
sannolikheten att foresla z fran y. I sa fall blir acceptanssannolikheten

afa.y) = min (1,72

Om forslagsfordelningen q(z,y) ej beror pa aktuellt tillstand z far man obero-
ende likafordelade forslag y.

Ofta véljer man forslagsfordelningen ¢(z,y) = f(y — ) for nagon téathet (san-
nolikhetsfunktion) f. Man har da en rumshomogen slumpvandrings-férdelning
som forslagsfordelning. Ofta kan man t ex lata f vara tédthet for en d-dimen-
sionell normalférdelning med 0 som vintevirdesvektor och o2I; som kovari-
ansmatris. Parametern ¢ méter da hur “vilda” forslagen &r, dvs hur langt fran
aktuellt tillstand de ligger.

17.3.2 En-dimensionella fallet d =1

Detta &dr egentligen inte ett speciellt intressant fall utan styrkan i tekniken &ar
om d > 1, men for enkelhets skull borjar vi med detta fall.

Exempel 17.1 Diskret dndlig Markovkedja
Antag att vi vill simulera en fordelning f = (fi;¢ = 1,2,---,m) pa talen
1,2,--- ,m med hjilp av en forslagsfordelning given av en matris () dvs dér

¢;; = P(foresla jlaktuellt tillstand 7).

Foljande Matlab-funktion levererar en matris alpha med acceptanssannolikhe-
terna och den resulterande Markovkedjans overgangsmatris P.

function [ P,alpha ]=pmatris(f,Q);
s=size(f);
n=s(2);
P=zeros(n,n);
for i=1:n,
for j=1:m,
alpha(i, j)=min(f(j)*Q(j,i)/max(£(i)*Q(i,j),eps),1);
if j 7=i,
P(i,j)=alpha(i,j)*Q(i,j);
end,
end,
end,
su=sum(P’) ;
for i=1:n,
P(i,i)=1-su(i);
end ;
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Att det star max(f(i)*Q(i,j),eps) beror pa att 0 i ndmnaren i princip skall ge
+o00 vid divisionen.

Om t ex malférdelningen ar f = (1/6,2/6,3/6) och

0 1/2 1/2
0=|{1/3 1/3 13
1/3 1/3 1/3
blir
1 1 1
alpha= [3/4 1 1
1/2 2/3 1

och den resulterande Markovkedjan far évergangsmatrisen

0 1/2 1/2
P=|1/4 5/12 1/3
1/6 2/9 11/18

och man ser att f = fP dvs att f &r en stationér fordelning till P och man
inser ocksa att denna kedja &r ergodisk. O

Samma metodik fungerar dven for kontinuerliga fordelningar men da &ar for-
slagsfordelningen en kontinuerlig férdelning och Markovkedjan har kontinuer-
ligt tillstandsrum. Overgangsmekanismen kan ofta beskrivas av en s k 6ver-
gangstithet p(x,y) som uppfyller

P(Xo € A1Xo =) = [ pla.y)dy
A
dvs att p(z,y) dr den betingade tiatheten for X, .1 givet att X,, = .

Vi tolkar forslagsfordelningen ¢(z,y) som tétheten att foresla y da aktuellt
tillstand &r . Acceptanssannolikheten beriknas som tidigare genom

ﬂ(yﬁﬂy,w)>.

a(z,y) = min (1, T@)a@.y)

dér 7 &ar proportionell mot maltéitheten.

Exempel 17.2 Simulering av N(0,1)-fordelningen
Vi vill alltsa simulera tatheten

ﬂ@):\égem>(ig>

och tar som forslagsfordelning R(x — a, z + a) for olika val av a, dvs vi har

— om|ly—z| < a
q(z,y) =  2a v =l
0 annars.



17.3. Metropolis-Hastings algoritm 227

Vi anvénder oss alltsa av Metropolis-algoritmen eftersom ¢(z,y) = q(y, x).

Vi far acceptanssannolikheten
a(z,y) = min <1,e<x2_y2)/2) om |y—z| <a
I Matlab blir detta

function x=n_a(antal,a,start);
x=start;
last=start;
for i=1:antal,
y=last-atrand (1) *2*a ;
alfa=min([1,exp(0.5%(last"2-y~2))]);
if rand(1)<alfa,
x=[x yl;
last=y ;
else,
x=[x last];
end,
end,

Om vi anvinder a = 0.1, 1 respektive 10 erhalls simuleringar enligt figur 17.1,
17.2 och 17.3.

Simulering av N(0,1) med a=0.1

Figur 17.1: Simulering av N (0, 1) med a = 0.1

Man kan notera att @ = 0.1 innebér att de flesta forslagen ligger alltfér néra
det aktuella tillstandet och att man dérfor forflyttar sig alltfor langsamt runt i
tillstandsrummet. Néstan alla forslag accepteras. Problemet ar att stora delar
av tillstandsrummet inte besokts med den ldngd pa simuleringen vi gjort. Man
ser i figur 17.1 att kedjan inte pa 1000 tidssteg gett nagot vérde over 0.5. De
tillstand kedjan besokt avspeglar alltsa inte malfordelningens utseende med
den simuleringslangd vi valt.

Om a andra sidan a = 10 som i figur 17.3 ar forslagen ofta rétt “vilda” men
kommer a andra sidan da att i allménhet inte accepteras och kedjan ligger
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Simulering av N(0,1) med a=1

(e) 100 200 300 400 500 600 700 800 200 1000

Figur 17.2: Simulering av N(0,1) med a =1

Simulering av N(0,1) med a=10

Figur 17.3: Simulering av N (0,1) med a = 10

salunda ofta kvar ett antal tidpunkter i samma tillstand. Detta bidrar till att
den resulterande Markovkedjan “blandar” sig réitt langsamt.

a = 1 &r ett mellanléige som ocksa innebér att man far i figur 17.2 en férhallandevis
bra genomlépning av tillstandsrummet och den resulterande fordelningen i fi-
gur 17.4) blir rdtt néra den avsedda N (0, 1)-fordelningen.

Man kan dock notera att med en tillrackligt lang simulering kommer alla
ovanstaende val av a att ge upphov till N(0,1)-férdelningen. Problemet &r
dock att vi ju bara gor en dndlig simulering och i en mer komplicerad situ-
ation dar vi inte har “facit” kan det vara svart att avgoéra om alla delar av
tillstandsrummet besokts i ratt proportion. O

Ovanstaende exempel saknar praktiskt intresse, men avsikten var att illustrera
grundliggande principer. I bada ovanstaende exempel &r de resulterande Mar-
kovkedjorna ergodiska och alltsa far man oavsett starttillstand rétt fordelning.
Av N(0, 1)-exemplet inser man ocksa att det kan spela stor roll for konver-
genshastigheten hur forslagsfordelningen ser ut.

17.3.3 Konvergens mot malférdelning

Det finns metoder att empiriskt understka om kedjan verkar ha svéingt in
i ett stationért skede, dvs om simuleringen &r sa lang att alla delar av till-
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Simulering av N(0,1) med a=1
500 T T T

4501 -
400+ M
350
3001
250
200
1501
100r

1 HHHHH JILIIN H@Hﬂ% |

4

Figur 17.4: Fordelning av simulerings-resultat av N(0,1) med a = 1

standsrummet besoks i riatt proportion i enlighet med malférdelningen m(x).
Ett enkelt sétt ar att starta flera simuleringar med olika startvirde och se om
de ger upphov till skenbart olika férdelningar vilket &r en varningssignal.

Detta forfarande kan formaliseras genom att vi genererar K simuleringar var-

dera av lingd n som vi kan kalla ¥, i = 1,2,--- n dir k = 1,2,--- | K.

Vi skattar E(g(X)) med aritmetiska medelvirdet av g(z¥)ma i respektive si-
mulering. Vi erhaller da K skattningar my, k =1,2,--- , K genom

och bildar aven

Man bildar teststorheterna

déir s? miter “inom-kedje-variationen” i kedja k.
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I en analogi till varianskomponentmodeller (ensidig variansanalys med slump-
miéssig faktor) kombineras dessa sedan till Gelman-Rubin-teststorheten

—1 1
" ws-B
R: n n

w

som borde ligga ndra 1 da kedjorna svingt in mot ett stationért skede.

Vid ensidig variansanalys antar vi att Y; = my + €; diir my, &r N(m, 02) och
€;; ar N (0, 0?). Teststorheten ovan svarar ungefir mot ett test av Hy : o,, = 0.

Den intresserade hénvisas till med djuplodande litteratur.

17.4 Koordinatvis uppdatering

Var malférdelning

7TX17X27"',Xd<I17 1% P ;Id) = 7TX<37>

ar d-dimensionell och en intressant variant av Metropolis-Hastings algoritm
ar att uppdatera en koordinat i taget. Vid uppdatering av koordinat i &r
alltsa alla de ovriga konstanta och den enda férdndringen som sker ar ett byte
av virde i koordinat i. Man har alltsa vid uppdateringen av koordinat i en
forslagsfordelning ¢;(z,y) som &r 0 om inte y 6verensstaimmer med z for alla
koordinater utom nr 7. Detta betyder att forslagen fran ¢; limnar alla koordi-
nater utom nr ¢ oférandrade. Till denna forslagsfordelning ¢; hor en acceptans-
sannolikhet a;(z,y) definierad som ovan fast med utgangspunkt i ¢;. Detta ger
upphov till en 6vergangsmekanism beskriven av en matris P;. I allménhet 16per
man systematiskt igenom alla koordinaterna innan man anser att man fatt en
ny observation i Markovkedjan. Ett steg i Markovkedjan svarar alltsa mot en
uppdatering av samtliga koordinater. Om vi later P; vara dvergangsmatrisen
vid uppdatering av koordinat ¢ bestar ett steg i Markov-kedjan av att vi forst
applicerar P; och sedan P5 osv t o m P,;. Markov-kedjans 6vergangsmatris ar
alltsa
P=PP,---P,

Orsaken till att vi vill uppdatera alla koordinater innan vi anser oss ha fatt ett
nytt tillstand ar att kedjan annars inte skulle vara tidshomogen. En alternativ
metod som ger en tidshomogen Markovkedja skulle vara att lotta fram en
koordinat [ (lika sannolikheter for alla d koordinater) och sen uppdatera denna
med hjalp av motsvarande matris P;.

17.5 Gibbs-sampling

Ett mycket viktigt, intressant och praktiskt anvindbart specialfall av koor-
dinatvis uppdatering enligt Metropolis-Hastings algoritm &r Gibbs-sampling
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som innebar ett mycket speciellt val av forslagsfordelning ¢; vid uppdateringen
av koordinat 7. Man later helt enkelt forslagsfordelningen ¢; vara den betingade
fordelningen for X; givet alla de 6vriga koordinaterna.

Vi forsoker alltsa konstruera en d-dimensionell Markovkedja med malférdelningen

X Xoyoe X (X1, Ty o+, Tg) = Tx (X)

som tathet (sannolikhetsfunktion). Vid Gibbs-sampling gér man alltsa detta
genom att uppdatera en koordinat i taget med den betingade férdelningen for
denna komponent givet alla de 6vriga.

17.5.1 Tva-dimensionella fallet

Vi tittar forst pa det tva-dimensionella fallet:

Om vi vill simulera den tva-dimensionella tdtheten fyy startar vi med en god-
tycklig punkt (xq, yo). Vi uppdaterar sen z-koordinaten genom att ge forslaget
(1,y0) dér X; har tédtheten

Fxiymy () = %

Vi kommer strax att visa att acceptanssannolikheten &r 1 for detta forslag.
Kedjan flyttar sig alltsa till (x1,y0) och vi 6vergar sedan till att uppdatera y-
komponenten med betingade foérdelningen for Y givet X = x1 dvs med forslaget
(x1,y1) dér Y] har tatheten

N

Man har da uppdaterat bada komponenterna i vektorn och betraktar den
erhallna punkten (x1,y;) som nésta observation av Markovkedjan.

Fran (z¢,yo) har vi erhallit (x1,3;) och vi genererar sedan en ny observation
(x2,y2) genom att pa samma sétt forst uppdatera z-komponenten och sedan
y-komponenten enligt figur 17.5.

Exempel 17.3 Tva-dimensionell normalférdelning
Om vi har en tva-dimensionell normalférdelning for X, Y

% () (o 7))
2 pPO102 g5

vet man att den betingade fordelningen for Y| X = z ar

o
N <m2 + pU—Q(x —my), 05 — pzag)
1

och att fordelningen for X|Y = y pa motsvarande sitt r

g
N <m1 + Po_—l(y —ma), 01 — P2Uf)
2
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£ (X IY=Yp)
,,,,,,,,,,, - ,,,,,,,,,,,,,,,_,.._,’,,,,,,,,,,,,,,,,,, .

fy v IX=x))

Figur 17.5: Simulering av tva-dimensionell fordelning en koordinat i taget.

Om vi tar m; = my = 0, 07 = 09 = 1 far vi de betingade fordelningarna
N(px,1 — p?) respektive N(py,1 — p?) och dessa utgor alltsa de férdelningar
som vi anvéinder oss av vid den successiva uppdateringen av respektive kom-
ponenter.

Korrelation=0.1

Figur 17.6: Simulering av 2-dimensionell normalférdelning med p=0.1.

Med p = 0.1 (dvs néstan oberoende) i figur 17.6 och p = 0.9 (dvs mycket
kraftigt beroende) i figur 17.7 visas 50 uppdateringar.

Man noterar att genomlopningen av tillstandsrummet ser béttre ut for p = 0.1
och detta innebér att man skall forsoka gora de olika komponenterna sa néra
oberoende som mojligt. Detta kan ofta ske genom en listig omparametrise-
ring. O
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Korrelation=0.9

Figur 17.7: Simulering av 2-dimensionell normalférdelning med p=0.9.

17.5.2 d-dimensionella fallet

De forslag som ldmnas av Gibbs-sampling accepteras alltid vilket foljande sats
visar.

Sats 17.3 Betrakta Gibbs-sampling av en (for enkelhets skull) tva-dimensionell
variabel (X1, Xs) dir vi vill simulera fordelningen fx, x,(x1,22), (x1,22) € R?.
Da vi uppdaterar koordinat nr 1 (dvs Xy) dr alltsa forslagsfordelningen

om Ya = T

. le\ngccz(gﬂ)
q((l]l, 1'2)’ (yl, y2)) - {O om 1Yo 7& To

Acceptanssannolikheten i Metropolis-Hastings algoritm, dvs

fX17X2 (yl, y2>q((y17 y2)7 ('rla x2)) 1)

Oé((l'l,.iﬁg ) yhy?)) :mln( )
! Ix1.5 (w1, 22)q (21, 2), (Y1, Y2))
ar 1, dvs att samtliga forslag accepteras.

Samma resultat gdller om vi uppdaterar komponent i i en d-dimensionell Mar-
kovkedja med den betingade fordelningen for i:te koordinaten givet de dvriga.

Bevis: Vi har alltsa

om yo = To

. fX1|X2::52 (yl)
q(([El,J?Q)v (91,92)) - {0 om s 7é X9

Eftersom (z1,z5) ej kan foreslas fran (yi,y2) om inte xo = y, sa kan vi anta
att x9 = yo och erhaller for téljaren i a((x1, z2), (Y1, ¥2))

Fx (W o) fxxa=y (21) = f&xﬂ@hﬂz)w =
Fxa(y2)
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_ fXLXQ (yl, y2)
fX2 (y2)

= fX1\X2:y2 (yl)fX17X2 (xla y2> - fX1\X2:x2(y1>fX1,X2(x1>x2)

le,XQ (x17 y2) -

dér vi utnyttjade att xo = yo 1 sista ledet. Detta uttryck ar precis det som
forekommer i ndmnaren i (1, x2), (y1,%2)) sa kvoten &r 1 och alltsa accep-
teras alla forslag.

Det generella resulatet foljer om man 6verallt byter

X1 mot Xl‘,

r1 mot x;,

Y1 mot y;

Xomot X_; = (Xq, Xo, -+, Xio1, Xig1, o+, Xn)

o Mot T_; = (T, %9, , Ti_1,Tix1,"* ,Tpn) OCh

Yo Mot Y—i = (Y1, Y2, "+, Yie1, Yit1, "+ Yn)- O

Om man vill simulera en d-dimensionell fordelning wx sa kravs alltsa att vi pa
ett nagorlunda enkelt sétt kan berdkna fordelningen for (t ex)

X1|X2 =19, Xg=1a3,-- , Xqg=1q
eller mer allméant for
Xz"Xl =Ty, , X1 = CUi—l,XHl = Ti41, " , Xq = xq

for olika ¢, 1 =1,2,--- ,d.

Dessutom maste vi kunna nagorlunda latt kunna simulera dessa betingade
fordelningar.

Med X _; = (Xl, e X, X, e ,Xd) ochz_; = (951, L1, T, ,xd)
kan ovanstaende skrivas som

XZ|X,1 =T_;.

och denna betingade fordelning maste vi alltsa kunna uttrycka enkelt for
att kunna uppdatera komponent ¢ i vektorn med den korrekta betingade
fordelningen. Vi kommer (lite slarvigt) att lata & och (x;,2_;) sta for sam-
ma sak.

Forvanansvirt ofta kan man enkelt uttrycka dessa betingade férdelningar trots
att det ar i stort sett omojligt att ange den d-dimensionella fordelningen.

Man uppdaterar successivt en koordinat i taget och efter att ha gatt igenom
alla koordinaterna har man en ny observation av Markovkedjan. Som ndmndes
tidigare ar orsaken till att vi vill uppdatera alla koordinater innan vi anser
oss ha fatt en ny observation &ar att vi gérna vill konstruera en tidshomogen
Markovkedja.
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Nér vi uppdaterar koordinat ¢ kommer resultatet att bibehalla vardet pa
de ovriga, dvs pa z_;. Detta betyder att denna uppdatering (beskriven av
overgangsmatrisen P;) innebér att vi erhaller

Bi((xi,2-), (4i,9-:)) = 0

om x_; #y_; medan for x_; = y_; har vi matriselementet

P((l’z, ) (ylv l)) - 7TX|X_i:$—i<<yi7m—i)) = % -

_ 7T<<yi>w—i))
> ((u,2))

Ovanstaende ger utseendet av 6vergangsmatrisen P; som beskriver 6vergangarna
da koordinat ¢ uppdateras. Ett steg i Markovkedjan beskrivs alltsa av P =
P, -P,---P,

Sats 17.4 Om man startar kedjan med fordelningen w och uppdaterar koor-
dinat © med P; enligt ovan sa har resultatet ocksa fordelningen m, dvs denna
utgor en stationdr fordelning.

Bevis:
Nér man uppdaterar Markovkedjan med P; blir

P(X =y) =) 7(x)P(z,y)

zeFE

da vi startar kedjan med fordelningen 7 = (7(z), € E). Vi vill alltsa visa
att detta ar just vad w-fordelningens massa i y, dvs ar 7(y). Vi delar upp
summeringen Over £ € F i en summation 6ver x; och en over £_;. Vi erhaller
(eftersom Pj(z,y) =0 om intez_; =y_;)

ZZ T, T _Z 1317 )(ywy ))
—Z m(xs, 2_;) P((25,9-3), (Vi y—i)) =

((yz,y )
‘Z oY) g )

N S I
T((Yi,y—i)) S m(u,y )

vilket var vad vi ville visa. O

T((vi,y-:)) = 7(y)
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Man inser att eftersom en uppdatering av en viss koordinat lamnar fordel-
ningen oférandrad sa innebér en successiv uppdatering av samtliga koordina-
ter (vilket utgor ett steg i Markovkedjan) att fordelningen m bevaras. Star-
tar man alltsa kedjan med “rdtt” fordelning (dvs ) bevaras denna, dvs den
utgor en stationdr férdelning for Markovkedjan. Kan vi bara dessutom visa
att denna Markovkedja dr irreducibel och aperiodisk har vi alltsa en ergodisk
kedja som har den stationédra fordelningen som asymptotisk férdelning oavsett
starttillstand. Efter “tillrdckligt lang” tid kommer kedjan alltsa att “néstan”
ha den stationéra fordelningen och vi kan alltsa generera slumptal med den
avsedda fordelningen .

17.6 Gibbs-sampling: Ising-modell for spinn

Som ett icke-trivialt exempel pa att det kan vara litt att simulera en mycket
komplicerad fordelning tar vi féljande exempel med anknytning till Statistisk
mekanik.

En enkel tva-dimensionell modell for magnetiskt spinn &r att vi har ett n x m
gitter
S:{(Zaj) tl= 1a27"' T ]: 1727"' am}'

I dessa mm punkter finns slumpméssiga spinn X;; som kan anta virdena
+1 och —1 som svarar mot spinn upp respektive spinn ner. Vi later X =

(Xij, (1,7) € S). Vi har da ett utfallsrum Q f6r X med 2" ténkbara utfall.

Notera att #ven om gittret dr sa litet som 100 x 100 finns 2'°°% tinkbara
konfigurationer. Vi vill nu simulera ett sadant utfall. Problemet dr att vi antar
att det finns en (temperaturberoende) vixelverkan mellan de olika gitterpunk-
terna och da framfor allt mellan gitterpunkter som ligger nira varandra. Vi
definierar en “omgivning” N (i, 7) till gitterpunkten (4, 7) t ex

010
1 01
010
dér (i,7) ligger i mitten och l:or star for “omgivningspunkter”. Ett annat
tdnkbart utseende pa “omgivningen” skulle vara

111
101
111
Vixelverkan sker primért endast mellan mittpunkten och dess grannar, men
detta beroende “fortplantas” genom gittret till att bli ett beroende som kanske
striacker sig over stora omraden. Ofta knyter man ihop vénster- och hoger-
kanten, respektive 6ver- och underkanten av S for att slippa randeffekter.

Vi definierar en energi

E(il?) =—J Z Z T i 4

(i.)eS (i'.5")eN(i.7)
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déar J > 0 kvantifierar vixelverkans storlek. Detta innebér att energin ar lag
(stabilt tillstand) om néraliggande gitterpunkter har samma spinn-riktning.

Vi antar nu for ett fixt varde pa parametern 3 > 0 att

Z

dér Z ar en normeringskonstant dvs

7 — Z e BE®)

ye

Den som kan lite statistisk mekanik ser att Z ar “tillstandssumman” och att
pp(x) utgor den s k kanoniska fordelningen eller Gibbsfordelningen. Parame-
tern 3 svarar fysikaliskt mot 1/temperaturen. Systemet antas alltsa vara pla-
cerat i ett stort omgivande system (“virmebad”) med temperatur 1/ som det
utbyter energi med.

Det ar uppenbart att tillstandssumman Z &r extremt besvérlig att berdkna,
medan E(z) dr férhallandevis enkel. Z kan ju som i exemplet ovan kunna besta
av 219090 termer!

Spin da temperaturen ar hog

Figur 17.8: Spin i Ising-modell da temperaturen &ar hog.

Man vill gérna simulera pg-férdelningen och helst for ett tétt gitter av f-virden
eftersom en hel del termodynamiskt intressanta storheter som t ex specifikt
virme kan berdknas ur pg-fordelningen (se avsnitt 17.10.2). Ett typiskt ut-
seende av spinnen pa gittret ar att for laga (-véirden (svarande mot hoga
temperaturer) dr de olika gitterpunkternas spinn rétt oberoende av varandra
(se figur 17.8), medan for hoga (-virden (dvs laga temperaturer) har stora
regioner av S samma spinn-riktning (se figur 17.9). Vid en viss kritisk tempe-
ratur sker ett dramatiskt omslag av upptradandet — 6ver den temperaturen ar
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Spin d& temperaturen &r 1&g
.

Figur 17.9: Spin i Ising-modell da temperaturen &r lag.

spinnen kaotiska, men under den temperaturen far stora regioner av .S samma
magnetisering, s k fasévergangar. Det finns alltsa stort intresse av att kunna
simulera upptriadandet av dessa spinn-system.

Hur kan man nu simulera sadana spinn, dvs hur far man ett utfall fran pg-
fordelningen? Idén &r att for fixt 0 konstruera en Markovkedja

X = (Xij; (i,5) €9)
som har pg till asymptotisk férdelning.

Vad man gor dr att utifran en godtycklig spinn-konfiguration successivt upp-
datera de nm gitterpunkternas spinn med fordelningen for just det spinnet
betingat av alla de ovrigas aktuella véirde!

Om vi later x_; ;) beteckna spinnen i alla punkter i gittret S utom i punkten
(1,7) sa inser man att fordelningen for spinnet i (i, j) givet alla de dvriga blir

P(Xi; =UX _ij) = 2u;) = (Jir P(A|B) = P(AN B)/P(B)) =

_ Py = LX) =% i)
P(X _(ij) = T—(i.j)
PXi; =LX ) =Z_()
B P(Xi,j = 1§X—(i,j) = m—(i,j)) + P(Xi,j = _1§X—(i,j) = m—(i,j)) a
_ exp (—BE(Xi; = L X (i) = T-i))
oxp (—BE(Xiy = LX (15 = 2-q)) +exp (-BE(Xi; = LX) = T_i))

(forkorta med sista termen i ndmnaren)

— (Jfr P(A) = P(ANB) + P(AN B*)) =

_ e (BB, = LX) =) — BEXij = -1, X 4 = )
exp (B (E(Xiy =L X 4y =2 _(j) — EXiy = -1, X =2 ) +1
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Men uttrycket i exp-funktionerna blir

EXij=+LX 5 =2 5) —EXij=-1X 5 =2 ;) =
= —J Z ("—1)]}2‘/73‘/ + J Z (—1)xi/’j, = —2J Z .’I?Z'/,j/
(#,4')EN (i.5) (i",")EN (i.5) (i",")EN (i.5)

och detta sista blir —2.J (N, (¢,7) — N_(i,j)) dar N, (i, j)=antalet spinn upp i
N(i,j) och N_(i,j) = antalet spinn ner i N(i,7), dvs i omgivningen till (i, ).

Alltsa far vi

P(Xoy=+UX (=2 o)) =

€Xp (25J(N+(Z7]> — N*(Zh])))
exp (QﬁJ(N+<Z7j) - N*(%]))) +1

och
P(Xij=-UX _j=2(j)=1-P(Xi; =+1X 5 =2 ay) =

1
exp (26 (N1 (i, 5) — N-(4,))) + 1
Betingade fordelningen for X; ; givet alla &vriga spinn beror alltsa enkelt av

bara antalet spinn upp respektive ner bland ndrmaste grannarna, dvs de som
de primért vixelverkar med.

Vi kan da “uppdatera” en spinn-punkt i taget dar sannolikheten for spinn=+1
resp spinn=—1 bara beror pa ovanstaende sitt av spinnen bland de nirmsta
grannarna. Vi stegar alltsa runt gittret en gitterpunkt i taget och uppdaterar
den med alla andra fixa. Nar vi sa vandrat runt gittret ett helt varv har vi fatt
en ny observation av X. Detta utgor da en irreducibel aperiodisk Markovkedja
som har pg till stationér fordelning och vi kan saledes pa detta sitt simulera

Dg-
Detta att uppdatera en komponent i taget i X med den betingade férdelningen

givet de Ovriga komponenterna &dr essensen i den s k Gibbs-algoritmen eller
Gibbs-samplern.

17.7 Simulated annealing

Det exempel som ges nedan ar ett exempel pa anvindning av s k “simulated
annealing” som teknik att minimera en komplicerad funktion. Namnet betyder
ungefir “simulerad hirdning (av metall)”. Man vill med hirdning fa metallen
i sa lagt energitillstand som mdjligt genom successiv avsvalning fran en hog
temperatur. Det &r ett exempel pa anvindning av Metropolis-algoritmen.

Vi har en #ndlig (men jattestor) méngd y och en funktion £ : x — R defi-
nierad pa y. Denna funktion ar “nagorlunda kontinuerlig” och vi vill hitta en
minimipunkt 7 till £, dvs vi vill l6sa minimeringsproblemet min,¢, E(z). Vi
antar att detta minimum &r unikt. Vidare antar vi att E(z) dr latt att berékna,
men eftersom y ar sa stort dr det svart att hitta en minimerande punkt .
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Vi infér nu en parameter 8 > 0 (som kommer att svara mot 1/temperatur)
och definierar for varje § en sannolikhetsférdelning

eBE@
pg(x) = W for z € x
Aterigen igenkénner vi fran statistisk mekanik den kanoniska fordelningen,
dér E(x) svarar mot energin hos systemet och pg beskriver sannolikhetsfor-
delningen for tillstandet da systemet &r placerat i ett stort omgivande system
med temperaturen 1/5. Ndmnaren (som &r enormt besvirlig att rdkna ut)
svarar da mot den s k “tillstandssumman”. Vad man nu mdjligen inser &ar att
da f — oo (dvs temperaturen— 0) sa kommer ps-fordelningen att konvergera
mot en punktmassa i z, dvs den punkt som minimerar “energin” F(z). Vi har
ju
—BE() —B(E@)-E(®))

“BE(y) “B(E(y)—E@) "
e—BE®Y) 1“‘2#56 B(E(y)—E(7))

ps(z) =

2 yex
Om nu f — oo sa kommer alltsa pg(z) — 1 medan pg(z) — 0 om = # 7.
Alltsa har pg néstan all massa koncentrerad i z for stora (3.

Vad vi nu gor ar att (for ett visst 3) konstruera en Markovkedja Xz(n), n =
0,1,2,--- som har pg till stationér férdelning.

Vi kommer i princip att fran en viss punkt vélja att foresla en “nérliggande”
punkt (detta kommer att vara “forslagsfordelningen”) och detta forslag véljer
vi att acceptera eller forkasta med en korrekt avpassad sannolikhet.

Vi infor darfor ett begrepp “nédrmaste grannar” till punkten x i x. Vi antar
oftast att detta antal grannar N(z) dr detsamma for alla punkter x.

Detta att skapa “ndrmsta grannar” kan naturligtvis goras pa en massa sétt
och héar ges tva enkla exempel.

Exempel 17.4 Bindra vektorer

Ett exempel pa ovanstaende situation d&r om y = {0,1}" dvs punkterna z i
X bestar av bindra sekvenser (dvs (0-1)-sekvenser) av lingd n, dir t ex n=20
eller 30. x bestar da av t ex 2" = 230 ~ 1000000000 punkter. Som nérmsta
grannar tar vi de 30 punkter 2’ som skiljer sig fran z i en enda position (en
0:a i stéllet for en 1:a eller tvartom). O

Exempel 17.5 Handelsresandeproblemet

Ett klassiskt (och notoriskt svart problem) dr att givet ett antal punkter i pla-
net konstruera ett polygontag som passerar alla dessa punkter och atervander
till utgangspunkten och som ar av minimal lingd. Detta kan tolkas som att en
handelsresande vill fran sin hemstad besoka ett antal givna stidder och vélja
en resrutt som leder tillbaka hem och som har minimal lingd. y bestar da
av alla tdnkbara rutter ((n — 1)! stycken rutter omfattar n stider inklusive
hemstaden) och E(z) &r sammanlagda lingden av rutten x och vi soker den
rutt ¥ som minimerar sammanlagda reslangden F(z). Detta minimeringspro-
blem kan alltsa ges en approximativ 16sning med hjélp av simulated annealing.
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En viss resrutt genom de n stdderna (inklusive hemstaden) kan representeras
av en permutation av talen 1,2,--- 'n och “narmsta grannar” till denna rutt
skulle da t ex vara vad man kan fa genom att vélja tva av “lankarna” (i, j)
och (i, j2) i rutten och dndra rutten sa att fran den forsta linkens start i; resa
direkt till den andra ldnkens start iy, sen resa bakldnges till den till den forsta
lankens slut j; i enlighet med den ursprungliga resrutten, och sen resa fran
J1 direkt till den andra ldnkens slut j; och sen vidare enligt den ursprungliga
resrutten. O

Overgangsmekanismen vi véljer for Markovkedjan dr nu foljande: Om aktuellt
tillstand &r x tar vi en av de N (z) grannarna ' till # pa mafa (lika sannolikhet).
Detta utgor ett “forslag” pa nésta tillstand for Markovkedjan. Vi berdknar
AE(xz,2') = E(z') — E(x), dvs jamfor z med 2’. Om AE(z,2") < 0 dvs 2’ ar
en minst lika bra punkt som x sa gar vi dit. Om daremot AE(z,2") > 0 (dvs
x’ dr en “sdamre” punkt &n x) sa gar vi dit med sannolikhet

e PAE(za") _ e PP p@(x’)

A
Oé(wal') - - e—BE(x) - pg(fv)

och stannar kvar med sannolikhet 1 — a(x, z’). Detta utgor ett enkelt exempel
pa Metropolis-algoritmen dér vi som “forslagsfordelning” ¢(z,y) har likformig
fordelning pa grannarna till z. Eftersom alla punkter har samma antal grannar

giller att g(x,y) = q(y, z).

I handelsresandeproblemet viljer vi alltsa att byta till den féreslagna rutten
om den &r béttre &n den nuvarande, men om den foreslagna &r sémre &n den
nuvarande véljer vi att acceptera denna bara med en viss sannolikhet beroende
pa hur mycket simre den &r och aktuellt varde pa “temperaturen” (5.

Denna Markovkedja far alltsa pg till stationédr fordelning. Man kan vidare
notera att vi slipper riikna ut den otroligt joxiga nimnaren (kanske 23° termer)
i uttrycket for pg eftersom allt vi behover gora ér att berikna AE(x,2’) =
E(z") — E(z).

Overgangsmatrisen

Ps = (Ps(z,y), 2,y € x) = (P(Xp(n +1) =y|Xs(n) =2); 2,y € x)

for denna Markovkedja (Xg(n); n =0,1,2,---) har Pg(x,2’) = 1/N(z) om '
ar en granne till z som ar “béttre” dn z eftersom N(z) var antalet grannar till
x och vi skulle vélja en sadan pa mafa. Da ar a andra sidan = en granne till
2’ som ar “sdmre” an z’ och alltsa géller att

1 pg(x)
Ps(x',x) = =,
o) = N ) pla)
Pa samma satt ser man att
1 ps(a’)
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om x’' 4r en “sdmre” granne till z dn z sjalvt. Omvént ar da x en granne till

«’ som dr béttre dn 2’ sa vi har Pg(2/,z) = N
Eftersom N(x) = N(2'), (dvs det finns lika manga grannar till bade = och z’)
sa far vi att man har

ps(x) Bs(x, 2') = ps(a’) Py(a', )

for tva grannar bade om x ar battre och simre &n 2’. Denna relation &r trivialt
uppfylld om ' ej skulle vara granne till x (da &r ju Ps(z,2') = Pg(a’,z) =0
eftersom man i ett steg bara kan ga till ndrmaste grannar). Denna Markovkedja
ar alltsa tidsreversibel med fordelningen pg(z) och och har alltsa denna till
stationér fordelning. Detta kan ocksa inses genom att forfarandet (inklusive
acceptanssannolikheten) innebédr att man anvént sig av Metropolis-Hastings
algoritm dér forslagsfordelningen dr den likformiga pa de ndrmsta grannarna.

Vidare &r kedjan (atminstone i exemplet) uppenbarligen irreducibel (man kan
komma fran vilket tillstand x till vilket annat tillstand som helst. Vidare géller
att atminstone Pg(Z,7) > 0 (alla grannar till Z dr ju sdmre én 7) sa kedjan
ar alltsa dven aperiodisk. Detta medfor att den ocksa &r ergodisk. Oavsett
starttillstand kommer den alltsa efter lang tid att hamna i den stationéra
fordelningen (dvs pg).

Vi gor nu foljande algoritm:

Vilj ( ganska liten, dvs hog temperatur
2) Vilj X3(0) = zo godtycklig

1)
)
3) Simulera Xj tills stationaritet uppnatts
4) Oka 3, dvs minska temperaturen

5)

Upprepa fran punkt 3 med gamla slutvérdet som startvarde

Det ar svart att ge tumregler (dven om manga har forsokt gora det) om hur
man skall 6ka pa § utan man far prova sig fram. T ex kan man 6ka 3 med en
faktor K > 11 varje steg 4. Vidare far man fundera 6ver hur langa simuleringar
som behovs for varje enskilt f-vérde i steg 3.

Man kan notera att ovanstaende algoritm ar ett sorts “icke-girigt” famlande ef-
ter successivt battre punkter. Foreslas en granne som ér simre har man dnda
positiv sannolikhet att ga dit, framfor allt vid laga 3, dvs hoga temperatu-
rer. Efterhand som ( ¢kas (temperaturen sénks) sa blir man mer “girig”, dvs
mindre bendgen att flytta sig fran en bra punkt.

Vid hoga temperaturer, dvs i borjan da § &r litet, undviker detta forfarande
att man fastnar i ett lokalt minimum genom att man da har en icke-férsumbar
sannolikhet att forflytta sig fran en (eventuellt bara lokal) minimipunkt. Ef-
terhand som ( okas, dvs temperaturen sénks, sa blir man mer obenégen att
lamna en “bra” punkt.
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Exempel 17.6 Ett dverbestimt bindrt ekvationssystem

Vi har tva binéra vektorer, som alltsa bestar av 0:or och 1l:or, & = (21, x9, -+ , ;)
och b = (by, by, -+ ,by,)T (med m > n) samt en bindr m x n-matris A. Vi vill
hitta vektorn  som &r en god 16sning till det 6verbestdmda ekvationssystet
Az = b. Matrismultiplikationen skall ske “modulo 2”7, dvs Az blir for alla val av
z en binér vektor. Som “bésta” 16sning till ekvationssystemet tar vi den vektor
z som minimerar E(z) = |Az — b| dar | - | &r komponentvis addition av ab-
solutbeloppen. Detta betyder att “l6sningen” x gor sa fa av ekvationerna som
mojligt “felaktiga”. Detta nagot okonventionella problem har (sa vitt vi vet)
inte nagon explicit 16sning. Man kan ju jaimfora med minsta kvadratlosningen
T = (ATA)~'ATp for “vanliga” vektorer da man vill minimera Euklidiska av-
standet |Az — b|, t ex i samband med Allménna linjéra modellen.

T

Om man t ex har n = 50 finns 2°° ~ 1.13 - 10*® tiinkbara z-vektorer! Det-
ta problem ldmpar sig for “Simulated annealing” dédr man startar med ett
slumpméssigt valt  och sen konstruerar en Markovkedja i enlighet med ovan-
staende beskrivning.

Vi tog ett kraftigt 6verbestdmt ekvationssytem med m = 1000 och startade
med 3 = 0.01. Kedjan fick stega 500 steg och sen tkades 3 med en faktor 1.2,
kedjan kordes ytterligare 500 steg osv. Detta upprepades 40 ganger, sa att (3
till slut blev 1.249 . 0.01 =~ 15.

380 I I I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5

x 10"

Figur 17.10: Exempel pa simulated annealing

Man kan i figur 17.10 notera hur kedjan hoppar rétt vilt i borjan av E(x):s
viarde att doma. Dock verkar kurvan driva svagt nerat. Vid en nagorlunda
genomgaende “temperatur” skedde ett dramatiskt omslag, da kedjan blir mer
“girig” och fastnar i ett (férhoppningsvis globalt) minimum.

Detta forfarande innebér alltsa att vi provat < 40 - 500 = 20000 z-vektorer,
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och med tanke pa att det fanns 6ver 10'° st téinkbara sadana dr ju detta en
mycket liten andel! O

17.8 BUGS Bayesian Inference Using the Gibbs
Sampler

Gibbs-sampling ar av stort intresse i samband med Bayesiansk statistik dar vi
vill kunna generera a-posteriori-féordelningen, dvs fordelningen for de ingaende
parametrarna givet observationerna. Eftersom

PO=0;X=2) P(X=x]0=0)P(©=0)

PO=0X =0 = 5 = pX=x)

ser vi att a-posteriori-férdelningen &r proportionell mot
PX=z0=0)P(©=60)=P(O0=0;X =2x)
och ndmnaren

P(X=2)=Y» P(X=X|0=u)P(© =u)

utgor bara en normeringskonstant som dock dr komplicerad att rikna ut. Ef-
tersom alltsa a-posteriori-fordelningen &r kénd sa nér som pa en normerings-
konstant innebér detta att MCMC skulle kunna vara mycket anvéindbar. Speci-
ellt Gibbs-sampling har kommit till stor anvdndning dér man alltsa uppdaterar
varje enskild parameter med betingade fordelningen for denna parameter givet
alla 6vriga (samt observationerna). Det finns speciellt utvecklad programvara
som gor detta néstan automatiskt utifran en enkel grafisk representation av
modellstrukturen. Speciellt BUGS som ér utvecklad i Cambridge har kommit
till stor anvéndning. Programvaran som finns bade fér Unix, Dos och Windows
finns att ladda ned via internet pa adressen

http://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/bugs/

tillsammans med ett antal manualer och genomriknade exempel.

Som introduktion till denna typ av modeller ser vi pa ett konkret exempel.

17.8.1 Exempel — felintensiteter for pumpar

Vi har observerat 10 st pumpar av liknande typ och rédknat antalet fel y;, ¢+ =
1,2,---,10 under varierande drifttider ¢;, ¢ = 1,2,--- ,10. Vi ser y; som ett
utfall av Y; som &r Po(\;t;) dér alltsa \; ar felintensiteten for pump nr i. Vi
skulle traditionellt skatta \; med Xz = y;/t; enligt foljande

Pump| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t; 94.3 157 629 126 524 314 105 1.06 2.1 10.5
Yi 5 1 5 14 3 19 1 1 4 22

i 0.0530 0.0637 0.0795 0.1111 0.5725 0.6051 0.9524 0.9524 1.9048 2.0952
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Traditionell analys skulle méjligen ga vidare genom att anta att pumparna har
samma felintensitet A och skatta A med

10
- 10 75
3= Zzlzoly — —0.2141
> 350.34

i=1 ti

men detta skulle vara till klen hjédlp om man nu t ex vill ha férdelningen for
felantalet for en ny pump for t ex drifttiden 100. Skulle man verkligen tro att
den hade den fixa felintensiteten 0.2141 och att ddrmed felantalet var Pois-
sonfordelat med véntevarde 0.2141 - 100 = 21.417 Vi ser ju av de observerade
Ai-skattningarna att vissa pumpar har ganska hoga felintensiteter (ca 2) me-
dan andra har laga (0.05-0.10) sa antagligen &r pumppopulationen heterogen,
dvs bestar av “bra” respektive “daliga” pumpar. I denna typ av situation ar
ett Bayesianskt synsétt att foredral O

17.8.2 Bayesianska modeller — DAG-modeller

Man gor nu en Bayesiansk modell déar \; &r oberoende utfall av A som &r (t
ex) I'(a, §)-fordelad. Denna fordelning skall alltsa beskriva felintensitetsfor-
delningen fér pump-populationen. En ny vald pump kommer alltsa att fa en
felintensitet enligt denna fordelning. Variabiliteten i denna fordelning for A
beskriver da férhoppningsvis variabiliteten i pump-populationen.

a och 3 ger vi i sin tur a-priori-férdelningarna Exp(1) respektive I'(0.1, 1). Den
sistndmnda fordelningen har att véntevirde 0.1/1=0.1 sa I'(«, 3)-fordelningen
far ett vanteviarde pa ca 10 och en varians pa ca 100 och &r alltsa mycket
flack. Man kan uttrycka det sa att a-priori-férdelningen for A ar mycket ut-
spridd (icke-informativ). Detta for att inte var (ganska ogrundade) a-priori-
uppfattning skall paverka a-posteriori-fordelningen for A for mycket.

En grafisk bild av ovanstaende modell syns i figur 17.11 dér vi later p; = \it;,
fori=1,2,---,10.

Detta utgor ett exempel pa en DAG-modell (Directed Acyclical Graph), dvs
en riktad graf som saknar cykler, dvs man kan inte genom att folja pilarna
komma tillbaka till utgangspunkten. Varje kvantitet i modellen dyker upp som
en nod i grafen i figur 17.11. Direkta beroenden anges genom pilarna. Hel-
dragna pilar svarar mot ett statistiskt beroende, medan streckade pilar svarar
mot ett direkt funktionellt (deterministiskt) beroende. Dessa deterministiska
beroenden (t ex att vintevdrdet i Poissonfordelningen &r pu; = M\;t;) infors
egentligen mest for att forenkla forstaelsen av figuren och nér man identifierar
de statistiska beroendena kan man se det som att dessa deterministiska be-
roenden “kollapsar”. Cirklar betecknar genuint stokastiska kvantiteter medan
rektanglar star for fixa storheter. De som &r givna av forsoksupplaggningen (i
vart fall ¢;:na) betecknas med dubbla rektanglar, medan observationer (i vart
fall y;:ma) betecknas med enkla rektanglar. Upprepade storheter (i vart fall de
enskilda pumparna svarande mot index ) betecknas med “staplade ark”.
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Figur 17.11: DAG-graf for pump-exemplet

For att tolka grafen i figur 17.11 infér man foljande terminologi. Lat v vara en
nod i grafen. De 6vriga noder som har pilar direkt till v kallas v:s “foraldrar”
medan de noder som kan nas direkt via en pil fran v kallas v:s “barn”. I denna
process “kollapsar” man eventuella mellanliggande deterministiska noder. 1
var figur ar alltsa A;:s foraldrar a och 3, medan a:s och (:s barn ar A;:na. Pa
samma sétt ar A; fordlder till y; och y; dr barn till A;. Vissa noder (i vart fall
a och () saknar fordldrar och dessa noder maste vi ange a-priori-fordelningar
for.

Vi gor antagandet att fordelningen for en viss nod v specificeras av v:s fordldrar

genom de betingade fordelningarna.

Vi inf6ér nu
X = (X17X27"' 7X22) = (avﬁa)\la"' 7)\107}/1a}/2a”' 7Y'10)

dvs vi har en 22-dimensionell férdelning. Dock kommer vi genomgaende att
betinga m a p de 10 sista komponenterna som ju svarar mot vara observationer

Y1, 5 Yio-

Om vi kallar de d (i vart fall d = 22) stokastiska noderna for X = (X1, Xo, -+, Xy)
sa giller alltsa att

d
P(X =) = [ [ P(X; = xi|foriildrarna till X;).
i=1
Man kan uppfatta det sa att vi startar med noderna utan foraldrar och sen
“arbetar oss igenom” grafen och med successiva betingar erhaller ovanstaende
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resultat. Att grafen dr “icke-cyklisk” innebér att detta forfarande fungerar —
vi riskerar inte att komma tillbaka till nagon nod.

Vi far t ex (med lite slarvigt skrivsitt) i vart pump-exempel att den simultana
fordelningen blir
P(Oé,ﬁ,)\l,"' 7)\1073/17'” 7Y10) -
10
= P(a)P(3) [ [ (P(Ailev. ) P(Yi] X))

i=1
som alltsa specificerar den simultana férdelningen for samtliga stokastiska no-
der i vart diagram.

Eftersom vi vill géra en Gibbs-sampling &r vi intresserade av fordelningen for
t ex X;|X_; = z_; dir som tidigare X_; star for samtliga komponenter (noder)
utom nr i. I praktiken kommer vi bara att vara intresserad avi¢=1,2,---,12
i vart konkreta exempel.

Man inser att vi far

P(XZ = [E;X_i = Z_i)

PXi =X =2) = P(X_; = ;)

X F)()(z = LL’;X_,; = 37_,;).

Men detta innebér att P (X; = x|X_; = £_;) &r proportionellt mot de faktorer
i P(X; =x;X_; =x_;) som beror av x dvs vi far att

P(X, = QZ|X_.,, = .’l)_i) 0.8

x P(X; = z|fordldrar till X;) H P(X; = z;|alla fordldrar till X))

j€barn till X;

Detta innebér att fordelningen for X;|X_; beror av foridldrarna till X; samt av
barn till X; samt dessas eventuella andra fordldrar.

Detta betyder i pumpexemplet ovan att t ex betingade fordelningen for « givet
alla de 6vriga dvs (med samma forkortade och slarviga skrivsitt som tidigare)
blir
Pla|f, M-+ Ao, Y, -+, Yig)
10
o P(a)P(8) [ [ (P(\ile, B)P(Yi|\:))

i=1
och vi &r intresserade av hur detta beror av just . Visste vi detta a-beroende
skulle vi ju kunna normera pa rétt satt sa att vi far en sannolikhetsférdelning.
Man ser att a-beroendet dyker upp i P(«) (dvs a-priori-fordelningen for o) och
i [[; P(Ailey, B) dvs fordelningen for “barnen” A; och dessas Gvriga “foréldrar”
(. Alltsa har vi att

P(a’ﬁa)\l"' a)\l()vala"' 7Y10>O(

< Plo) [T P 9
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Man kan se dessa tva delar av a:s betingade fordelning som en a-priori-del och
en likelihood-del.

a var i detta fall en nod utan férdldrar men med barn. Om vi tar en nod som
A2 som har bade foréldrar och barn sa blir det pa ungefiar samma sétt eftersom
fordelningen for Ay ar kdnd om véardet for dess foréaldrar o och 3 ar kédnda. Pa
samma satt dr betingade fordelningen for t ex A9 givet alla 6vriga proportionell
mot de faktorer som innehaller )\, i simultana fordelningen

10

P(a)P(B) [ [ (P(Ailev, B)P(YiI M) -

i=1

Detta ger att
P(>\2|Oé7ﬁa )\17)\37 T '/\107}/17 T 7Y’10) X

o P(As]a, B)P(Ya|Az).

17.8.3 Pumpexemplet i BUGS

Med programvaran BUGS ser koden i pumpexemplet ovan ut pa foljande sétt
(# ger kommentarer)

model pump;

const

N = 10; # antalet pumpar
var

theta[N], # felintensitet hos pumparna

y[N], # antalet fel hos pumparna

t[N], # drifttiderna

alpha,beta, # parametrar for gamma-fordelningen
lambda[N]; # theta[]*t]]

data

t, y in “pump.dat”;
inits in “pump.in”;

for (iin 1:N){

thetai] ~ dgamma(alpha,beta);
lambdali] <- thetali]*t[i];

yli] = dpois(lambdali])

}

alpha = dexp(1.0);

beta ~ dgamma(0.1,1.0);

}
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Program-sprakets syntax framgar ratt vil och féljande delar kan urskiljas:

model ger namn pa var modell,

const ger viarden at dimensionsstorleken,

var “deklarerar” ingaende variabler,

data talar om var data och startvérden finns,

nésta del specificerar modellen samt a-priori-férdelning pa o respektive (.
betecknar “férdelad som”

< — betecknar funktionella samband.

En korning av BUGS kan se ut som féljande

compile( “pump.bug”) — som kompilerar programmet pump.bug
monitor(alpha) — som séger att vi vill fa ut «

monitor(beta) — som séger att vi vill fa ut g

update(10000) — antalet uppdateringar i Markovkedjan
stats(alpha) — ger statistik om «

stats(beta) — ger statistik om [,

q() — utloggning ur BUGS (q star for “quit”)

Programmet levererar da bl a en utdata-fil pump.out med 10000 observationer
av (a, ) och denna kan plockas in i t ex Matlab. Denna tvadimensionella
fordelning utgor alltsa a-posteriori-férdelningen for (a,3) givet observatio-
nerna. Man kan sedan generera den prediktiva fordelningen for A, dvs den
fordelning som felintensiteten hos en slumpmaéssigt vald pump har. Med lite
slarvigt skrivsitt kan man sidga att A ar I'(«, 3) dér (o, 3) har a-posteriori-
fordelningen. Denna prediktiva fordelning beskriver alltsa uppfattningen om
fordelningen av felintensiteten hos pump-populationen. Denna fordelning kan
ju sedan anvéndas for att lotta fram en ny pump-felintensitet for t ex si-
muleringsdndamal. Detta innebér i princip att man genererar den prediktiva
fordelningen for felintensiteten givet observationerna, dvs den férdelning for
felintensiteten som en ny slumpmaéssigt vald pump skulle ha. Jamfoér diskus-
sionen i avsnitt 15.9.2. Denna prediktiva fordelning kan sedan anvindas for att
gora utsagor och berdkningar om egenskaper hos en slumpmaéssigt vald pump
t ex sannolikheten att den kommer att ha 3 fel under 100 drifttimmar.

Vad som gjorts simuleringsméssigt ar att med hjalp av BUGS simulera 10000
utfall av (a, 3) och sen i Matlab simulerat 10000 utfall av I'(«, 5)-fordelningen
utgaende fran dessa simulerade virden pa « och . Utifran den simulerade
a-posteriori-fordelningen for (o, 3) har alltsa den prediktiva fordelningen for A
simulerats.

Fordelningen i figur 17.12 avspeglar alltsa vad vi tror om felintensitets-for-
delningen for pumpar av den aktuella typen. Man kan notera att dven ratt
stora felintensiteter A inte &r helt osannolika (t ex P(A > 4) = 0.0347 enligt
figuren). Med tanke pa att 2 av de 10 observerade pumpar hade en felintensitet
pa ca 2 sa ar det inte konstigt att pumpar med sa stor felintensitet som 4 kan
forutsdagas finnas.
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A-posteriorifordelning for theta
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Figur 17.12: Prediktiv férdelning for felintensiteten A i pump-exemplet.

Med hjalp av denna fordelning for A (felintensitetsfordelningen for pump-
populationen) enligt figur 17.12 kan man naturligtvis dven berdkna sanno-
likheten att en sadan framlottad pump pa tiden 10 uppvisar k st fel. Vi vet
ju att om Y=antalet fel for en ny pump under tiden 10 &r Po(10 - \) givet att
A = X och alltsa ar
* 2 (10N)* 1o
P(Y =k)= | P =klA=Nfr(\)d\ = ¢ ad)dA
0 0 .

dar fx(A) &r just den prediktiva fordelningen som vi hade simulerat. For t ex
k = 0 forsoker vi alltsa beriikna E(e™'%Y) i prediktiva fordelningen for A.

Notera att detta utgor ett exempel pa att vi vill berikna E(g(X)) for en given
funktion g. Detta kan alltsa erhallas ur MCMC-simuleringen genom att

lim =3 glw) = B(g(X)

B—oo B —

enligt Ergod-satsen.

BUGS levererar ocksa skattningar och konfidensintervall for parametrarna, t
ex for a

mean sd 25% :  97.5% CI  median  sample
6.972E-1 2.696E-1 2.882E-1 1.320E4+0 6.566E-1 10000
eller

mean sd 2.5% : 97.5% CI  median  sample

9.271E-1 5.507E-1 1.901E-1 2.274E+0 &8.161E-1 10000

Notera dock att i a-posteriori-fordelningen ar o och J beroende — de har
ju gemensamma barn, dvs A;na och dessa ger i sin tur upphov till barnen



17.8. BUGS Bayesian Inference Using the Gibbs Sampler 251

Y1, Y2, -+ ,Yy10. Alltsa dr o och (8 beroende i a-posteriori-fordelningen, dvs gi-
vet observationerna! Man kan alltsa inte dra nagon direkt slutsats av de en-
dimensionella a-posteriori-féordelningarna fér o respektive (.

17.8.4 Regressionsmodell som DAG-modell

Vi ger ytterligare ett exempel pa en DAG-modell ndmligen en regressionsmo-
dell.

Vi har observationer y;; =vérde for patient ¢ vid tidpunkt ¢,;, ¢ = 1,2,--- | n
ochj =1,2,--- n;. Vitror att dessa data kan beskrivas av regressionsmodeller
— en for varje enskild patient — dvs att y;; ar utfall av

Y;j:ai—i_ﬂitij_‘_eija 221727 y 1L, ]:1727 , Ty

ddr €;; dr oberoende N (0,0?). Vi har alltsa en regressionsmodell for varje en-
skild patient och vi &r t ex intresserade av variabiliteten i ;:na. Har ar en
Bayesiansk ansats utmérkt. Vi ser alltsa a;:na och §;:na som utfall av bakom-
liggande variabler a respektive 3. De enskilda [3;:na dr inte speciellt intressanta
utan det dr fordelningen for dessa som ér malet for inferensen. Detta i analogi
med pump-exemplet dar de enskilda pumparna inte var av primért intresse
utan snarare dessa pumpars variabilitet vad géllde felintensiteten.

Vi ansétter foljande modell:

Yy dr N(pij,0%)

fij = o + Piti

a; ar N(ap, 0?)

57; ar N(ﬁo, 0'%)

Grafiskt kan denna modell representeras av grafen i figur 17.13

For att fa en fullstindig modell maste vi ge a-priori-férdelningar at noderna
utan “foréldrar”, dvs o*, ag, 03, fo och of. Vi vill ju vilja dessa a-priori-
fordelningar sa att de inte paverkar resultatet av analysen sérskilt mycket. Vi
véljer

g och By som N(0,100?)

0%, 0,% 057 som ['(0.01,0.01).

['(0.01,0.01) har viintevirde 1 och varians 0.01/0.012 = 100 sa dessa férdel-

ningar ar synnerligen utspridda och néistan konstanta i det aktuella omradet.
Dessutom ér ju I'-férdelningar positiva som passar for varianser.

Vi far foljande BUGS-kod for att specificera modellen:

{
for(i in 1:1)
{
for j in 1:n[il)
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Figur 17.13: DAG for regressions-exemplet.

{
y[i,j] 7 dnorm(muli,j],tau);
muli,j] <- alphali]l+betalil*t[i,j];
}
betal[i] ~ dnorm(betal, tau.beta);
alphal[i] ~ dnorm(alpha0, tau.alpha);
}
tau ~ dgamma(0.01,0.01);
tau.alpha ~ dgamma(0.01,0.01);
tau.beta ~ dgamma(0.01,0.01);
alpha0 ~ dnorm(0,0.0001);
beta0 ~ dnorm(0,0.0001);

sigma <- 1/sqrt(tau);
sigma.alpha <- 1/sqrt(tau.alpha);
sigma.beta <- 1/sqrt(tau.beta);

}

Man kan notera att funktionen dnorm(a,b) i BUGS svarar mot en normal-
fordelning med véntevirde a och varians 1/b, dvs att andra-parametern star
for 1/variansen.

Vi har darfor infor de “inversa” varianserna tau, tau.alpha och tau.beta for
parametrarna o2, o, 2 respektive aﬁ’z. Det avslutande avsnittet transformerar
tillbaka till den mer traditionella skalan. Denna lite okonventionella parametri-
sering beror pa att man vill ha parametrar som gor féordelningarna log-konkava
av skil som framgar senare.
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I ovanstaende modell skulle man fa snabbare insvingning mot den stationéra
férdelningen om man avcentrerar ¢;;-na med t =3, t;;/ >, n; eftersom «; och
0; da blir mer oberoende. Detta helt i analogi med situationen da vi simulerade
fran en tva-dimensionell normalférdelning med kraftig korrelation.

17.8.5 Variansanalys med ordningsrestriktioner

Som ett exempel pa en typ av modell som det skulle vara i stort sett omojligt
att analysera pa traditionellt satt kan man ge foljande som &r hidmtat ur ex-
empelsamlingen volym 2 for BUGS (“Marsbars”)

Vi har foéljande data:

| j=1 j=2 4j=3 j=4 j=5
0982 1.902 3.797 -1.531 0570
1414 1356 1.287 -3.629 -3.413
21.601  4.713 0814 0834 -2.082
4912 -4.541 -4.768 -9.051 -2.744

(I T
= DN —

Vi later Yi; vara N(u;j;, 0%) med p;; = a; + 3; dér vi har restriktionerna a; >
g > a3 > a4 samt §) < [ < fP3 samt O3 > (4 > (5. Dessa data kan ténkas
uppsta vid test av konsumentpreferenser for olika choklad dar i anger priset
(vaxande 1 i) och j méngden tillsatt socker ddr man vet att mellanldget j = 3
ar optimalt.

Foljande BUGS-kod kan anvéndas:

model MarsBars;
const
cols = 5, rows = 4,
tau.alpha = 0.20, mu.alpha = O.
tau.beta = 0.20, mu.beta = 0.0;
var
Y[rows,cols], mulrows,cols], tau, betalcols],
alphal[rows], bound, sigma;
data Y in "marsbars.dat";
inits in "marsbars.in";

{

0,

for(j in 1:cols){
for (i in 1:rows){
muli,j] <- alphal[i] + betalj];
Y[i,jl ~ dnorm(muli,j],tau)

}

tau ~ dgamma(1.0E-3,1.0E-3);

sigma <- 1/sqrt(tau);

alpha[1] ~ dnorm(mu.alpha,tau.alpha)I(alphal2],);

alpha[2] ~ dnorm(mu.alpha,tau.alpha)I(alphal3],alphall]);
alpha[3] ~ dnorm(mu.alpha,tau.alpha)I(alphal4],alpha[2]);
alpha[4] ~ dnorm(mu.alpha,tau.alpha)I(,alphal3]);
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bound <- max(betal[2],betal4]);
betal[l] ~ dnorm(mu.beta,tau.beta)I(,betal2]);
betal[2] ~ dnorm(mu.beta,tau.beta)I(betall],betal3]);
betal[3] ~ dnorm(mu.beta,tau.beta)I(bound,);
betal[4] ~ dnorm(mu.beta,tau.beta)I(betalb],betal3]);
betal[5] ~ dnorm(mu.beta,tau.beta)I(,betald]);

}

Denna kod svarar mot modellen :

pij = o + 3;

a; ar N(pta, 1/7,) med o = 0 och 7, = 0.2 (dvs «; dr N(0,5))

B; ar N(ug, 1/75) med pug = 0 och 73 = 0.2 (dvs 3; 4r N(0, 5))

7 ar (1073,1073)

samt med de restriktioner rérande o;ma respektive [3;ma som angavs ovan.
Notera att man bygger in restriktionerna genom att anvianda sig av funktionen
I(a,b) som anger att virdena maste ligga mellan a och b.

En korning ddr man genererade 10000 observationer av vektorn (o, aa, as, ay)
tog ca 30 sekunder pa en 486-a och gav resultat enligt figur 17.14 for de 4
endimensionella férdelningarna.
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Figur 17.14: A-posteriori-férdelningar for oy, s, a3 och a4 (fran hoger till
vénster).

Loggen fran BUGS (kord i DOS-versionen) blir

Bugs>compile("marsbars.bug")

Bugs>update (10000) time for 10000 updates was 00:00:12
Bugs>monitor(alpha)
Bugs>update (10000) time for 10000 updates was 00:00:12

Bugs>q()
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ddr man kan se att kedjan uppdateras 10000 ganger innan vi borjade folja
alpha-vardena — detta for att beroendet av initialvérdena 1.0, 0.5, 0.0, -1.0 for
aq till ay och -0.5, 0.0, 1.0, -0.5, -1.0 for £y till g5 samt 7 = 1.0 skulle klinga
av. Outputen ar en 40000 x 2-fil med a-vérden i kolumn 2 och organiserad
sa att de forsta 10000 virdena &r aq-varden, de foljande 10000 &r asp-virden
etc. Notera att det naturligtvis finns beroende mellan de olika «;:na och att
man far den 4-dimensionella a-posteriori-férdelningen for oy, as, ag, ay genom
att para ihop dem. Lampligen skapar man i Matlab en vektor alpha genom
operationen

for i=1:4;
alpha(:,i)=bugs((i-1)*10000+1:i%10000,2);

end;

dér bugs ér den vektor som kommer ut ur BUGS (defaultnamnet ér bugs . out).

Skattningarna av parametrarna oy, e, ag, oy (dvs véntevérdena i respektive
a-posteriori-fordelning) blir 1.6533, 0.3349, —0.2538, —3.9247.

Om man t ex skulle vara intresserad av a-posteriori-férdelningen for a; — aw
kan man fa ett histogram (se figur 17.15) av den genom kommandot

hist(alpha(l,:)-alpha(2,:),50)
som ger 50 “fack”:
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Figur 17.15: A-posteriori-fordelning for oy — .

Man ser tydligt att restriktionen a; > ay automatiskt byggs in i a-posteriori-
fordelningen for a; — aip. Naturligtvis kan man ocksa konstruera konfidensin-
tervall for de enskilda parametrarna eller funktioner av dem (t ex for a; — ap).
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17.9 Acceptance-Rejection sampling

Vi vill som tidigare generera utfall av X med en tdthet fx(z) proportionell
mot 7(x) dvs enligt tatheten

__ m(x)
fX(x) - fRd W(U)d’u

Det kan ibland vara enklast att skaffa sig en (onormerad) kandidattiathet a(x)
som dominerar 7(z) dvs som uppfyller

0 <m(z) <alx)
och generera utfall enligt a(x) dvs enligt tdtheten

__ a(x)
fRd a(u)du

och sedan vilja att acceptera eller forkasta dessa forslag med korrekt avpas-
sad sannolikhet sa att fordelningen for de accepterade forslagen far en téathet
proportionell mot malférdelningen 7(z), dvs fx(z).

fr(y)

Foljande algoritm utfor detta:

1) Generera ett forslag Y med tétheten proportionell mot a(y) dvs med téat-
heten

fr(y) o)

- Jpa au)du

2) Generera ett R(0, 1)-fordelat slumptal U
3) Om

U<
—a(Y)

accepteras forslaget. Om det inte accepteras sa genererar man ett nytt forslag
enligt punkt 1.

Man genererar alltsa forslag tills nagot av dessa accepteras. Ju nérmare a-
funktionen ligger m-funktionen desto storre andel av forslagen kommer att
accepteras.

Sats 17.5 Det accepterade forslaget har tathet proportionell mot w(x).

Bevis:
Det accepterade forslaget X uppfyller for en godtycklig d-dimensionell del-
méangd A

P(YeA;Ug Zg;)

r(v=im)

P(X € A) = P(Y € A|Y accepteras) =
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Vi far genom att betinga pa utfallet av Y att

P(YeA;Ug Zg;) :/AP<U§ Zg;‘Yzy) fy(y)dy =

™ (y)> m(y)  aly) Jam(y)dy
= PUS—fydyz/ : dy =
for(v= T o= [ 505 m = T
och med A = R? far vi pa samma siitt (eller genom att bara lita A = R¢ i
ovanstaende uttryck)

7T<Y) o f dﬂ—(y)dy
P(US )‘Jiwmw

dvs vi far

—aY)) _ [um(y)dy
/ fx(@)dz = P(X € A) =
A W(Y> f dﬂ-(y)dy
P(v<T ’
_ ()
Ja [ w(u)dudx
dvs X har tatheten @)
m(x
fX(m) fRd W(U)d’u
dvs den astundade téatheten. O

Om vi dessutom stédnger inne 7(x) bade nerat och uppat, dvs hittar en funktion
b(x) sa att
0<bz)<n(z)<a(z)

(se figur 17.16) dédr tanken &r att b(x) ska vara ldttare att berdkna én 7(z) sa
kan vi komplettera algoritmen ovan med att innan vi kollar om U < 7(y)/a(y)
sa kollar vi om U < b(y)/a(y) och accepterar i sa fall forslaget.

Om speciellt 7(z) ar log-konkav, dvs att log(7(z)) dr en konkav funktion kan
man successivt forbéttra a respektive b eftersom en konkav funktion ligger
over sina kordor. Man kan alltsa successivt konstruera a och b i enlighet med
figur 17.17. De tidigare erhallna slumptalen betecknas med pilar langs z-axeln
i figur 17.17.

Detta betyder att om man genererar manga utfall kommer dessa uppdaterade
a och b att ligga mycket ndra w-funktionen vilket gor att néstan alla forslag
kommer att accepteras. Simuleringen av fordelningen gar alltsa allt snabbare.

De resulterande a- respektive b-funktionerna ar styckvisa exponentialfunktio-
ner, som det ar litt att generera utfall av repektive berikna. Ovanstaende
forfarande brukar bendmnas “Adaptive Rejection Sampling” och BUGS an-
vander sig av sadan och kréver i princip att de angivna fordelningarna ar just
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Figur 17.16: Maltatheten 7(z) instdngd mellan tva funktioner.

log-konkava. Detta &r t ex orsaken till att man ldgger a-priori-férdelning pa
1 /variansen i stiillet fér pa variansen for normalférdelning. Med 7 = 1/0? som
parameter i stéllet for o2 blir ju t ex normalférdelningstitheten log-konkav i
T.

Detta innebér att man i BUGS &ar hénvisad till vissa speciella parametri-
seringar och a-priori-férdelningar dven om friheten &ar relativt stor. Speciellt
praktiskt ar att man mycket latt kan bygga in restriktioner pa parametrarna av
typen 0 < 05 eftersom dessa restriktioner ar latta att hantera vid uppdatering
eftersom man gor detta med den betingade férdelningen.

Den intresserade hanvisas till manualen for BUGS.

17.10 Lite om statistisk mekanik

Som avslutning pa detta avsnitt om MCMC ger vi ett mycket kort diskussion
om Statistisk Mekanik vilket kan vara pa sin plats eftersom det var just inom
det omradet som MCMC (framfor allt Metropolis-algoritmen) hade sitt ur-
sprung. Det kan ocksa ge en motivering till varfér det kan vara intressant att
kunna simulera t ex spinn-system som vi gjorde i ett tidigare avsnitt.

Vi har ett fysikaliskt system med ett stort (men &ndligt antal) tillstand z dér
z € Q och varje sadant tillstand har en energi E(z). Systemet befinner sig i
termisk jamvikt med ett omgivande (odndligt) system som har en temperatur
T = 1/3. Systemet é&r alltsa isolerat men inte for energiutbyte med det om-
givande systemet (“vdrmebadet”). Sannolikheten att systemet befinner sig i

tillstandet z ar

Z(P)

Py(z) =
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In(a(x))

In(b()

1 |

Figur 17.17: Maltétheten () stdngs inne ovanifran och underifran succesivt
allt béttre.

dar

Z(B) = Z e BE®W)

ye

ar en normeringskonstant — den s k tillstandssumman. Detta &r den kanoniska
fordelningen eller Gibbs-férdelningen.

17.10.1 Harledning av kanoniska fordelningen

Ekvivalent med att vart system befinner sig ett varmebad &r att tédnka sig N
kopior av systemet som det kan utbyta energi med. Vi kommer att vilja lata
N — oo och i samband med denna gransovergang far vi “virmebadet”.

Vart och ett av dessa N system har en viss energi och om vi later a; st av dem
ha energin E; géller alltsa att

Z a; = N, och Z a; ; = Totalenergin = Uy,

tva kvantiteter som alltsa ar fixa. Dessa system kan permuteras och det mest
sannolika tillstandet af, a},--- &r det som kan permuteras pa flest sétt.

Antalet sdtt 2 som man kan permutera systemen &r

N!
0=

N allagl...ai!---

och det mest sannolika tillstandet ar alltsa det som maximerar €2 (eller ekvi-
valent In(2)) under bivillkoren ), a; = N och ), a;E; = Uy Detta svarar i
princip mot en multinomial férdelning.
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Vi kan hitta denna maximalt sannolika férdelning aj, a3, - - - 6ver de olika ener-
ginivaerna Fy, Fs, - - - genom att med hjélp av Lagrange-multiplikatormetoden
maximera In(Q2) under de tva bivillkoren.

Vi kommer att lata N — oo vilket ocksa innebar att a;:na — oo. Vi far med
Stirlings formel

In(n!) ~ In(v27) + n (In(n) — 1) + In(y/n).

Vi kommer att kunna forsumma forsta (konstant) och sista termen (av obe-
tydlig storleksordning i n).
Vi far alltsa

In(Q2) = konstant + In(N!) — Z In(a;!) =~

< N(n(N) = 1) = Y aina) ~ 1) - 5 3 n(a)

Vi far alltsa med Lagrange-metoden och Lagrange-variablerna A och g att

(sista summan forsummas i In(£2))

aii (IHQ a A(Z @i N) N B(Z a; B — Utot)) =

i

och detta uttryck maste alltsa vara 0 for att vi skall fa ett maximum. Vi far
alltsa

—In(af) = AN—pPE; =0

dvs
al = e NP

och X kan bestédmmas ur bivillkoret ) . a; = N och vi far
e Z e PE = N.

Sannolikheten P; att systemet har energin FE; &r alltsa

p_ a; e PP
N Y e

vilket just adr den kanoniska fordelningen.
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17.10.2 Entropi
Vi later

ﬁ@zmﬂm:m<2}ﬂmv
yeN
dvs vi har

Ps(z) = e BE@)—9(8)

Om vi deriverar g() m a p [ far vi

gy AIn(Z(B) 3, B(@)e PF@
M‘T—‘ 25

:_ZE ) Py(x ZE —PE@)=9(8),

Viser ocksa att ¢'(8) = —(E)3 = — medelenergin (som funktion av (). Fysiker
betecknar ofta vintevirde for en kvantitet ¢ med (g). Vi far da

9"(B) =Y (E@)’ + ¢ (8)E@)) Ps(x) =

T

= (E%)5 — ((E)3)* = Varg(E) = v(8) > 0
dvs g(8) &r konvex och vi har (eftersom ¢'(5) = —(E)g) att

d(E)s
dp

som alltsa dr en avtagande funktion i 3, dvs vixande i T' = 1/4.

= —Varg(E) <0

Vi definierar nu Gibbs entropi som
Zpﬁ In(Pg(x ZPﬁ +9(8)) =

= B(E)s + g(B) = =89 (B) + 9(B)
som ger

W(B)=—g'(8) = Bg"(B) + 4'(B) = —Bg" (B) =

d(E
= —ou(s) = p172.
Da man varierar § sa far man
1
d(FE)g = =dh
(E)p 3

som man kan jamfora med den termodynamiska entropin dE = T'dS som ger

kopplingen 1/5 =T och S = h.
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Det specifika varmet C(T") dvs hur energin édndras da temperaturen éndras ges
av
d(E d(E d 1 d(E
drT dg dT T2 dg

1 2
= 0(8) = Fu(B)
Alltsa svarar intressanta storheter som t ex specifikt varme mot kvantiteter

som kan beréknas ut Ps-fordelningen. Vid en viss temperatur 7' = 1/ kan
man fa specifika virmet C(T") som

C(T) = B*Var(E) = F*v(B).

Kan vi alltsa simulera den kanoniska férdelningen, dvs férdelningen for energin
E kan vi ur dess varians bestdmma specifika varmet for systemt. Fasovergangar
i systemet karaktériseras av att specifika virmet dndras dramatiskt — en stor
del av en tillférd energi gar at i fasévergangen, dvs utan att temperaturen
andras.



