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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF1920/SF1921 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK,
ONSDAG 5 JUNI 2019 KL 14.00-19.00.

Examinator: Bjorn-Olof Skytt, 08-790 86 49.

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II. Del I bestar av uppgifterna 1-12. Pa
denna del skall endast svar anges, antingen i form av ett numeriskt virde med tre vérdesiffrors
noggrannhet eller i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Studenter som ar godkénda
pa kontrollskrivningen behéver ej besvara uppgift 1-3, utan far tillgodordkna sig dessa tre upp-
gifter. Gréansen for godként &ér preliminédrt 9 podng. Mojlighet att komplettera ges for tentander
med, preliminért, 8 poéng. Tid och plats for komplettering kommer att anges pa kursens hemsida.
Del II bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poang. Del II rittas bara for
studenter som &r godkénda pa del I och podng pa del II kravs for hogre betyg én E. Pa denna
del skall resonemang och utridkningar skall vara sa utforliga och vil motiverade att de ar latta att
folja. Inforda beteckningar skall férklaras och definieras och numeriska svar skall anges med minst
tva véardesiffrors noggrannhet. Studenter som ar godkénda pa datorlaborationen far 4 bonuspoéng
pa del II pa ordinarie tentamenstillfillet och det forsta omtentamenstillfillet.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgénglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del 1

Uppgift 1

Lat A och B vara héndelser sadana att P(B) = 1/5, P(A|B) = 1/6 och P(A|B*) =1/7.
Beriikna P(B*|A).

A: 0.226
B: 0.148
C: 0.774
D: 0.033
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Uppgift 2
En stokastisk variabel X har tathetsfunktionen

(0, <0

xQ, 0<z<1

fx(z) = 1
- 1<x<3
3
(0, >3
Bestdm vintevirdet for X3, dvs E(X?3).
Uppgift 3

De tre stokastiska variablerna X,Y och Z uppfyller V(X) =V (Y) =V (Z) =1, samt C(X,Y) =
C(X,Z2)=C(Y,Z)=1/2. Lat W = X +Y + Z. Berdkna D(W + 3).

A: 2.45
B: 3.00
C: 2.12

D: 1.73

Uppgift 4

Lat X och Y vara tva oberoende stokastiska variabler sadana att X € Bin(5,0.2) och Y € Po(1).
Berikna P(X +Y = 2).

A: 0.678
B: 0.136
C: 0.286

D: 0.151

Uppgift 5
Antag att X € N(6,2). Berdkna sannolikheten P (4 < X < 8).

A: 1.000
B: 0.383
C: 1.683

D: 0.683
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Uppgift 6

Lat X € Exp(1/4), d v s intensiteten &r en fjardedel. Bestdm sannolikheten att X antar ett véirde
storre dn 5, givet att virdet ar storre dn 2.

A: 0.528
B: 0.287
C: 0.320
D: 0.472

Uppgift 7

Lat Z = 137.0, § = 208.0, s3 = 92.5, s, = 163.0, n, = 500 och n, = 300 vara givet och antag att
X;ma alla har samma okénda foérdelning, och att Yj:na alla har samma okénda fordelning (kanske
dock ej samma som X;:na). Antag vidare att alla dessa stokastiska variabler &r oberoende.

Ange undre grénsen for det approximativt 99%-iga tvasidiga konfidensintervallet 7, .

A: -97.48
B: -94.91
C: -73.20
D: -72.99

Uppgift 8

Antag att Xi,..., X, utgor ett stickprov pa N (u,0), dir o ar kiénd. Evert onskar testa nollhy-
potesen Hy : =2 mot H; : p < 2 med hjélp av ett lampligt konfidensintervall for .

Vilket av nedanstaende konfidensintervall for p skall véljas for att testets signaifikansniva skall
bli a?
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Uppgift 9

Antag att att vi har tva oberoende observationer z; och x5 av X; € Bin(n;,p), i = 1,2. Ange
ML-skattningen av p.

AL (ﬂf_ N ﬂv_)
2 nq %)

$1+$2
ny + N9

n1T1 + NaZo
n? + n3

n3ri + niws
ni + neo

Uppgift 10
Antag att vi har N stokastiska variabler X; som dr oberoende och tillhor I' -férdelningen I'(k, ©).

k k
Maximum-likelihood-skattningen av. © &r ©,, == TN
Vad &r variansen av denna skattning?
1
A:
k-N-©?2

1
B: N7, o2

1
C: N o

1

D: k2. N2.Q2

Uppgift 11
Vad menas med att en skattning av en parameter dr véntevirdesriktig?
A: Skattningen sammanfaller med stickprovsmedelvirdet.
B: Skattningen ar ett viktat medelvéirde av observationerna.
C: Skattningen ger alltid ratt parametervirde.

D: Viénteviardet av stickprovsvariabeln &r lika med det réatta parametervirdet.
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Uppgift 12

Man missténkte att ett roulettebord pa ett kasino var manipulerat och genomférde ett test med
8000 forsok. Om rouletten &r korrekt skall rod, svart och gron (nollan) komma upp i proportionerna
18:18:1. Testresultatet gav rod: 3771, svart: 4002, gron: 227.

For att testa nollhypotesen Hj :

1 1
P(rod) = %, P(svart) = %, P(gron) = —

berdknar man teststorheten () och far Q) = 7.41.
Bestam testets P-vérde.

A 1%
B: 2.46%
C: 97.5%
D: 5%
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Del 11

Uppgift 13

Vid en tillverkningsprocess kontrolleras de tillverkade enheterna i en datorstyrd sensor. Harvid
klassificeras defekta enheter som defekta med sannolikheten 0.9 och som korrekta med sanno-
likheten 0.1. Vidare klassificeras korrekta enheter som korrekta med sannolikheten 0.85 och som
defekta med sannolikheten 0.15. Vad dr den betingade sannolikheten att en enhet dr defekt givet
att den klassificerats som defekt,om processens felsannolikhet &r 0.17

Uppgift 14

I ett planerat bostadsomrade med 80 ldgenheter bygger man 80 parkeringsplatser. Hur stor ar den
approximativa sannolikheten att antalet parkeringsplatser skall rédcka till, om vi antar att sanno-
likheten att en slumpvald ldgenhet i denna typ av bostadsomrade behover 0 parkeringsplatser, 1
parkeringsplats respektive 2 parkeringsplatser ar 0.4, 0.4 respektive 0.27

Uppgift 15

Vid en undersokning av om hallfastheten hos en viss typ av cement verkar bero av hardningstiden
bestdmdes hallfastheten hos 14 olika provkroppar, som hade hérdats under 2 respektive 7 dagar.
Man fick féljande resultat (i kp/m?)

Héardningstid | Hallfasthet
2 dagar 21.8 21.7 20.0 225 22.0 221 21.9
7 dagar 32.4 31.8 345 339 344 342 34.9

Hallfastheten vid de bada hirdningstiderna kan antas vara normalférdelad med samma standar-
davvikelse o, och vi kan anta oberoende mellan samtliga observationer. Testa om det verkar spela
nagon roll for hallfastheten hos denna typ av cement om vi hdrdar den 2 dagar eller 7 dagar.
Anvind signifikansnivan 10%. Ange tydligt vilka de uppstéllda hypoteserna ér. Din slutsats skall
tydligt motiveras. (10 p)

Uppgift 16

For att bestamma ldngden av en cirkels diameter d har man gjort n métningar av diametern
och m métningar av cirkelns omkrets. Méatningarna kan uppfattas som utfall av oberoende nor-
malférdelade stokastiska variabler vilkas véntevirden Gverensstammer med de sanna ldngderna
och vilkas standardavvikelse &r o, dir o ar ett ként tal. Detta svarar emot att métutrustningen
inte har nagot systematiskt fel och att den &r beprovad sa att man vet standardavvikelsen.

Skatta cirkelns diameter d med MK-metoden utgaende fran
1. de n matningarna av cirkelns diameter,
2. de m maétningarna av cirkelns omkrets,

3. alla n +m métningar.

V.g.V.
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Man kan visa att om 67, och Bops A1 tva oberoende och vintevirdesriktiga punktskattningar av 0
med de kiinda varianserna 0% respektive o3 sa fas den mest effektiva skattningen pa formen

gobs = aezbs + (1 - a)é\obs (1)
da
o3
TRl
1 2

Anvéand ovanstaende for att visa att MK-skattningen av d baserat pa alla n + m métningar ar
den effektivaste skattningen man kan fa da man kombinerar ihop skattningen baserat pa de n
métningarna av cirkelns diameter och de m métningarna av cirkelns omkrets enligt formel (1).
Du behéver inte kontrollera vintevéirdesriktigheten. (10 p)

Lycka till!
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Del I
Uppgift 1
Eftersom B och B* utgor en partition av €2 kan vi anvénda lagen om total sannolikhet pa A
1 1 4 1 155
P(A)=P(B)P(A|B)+P(B")P(A|B")=-x=-+-X=-=
(A)= P(B)P(A] B)+ P(BY) P(A] B) = 5 x s 2 x o= oo
Enligt definitionen av betingad sannolikhet har vi
P(ANB) P(B)P(A|B) +xg 35
P(B|A) = ( ) _PB P4 )=5wf————:0w6

P (A) P(A) 155

30x35
Till slut anvéander vi lagen om komplementhéndelsen pa den betingade sannolikheten for B* givet

A.
35 120
P(B*|A)=1—-P(BJA) =1— — = = = 0.774

Uppgift 2
Vantevardet blir

E(X?) = /mx?fxmym

1 80
-+ —=41/6 ~6.83
6+12 /
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Uppgift 3
Vi har att D(W + 3) = D(W). Vi beréknar forst variansen for W och tar kvadratroten sist.

V(X+Y+2) V(X)+V(X)+V(X)
+ 20 (X,Y)+20(X,Z)+2C(Y, Z)
= 3><1+3><2><%

6

Alltsa blir D(W) = /6 = 2.45

Uppgift 4
P(X +Y = 2) = [ober] = px(O) 'py(2) +px(1) -py(l) +px(2) 'py(0> =
= (0.32768 - 0.18394 + 0.40960 - 0.36788 + 0.20480 - 0.36788 = 0.286

Uppgift 5

4-6 _X-6 _8—6
PA<X<8) = P( < < )

2 - 2 7 2

= P(—ng_6§1>

2
= &(1)—-d(-1)
— (1) - (1- (1))
= 2x®(1)—1
= 2x0.8413—-1
= 0.6826

Uppgift 6

P.g.a. exponentialfordelningens minnesloshet géller att [se hérledningen i Blom et al sid 61]
P(X >5X>2)=P(X>5-2)=P(X >3)=e* =31 =0472
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Uppgift 7

P.g.a. C.G.S. dr bade X X; och ¥Y; approximativt Normalfordelade. P.g.a. att alla linjarkombinationer
av ober Normalférdelade stokastisska variabler dr Normalfordelade sa ar Y — X det och vi kan

anvianda §12.3 1 F.S. och far:
]2 sl
Dy =T =9+ n—x‘Fn—Z')\a/Q

Med insatta numeriska vérden och A,/2 = Ag.g05 = 2.5758 fas:

Ly, = —71£2.20
D.v.s. undre griansen &r -73.20
Uppgift 8
Alternativ A &r ratt. Se laroboken.
Uppgift 9

Eftersom vi har tva oberoende observationer kommer Likelihoodfunktionen att se ut pa foljande
satt.

L) = o) Fratoa) = (2 ) ()i - gy =

InL(p) = In ((nl) : (ng)) + (21 4 22)Inp + (N1 +ng — 21 — 22)In(1 — p)

X1 X2

= (1—=p)(x1+22) +p(x1 + 25 — 17 —3) =0

= 21+ 22 —p(ng +n2) =0

= * . Z1 + X9
Pobsars = n1 + no
Uppgift 10
. 1 1 1 1 k 1
V(O) = V(g - 2Xi) = 55V (BX) = ober] = = - N V(X)) = 5 & = T o2
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Uppgift 11
Rétt svar dr D. Se 6vnuppg 11.1 i laroboken.

Uppgift 12

P-viirdet dr P(forkasta Hy) om Hy dr sann = P(X > Q) dir Q € x*(3 - 1)
Tab 4 = P(X > x*(2) > 7.38) = 0.025 , P(X > x*(2) > 9.21) = 0.01
Alltsa maste P(X;7.41) ligga mellan 0.01 och 0.025.

Det enda alternativet som gor det ar B = P-virdet = 2.46%.
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Del 11

Uppgift 13

Infor foljande beteckningar: K = en enhet &r korrekt; D = en enhet &r defekt; K = en enhet
klassificeras som korrekt; D = en enhet klassificeras som defekt. Enligt uppgiften vet vi att

P(D)=0.1, P(D|D)=09, P(K|D)=0.1o0ch P(K|K)=085 P(D|K)=0.15.

Vi soker den betingade sannolikheten for att en enhet dr defekt givet att den klassificerats som
defekt, d.v.s. med beteckningarna ovan, P(D | D). For att bestdimma denna sannolikhet utnyttjar
vi Bayes’ sats, som ger R
~ P(D|D)-P(D
P(D|D)= (D] 2\ (D)
P(D)

Enligt lagen om total sannolikhet fas
P(D)=P(D | D)-P(D)+PD|K)-P(K)=09-01+0.15- (1 —0.1) = 0.225,
ty P(K) =1— P(D). Detta ger

0.9-0.1
=04.

PD| D) =555 =04

Uppgift 14

Infor beteckningen X; for antal bilar tillhérande ldgenhet nr ¢ och Y for totala antal bilar, vi har

ocksa att
80

Y=) X=X +Xz+...+Xs.
i=1
Den sokta sannolikheten &r P (Y < 80).
Vi antar att X;:na &ar oberoende och likaférdelade. Y blir da en summa av manga, oberoende och
likafordelade variabler vilket leder till att CGS kan anvéindas. Y ~ N(n - pu,/n - o), dir n = 80,

2
E(X)=> kP(X;i=k)=0-04+1-04+2-02=038
k=0

2
E(X) =Y KP(Xi=k) =02 04+12.04+2%-02=12
k=0

V(X)) =E(X}) - E(X;)’=12-0.8" =056
D (X)) =+/V (X;) = V0.56
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Vi far da att Y ~ N(80-0.8,4/80 - 0.56) och den sokta sannolikheten blir

— )%

P(Y§8O):P(Y_80'O'8 80—80-0.8) o 16

< — -
V80-0.56 ~ /80-0.56 <\/80-0.56
~ ©(2.39) = 0.99

Svar: Antalet bilplatser racker med sannolikheten 0.99.

Uppgift 15

Tva oberoende stickprov med N(j4, 0)- respektive N(up, o)-fordelade observationer. Ett 90%-igt
konfidensintervall for p4 — pp blir med t-metoden (FS 11.2)

_ 2
T—yLttoos(T+7— 2)3\/;
dar ¥ = 33.72857143 och y = 21.71428571. Vidare far vi

s4 = 1.165781977

sp = 0.7988086367

o (1=D+(T-1)s}
T+7—-2

som ger
s = 0.9992854587

och vi far intervallet till 12.104 + 1.78 - 0.9992854587+/2/7 = 12.104 £ 0.951.

Vi tar Hy : pa = pup och Hy : pa # pp. Vi forkastar Hy pa signifikansnivan 10% eftersom konfi-
densintervallet inte innehaller 0. Slutsatsen &r alltsa att det spelar roll om man hérdar cementen
2 eller 7 dagar.

Uppgift 16

Lat z1, xs, ..., x, beteckna data fran métningarna av cirkelns diameter. Dessa dr observationer av
X1, Xo,..., X, som ar N(d,o), medan data yi,¥s,. ..,y fran mitningar av cirkelns omkrets &r
observationer av Y1, Ys, ..., Y,, som ér N(wd, o). Samtliga X;m och Y;:n dr oberoende av varandra.

1) For att berdkna MK-skattningen av d baserat enbart pa observationerna z1, x, . . ., x,, betraktar

V1
n

Qd) = 3 (@i - d

i=1

Derivering map d ger
n

Q) =) —2z;—d

=1

Séatter vi derivatan till 0 fas ekvationen
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ixi —nd = 0.
i=1

Loser man denna for d far man att MK-skattningen av d baserat pa observationerna xi, s, ..., x,

ar
1 n
:bs = ﬁ Z Zj.
=1
2) For att berdkna MK-skattningen av d baserat enbart pa observationerna i, o, . . ., Y betraktar
vi

m

Q) =) _(y; — md)?
i=1
Derivering map d ger
Q'(d) =) —2n(y; — nd)
i=1

Satter vi derivatan till 0 fas ekvationen

Zm:yi —mmd = 0.
i=1

Loser man denna for d far man att MK-skattningen av d baserat pa observationerna yq, vs, . . ., Ym
ar
~ 1 &
dops = oo Zl Yi-
1=

3) Slutligen for att berdkna MK-skattningen av d baserat pa samtliga observationer, dvs baserat
pa x1,To, ..., T, OCh y1, Y, ..., Yy, betraktar vi

n m

Q) = (xi—d)* + > (y; — md)*.

i=1 =1

Derivering map d ger
n m

Q'(d) = Z —2(w; — d) + Z —27(y; — 7d)

=1 =1

Satter vi derivatan till 0 fas ekvationen

zn::ci — nd—i-ﬂgm:yi —mm?d = 0.
i=1 i=1

Loser man denna for d far man att MK-skattningen av d baserat pa observationerna xi, s, ..., T,
och y1,vy2, ..., Ym &r . .
JME _ Do Tit T i

obs n+ ﬂ_Qm
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Vi berdknar nu variansen for den till d},, hoérande stickprovsvariabeln d*. Vi far

V(d) = V(%ZX>

Hér har vi utnyttjat att X;:ma dr oberoende for att fa andra likheten och att X; € N(d, o) for att
fa tredje. R
Variansen for stickprovsvariabeln svarande mot dys ges av

Vd) =V <%i¥)

——mo’ = .
m2m?2 m2m

Hér har vi utnyttjat att Yj:na dr oberoende for att fa andra likheten och att Y; € N(nd, o) for att
fa tredje. R
Om vi nu later oy = V(d*) och 09 = V/(d) sa far vi att

o3 o?/(m*m) B n
ot +o? o%/n+o%/(m®m)  n+nim

Insatt i formel (1) far vi nu

2 * 1
dObS = dobs + 2 d
01 + Ul + 0'2

- n+77m nz% n+7rm ﬂmzyl

1
- n—l—ﬂmZmi n + w2 mzyl

=1

och dirmed ser vi att dMK = = d,ps, dvs MK-skattningen av d baserat pa alla n + m métningar
ar den effektivaste skattningen man kan fa da man kombinerar ihop skattningen baserat pa de n
métningarna av cirkelns diameter och de m métningarna av cirkelns omkrets linjért.



