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TENTAMEN I SF1920/SF1921 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK,
TISDAG 10 MARS 2020 KL 8.00-13.00.

Ezaminator for SF1920/SF1921: Bjorn-Olof Skytt, 08-790 86 49.

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II. Del I bestar av uppgifterna 1-12. Pa
denna del skall endast svar anges, antingen i form av ett numeriskt virde med tre vérdesiffrors
noggrannhet eller i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Studenter som ar godkénda
pa kontrollskrivningen behéver ej besvara uppgift 1-3 pa del I, utan far tillgodordkna sig dessa
tre uppgifter av den ordinarie tentamen och den forsta omtentamen. Gransen for godként &ar 9
podng. Mojlighet att komplettera ges for tentander med 8 poéng. Tid och plats fér komplettering
kommer att anges pa kursens hemsida.

Del IT bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéang. Del II réttas bara for
studenter med minst 8 podng pa del I och poéng pa del II krivs for hogre betyg én E. Pa denna
del skall resonemang och utrakningar vara sa utfoérliga och vél motiverade att de ar latta att folja.
Inférda beteckningar skall férklaras och definieras och numeriska svar skall anges med minst tva
vardesiffrors noggrannhet. Studenter som &r godkidnda pa datorlaboration 2 far tillgodoréikna sig
uppgift 12 pa del I och far dessutom 3 bonuspoéng pa del II av den ordinarie tentamen och den
forsta omtentamen.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgénglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del I

Uppgift 1
For héandelserna A och B géller att ett av de fem pastaendena nedan ar felaktigt. Vilket?
A: P(AUB) = P(A)+ P(BnN A*)
P(ANB)=P(B|A)-P(A)

P

(
(
P(AN B*) = P(A) — P(BN A)
(B|A)=1-P(B"| A7)

(

= 9 Q v

P(B)=P(BNA)+ P(BNA"



forts kontrollskrivning i SF1923/SF'1924 2020-04-07 2

Uppgift 2

En stokastisk variabel X har férdelningsfunktionen
1—e™ x>0,
Fx(l') =
0, x < 0.

Bestim E(e ).

Uppgift 3

Den tvadimensionella s.v. (X,Y') antas vara likformigt fordelad pa kvadraten
K={(z,y): =1 <x<1,-1<y<1} Berikna P(0 < X +Y < 1.5).

A: 0.125
B: 0.438
C: 0.469
D: 0.500

Uppgift 4

En basketspelare skjuter 12 straffkast. Antag att sannolikheten att hen satter ett straffkast ar
0.8 och att sannolikheten inte fordndras for olika kast. Antag ocksa att hiandelserna att sétta ett
straffkast &r oberoende av varandra. Bestdm sannolikheten att antalet satta straftkast Gverstiger
7 men ¢j 10.

A: 0.520
B: 0.653
C: 0.706
D: 0.859

Uppgift 5

Sara ska veckohandla i en stor affar och gora ett inkop pa 48 artiklar. Antag att alla belopp
avrundas vart och ett till hela kronor. Avrundningsfelen X, Xs,..., X3 antas vara oberoende
stokastiska variabler som ér likformig fordelade U(—0.5,0.5). Saras totala avrundningsfel betecknas
X =X, + Xo+ ...+ Xys. Berdkna den approximativa sannolikheten P(—2 < X < 2).

A: 0.046
B: 0.317
C: 0.683
D: 0.954
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Uppgift 6

Lat X och Y vara tva oberoende stokastiska variabler sadana att E(X) = FE(Y) =1, D(X) =11
och C(XY,Y) = 9. Bestam D(Y).

Uppgift 7

Lat X3, X5 och X3 vara tre oberoende likafordelade stokastiska variabler sadana att X; € Po (p).
Berédkna maximum-likelihood-skattningen av pu da zy =4, x5 = 10 och z3 = 1.

Uppgift 8

Antag att vi for att skatta vantevirdet p i en normalférdelning, med okdnd standardavvikelse
o, planerar att ta ett slumpmaéssigt stickprov zi, xs, ..., z, av storlek n = 15. Medelvirdet blev
T = 20 och standardavvikelsen s = 5. Da blir ett 95% konfidensintervall for vantevirdet pu:

A: (17.23,22.77)
B: (17.42,22.58)
C: (17.73,22.27)
D: (18.71,21.29)
Uppgift 9
Antag att vi gor tva stickprov x1, xs, ..., x, och y1, 4, ...,y fran tva oberoende normalférdelade
populationer N(pi,01) respektive N(ug,09). Stickprovet xi,zs,...,x, gav medelvirdet T och
standardavvikelsen s,, medan stickprovet vy, vys, . . ., ¥m gav medelvirdet 3y och standardavvikelsen
s,. Antag vidare att i populationen o1 = 09 och att de dr okénda. Vi testar Hy : p11 = po mot
Hy : 1 < g, pa signifikans nivan 1%. Som testvariabel anvands: ¢t = sji_i, dar
52 = % Om stickprovsstorlekarna dr n = 12 och m = 13, sa forkastas Hy om
At < =281
B: |t| > 2.81
C: t < —=2.50
D: |t| > 2.50
Uppgift 10

Antag att ett parti fick 17% av rosterna i senaste val. Enligt en gallupundesokning omfattande
900 personer har andelen vid ett senare tillfalle skattats till 18.5%. Kan vi nu dra slutsatsen att
stodet har okat? Svara pa fragan genom att ange P-vérdet for det motsvarande testet.
Ledning: Anvand approximationen Bin(n,p) ~ N(np,/np(1 —p)) om np(1 — p) > 10.

A: 0.058
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B: 0.115
C: 0.246
D: 0.877

Uppgift 11

Biverkningseffekter av tva typer av medicin, bendmnda Typ 1 och Typ 2, har studerats i en grupp
om 570 personer. Resultatet sammanfattas i tabellen nedan.

Medicin av Typ 1 | Placebo | Medicin av Typ 2
Antal som upplevde biverkningar 27 10 17
Antal som inte upplevde biverkningar 373 70 73

For att testa nollhypotesen Hj : Det finns ingen skillnad mellan grupperna, berdknar man test-
storheten @) och far @@ = 13.62. Vilken slutsats kan man dra da man fatt denna teststorhet?

A: Hj kan varken forkastas pa risknivan 1% eller risknivan 0.1%

Y

Hy kan forkastas pa risknivan 1%, men inte pa risknivan 0.1%

Q

Hy kan forkastas pa risknivan 0.1%, men inte pa risknivan 1%

<

P-vardet ar storre an 0.05

Uppgift 12

Foljande datamaterial beskriver hur férsdljningen av en vara beror av hur mycket som spenderats
pa reklam.

Reklamkostnad (kkr) [ 12 | 19 | 21 | 25 | 28
Forséljning (kkr) 96 | 108 | 114 | 110 | 127

Det &r rimligt att tro att det foreligger ett linjért samband mellan variablerna. Utifran datama-
terialet ovan skattas en linjar regressionsmodell

yi:a—l—ﬁxi—l—&?i,

dér y; = forsdljning (kkr) beror av z; = reklamkostnad (kkr) och ¢; betecknar slumpméssiga fel,
i = 1,...,5. Bestdm minsta-kvadrat-skattningarna o, , och 37  av regressionskoefficienterna a
respektive .

S

A: o, = 1.66, 5% = 76.14

obs obs

B: Oé:;bs - 1.66, 5:()5 - 145-86
C: ¥, = 76.14, B, — 1.66
D: af, = 145.86, 57, = 1.66
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Del 11

Uppgift 13

Felkvoten vid en tillverkningsprocess &r 0.03. Ur ett parti om 5000 tillverkade enheter viljer man
pa mafa 100 enheter och justerar processen om fler &n k av dessa ar defekta. Lat Y beteck-
na antalet defekta enheter bland dom 100 utvalda. Bestdm det minsta heltal k, for vilket det
galler att P(processen justeras)= P(Y > k) < 0.01. Ledning: Vélmotiverade approximationer ar
tillatna. (10 p)

Uppgift 14

Anna koper en utomhusbelysning. Belysningen bestar av tva oberoende (i statistisk mening)
parallellkopplade lampor. Hon vet av erfarenhet att livslingden for var och en av lamporna &r
exponentialférdelad med parametern \. Livslangden T' for belysningen &r da livslangden for den
lampa som gar sonder sist.

a) Vilken fordelning har livslangden 7" av utomhusbelysningen? Svara pa fragan genom att ange
tathetsfunktionen fr(t) for T. Ledning: ange forst fordelningsfunktionen Frp(t) for T. (6 p)

b) Bestdm den forvantade livslangden E(7T') av belysningen som en funktion av A. (4 p)

Uppgift 15

Om tva oberoende exponentialforedelade stokastiska variabler med parameter a adderas far man en
s.k. Erlangfordelning, efter en dansk teleingenjor. Denna fordelning har viktiga tekniska tillimpningar:
t.ex. dr summan av vantetid och betjaningstid i ett kosystem ofta Erlangfordelad, eftersom
man antar att saval vintetid som betjaningstid dr exponentialférdelade. Erlangfordelningen har
tathetsfunktionen

a*re ", x>0,
fx(z) =
0, x < 0.
a) Bestam ML-skattningen av parametern a baserad pa obersvationerna zi,xs,...,x, av den
Erlangfordelade stokastiska variabeln X. (5 p)
b) Bestdm MK-skattningen av parametern a baserad pa obersvationerna zi, xs, ..., x, av den

Erlangfordelade stokastiska variabeln X. Ledning: bestam forst vénteviardet F(X). (5 p)
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Uppgift 16

Forsokpersoners reaktionstider i sekunder vid ett visst psykologiskt test kan antas vara nor-
malfordelade med vantevérde p och den kéinda standardavvikelsen o = 2. For att testa Hy : p = 25
mot H; : p < 25 gér man n st observationer och far medelvérdet z.

a) Stall upp det villkor, uttryckt i Z och n, som skall gilla for att Hy skall forkastas
pa 1%-nivan. (4 p)

b) Hur manga obersvationer n behévs om man vill att styrkan for alternativet p = 23 skall
vara minst 0.98 7 (6 p)

Lycka till!
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LOSNINGSFORSLAG TENTAMEN I SF1920/SF1921 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK,
TISDAG 10 MARS 2020 KL 8.00-13.00.

Del I, Svar
1.D
2. 0.5
3.C
4. B
5.C
6.3
7.5
8. A
9.C
10. B
11. B
12. C
Del I1I, Svar
13. k=8

14a. Tithetsfunktionen fr(t) = 2X\(1 — e M)e=
14b. E(T) = &

16a. Forkasta Hy om T < 25 — )\0,01\%, dar Ago1 = 2.3263 (Tabell 2)
16b. Minst n = 20 observationer
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LOSNINGSFORSLAG TENTAMEN I SF1920/SF1921 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK,
TISDAG 10 MARS 2020 KL 8.00-13.00.

Del I, Losningar

Uppgift 1
Svar: D. Det korrekta uttrycket dr: P(B|A) =1 — P(B*|A)

Uppgift 2
Vi deriverar Fx(z) for att fa tathetsfunktionen fx(x). Dérmed

E(e™¥) :/ e fx(x)dx :/ e “e " dr :/ e *dr = (— %e%‘")
0 0 0

Svar: 0.5

oo_ 10

0

Uppgift 3

Genom att ténka geometriskt/grafiskt, for en tvadimensionell s.v. (X, Y) som &r likformigt fordelad
pa kvadraten K = {(z,y): -1 <z <1,-1<y <1}

arean av {(z,y): —x <y < —z + 1.5}

PO<X+Y <15)= = |rita] = 2———2— = 0.4688

arean av { K}

Svar: C

Uppgift 4

Lat s.v. Y vara antal straffkast av 12 hen inte sétter. Da har vi att Y € Bin(12,0.2), och det vi
soker ddrmed é&r

P2<Y <4)=P(Y <4)— P(Y < 1) = |Tabell 6] = 0.92744 — 0.27488 = 0.65256

Svar: B

Uppgift 5
Vinteviirdet p och standardavvikelsen o for X; € U(—0.5,0.5) dr p = =23t%2 — ( resp

o= 0'5750‘5) = @/%, i=1,...,48. Vidare, enligt centrala gransvirdesatsen (CGS) &r

X =X\ + ...+ X5 approximativt N(0-48, /5 - V/48) = N(0,2). Saledes,

P(-2<X<2)=P(X<2) - P(X <-2)= @(%) - @(_22_ 0) — B(1) — (1) =
= ®(1) — (1 - B(1)) = 20(1) — 1 = |Tabell 1] = 2(0.8413) — 1 = 0.6826.
Svar: C
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Uppgift 6
Vi har C(XY,Y) = F(X -Y?) — E(XY) - E(Y) = |[X och Y &r oberoende| = E(X) - E(Y?) —
E(X) - (E(Y)). Vidare, eftersom E(X) =1 och C(XY,Y) =9,

D(Y) = VV{¥) = VE?) - (EY)) = /OXY,Y) = Vi =3

Svar: 3
Uppgift 7
Forst stéller vi upp likelihood-funktionen. Eftersom X; € Po(u),i = 1,2,3, har vi
3 T; >
[l H=t -3
L = — K = € }L.
0= G = e
Vi deriverar log-likelihooden L(x) och l6ser ekvationen w = 0:
m

dIn(L d
din(l) _ (2 ) = (o)) = ) =0
Liti_g_y
1
Saledes, maximum-likelihood-skattningen av p ar p,. = % = % = 5.
Svar: 5
Uppgift 8

Vi har, eftesom o ar okdnd,

1,0.95) = (Txtap(n— 1)i) = |ta/2(n — 1) = to025(14) = 2.14, Tabell 3|

vn
= (20+ 2.141) = (20.0 £ 2.7627)
V15
(17.2373,22.7627) = |Gardering utat for minst 95% konfidens|

= (17.23,22.77).

Svar: A
Uppgift 9

Vi vet att o; = o9 ar okédnda, n = 12 och m = 13, samt o = 0.01.

_ 1824 (m—1)s2
Testvariabeln t = —=2— &r t(n + m — 2) fordelad, déir s* = %

Saledes, eftersom H; : 3 < us, forkastas nollhypotesen om
t < —to(n+m—2),

dar to(n +m —2) = t901(23) = 2.5, fran Tabell 3.
Svar: C
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Uppgift 10

Vi testar Hy : p = 0.17 mot Hy : p > 0.17 i X € Bin(n, p)-fordelning, dar X &r antal av n = 900
undersokta som stodjer partiet. ML-skattingen av p ar p* = X/n. Denna skattning/andelen &r dven
véntevirdesriktig (E(p*) = p) och dérfor anvénds som en teststorhet for att prova Hy : p = 0.17
mot Hy : p > 0.17. Om H, &r sann, galler att np(1 — p) = 900(0.17)(1 — 0.17) = 127 > 10, och
dérfor enligt approximationen

X € Bin(n,p) =~ N(np,\/np(1 —p)).

Storheten p* = X /n #r saledes ocksa approx normalfordelad:

= ;_( 2N<%’ np(qlﬂ—p)> :N<p7 p(ln—p)>

om Hj ar sann. Enligt galuppundersokning, fick vi p’,. = 0.185, och dérfor har vi for Hy : p = 0.17
mot Hy : p > 0.17:

P-virdet = P(p* > p}y,|Ho dr sann) = P<p* > 0.185(p" ~ N(O.l?, V0.17(1 — 0.17)/900))

0.185 — 0.17
= 1- @(—> —=1—®(1.2) = |Tabell 1] =1 —0.885 = 0.115
0.17(1—0.17)
900

Svar: B

Uppgift 11

H, forkastas pa risknivan «, om teststorheten @ > x2(2) = x2((2 — 1)(3 — 1)).

Fran Tabell 4, x2 0;(2) = 9.21 och x2 5, (2) = 13.8. Eftersom @ = 13.62, innebér detta att Hy kan
forkastas pa risknivan 1%, men inte pa risknivan 0.1%.

OBS! P-virdet for testet kommer att vara mindre &n 0.01, eftersom @ = 13.62 > 9.21 = x2 ,,(2),
och saledes kan inte vara storre an 0.05.

Svar: B

Uppgift 12

Alternativen A och B kullkastas pa en gang. Detta eftersom, om man réknar pa varje av datapunk-
ter, far vi inte ihop nagot vettigt alls. Exempelvis, for elternativet A och den férsta datapunkten,
har vi: oy + 85,21 = 1.66 + (76.14)(12) = 915.34 jmf med 96 som &r y;.

Med samma resonemang kan man latt utesluta dven det svarsalternativet D. Alltsa, den korrekta
MK-modellen blir: ¢; = 76.14 + 1.66 x;, alternativ C.

Man kan &ven anvénda sig av minirdknare eller formelsamling for att berékna o, och 3%, . Svaret
blir detsamma.

Svar: C
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Del 11, Losningar

Uppgift 13

Stokastisk variabel Y € Hyp(N,n,p), dir N = 5000,n = 100,p = 0.03. Eftersom n/N =
100/5000 = 0.02 < 0.1, foljande approximation kan anvindas:

Y € Hyp(N,n,p) ~ Bin(n,p).
Och sedan, eftersom p = 0.03 < 0.1, sa approximerar vi Bin-ford med Po-ford:
Y ~ Bin(n,p) ~ Po(np) = Po(3).
Fran Tabell 5 for Y ~ Po(3) ser vi att det minsta heltal k = 8, for vilket
P(processen justeras) = P(Y >8)=1—P(Y <8)=1-0.9962 < 0.01.

Detta eftersom P(Y > 7)=1—-P(Y <7) =1-0.9881 > 0.01, och &ven for alla m < 7 pa samma
satt kan man visa att P(Y > m) > 0.01; men P(Y > 9) =1—-P(Y <9) =1-0.9989 < 0.01,
och &ven for alla I > 9 pa samma sitt kan man visa att P(Y > [) < 0.01.

Svar: k=8

Uppgift 14

Lat & vara livslangd for lampa ¢, § € Exp()), i = 1,2. Dvs. &;,i = 1,2, &r oberoende likaférdelade
slumpvariabler med densamma férdelningsfunktion Fy, (t) =1 —e ¢ > 0.

Slumpvariabel 7', livslingden av den lampan som gar sonder sist, definieras i sa fall pa foljande
satt:

T = max({l, 52)
a) Fordelsningsfunktionen Frp(t) for T blir da:

FT(t) = P(T < t) = P(maX(§1,§2> < t)
= P({& <t}n{& <t}) = |& och & &r oberoende|

=[P <t =(Fa)’
=(1-e™? t>0.

Téthetsfunktionen fr(t) for T far vi sedan genom att derivera Frp(t):

— dliiTt(t) _ %((1 _ e—At)2> —2(1— M)A,

fr(t)

Svar: fr(t) =2XA(1 — e M)e
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b) Vi har:
E(T) = /OO tfr(t)dt
0
= /Oo t2>\(1 - e’)‘t)e’Mdt
0
= / N t()\e_)‘t) dt — / N t<2)\e_2’\t> dt
0 0

o0 1
’E(Y) = / y(ue’“y)dy = om fy(y) = pe™,y >0, dvs Y € Exp(u)
0

L1 3
CTA 24 2
Svar: E(T) = 3

Uppgift 15
a) Antag att a > 0. Forst sitter vi upp likelihoodfunktionen:

L(a) = f(x1,...,z,;a) = |oberoendet| = Hf(xi;a)
i=1

_ n )
—”axz —ari — g2n ||xz 'eazﬁl‘”

Efter det logaritmeras likelihoodfunktionen L(a):
In L(a) ( sz —a}i, xz)
=2nln(a) + Z In(x;) — a Z x;
i=1 i=1

For att leta reda pa a som maximerar In L(a), deriverar man forst funktionen In L(a) m.a.p. pa
a. Sedan sdtter man upp foljande ekvation och l6ser den for a:

dln L(a)
da

n

= 0, som blir

2
=1

a

Saledes, blir ML-skattningen av parametern a fran den sista ekvationen:

2n

AN obs = S 2/z.
=1

. * — 7
Svar: ajyp g = 2/7
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b) Antag att a > 0. For att sdtta upp funktionen @) = @Q(a) som ska minimeras, behéver man
forst berdkna vantevirdet F(X). Vi har

pw=EX)= / rfx(z)dr = / a’r’e”dr = a/ 2 (ae™")dx = aB(Y?),
0 0 0
dér s.v. Y € Exp(a). Vidare, for Y € Fxp(a) giller att:
2 2 . 1 N2 2
EY?)=V(Y)+ (E(Y)) = |formelsamling| = = + (—) = —.
a
Saledes,

p=FEX)=aBEY? = 5=

Vi fortsdtter med att sdtta upp funktionen Q(a) som ska minimeras sedan m.a.p. parametern a:

Q@) = Y (w1 = (@)’ = ufa) = p = B(X) = 2, vi

Slutligen, for att bestdmma MK-skattningen aj s av parametern a, dvs hitta en sadan a som
minimerar funktionen Q(a), deriverar vi forst Q(a) m.a.p. a. Sedan sétter vi upp foljande ekvation
och loser den for a:

23 ((-2)3) -0
L3t o
S -2) -0

Saledes, blir MK-skattningen av parametern a fran den sista ekavionen:

2n
* _ . - __ *
AN K obs = —Zn T 2/T = a)p obs-
i=1Li

. Ak — o
Svar: ajyx g = 2/7
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Uppgift 16
a) Vi vet att ¢ = 2 och siledes X € N(pu, \%) (eftersom alla reaktionstider antas vara nor-
malfordelade), som medfor efter tranformationen att Z = / TREEN (0,1).
Dérfor har vi:
P(forkasta Hy|Hy &r sann) = 0.01(= «)
P(Z < —Xoo1|lp = 25) = 0.01 (vénstra a-svansen i N (0, 1)-ford)

X —p
P( “A :25):0.01
a/\/ﬁ< 0.01 |
X —25
A ): 01
(2/\/ﬁ< 0.01 0.0
2
P(X <25 —=Xo1—) =0.01
( < 001\/5)

Vilket innebér att, baserat pa det observerade medelvirdet z, om

T <25— A\ 2
x — A0.01 =)
Vn
sa forkastas Hy : p = 25 mot Hy : u < 25 pa 1%-signifikansnivan, dar A\g o, = 2.3263 fran Tabell 2.
Svar: Forkasta Hy om T < 25 — %.

b) Vi séker n sa att styrka h(23) = 0.98, eller P(férkasta Ho|pu = 23) = 0.98
Vidare, fran a) och eftersom X € N(u, \/iﬁ), har vi:

_ 2
P(X < 25— /\O'OIT‘N

P(X < 25— Xpo1—= \X c N(23, — ) 0.98, vilket medfér,

(25 — /\001— -2

= 23) = 0.98, som blir,

3
= 0.98, och fran Tabell 1,
2/ \/_ )
25_)‘001f 3—206
2/V/n o

Genom att 16sa den erhallna ekvationen, far vi n, dvs:

25 — A\go1—= — 23

NG :
= 2.06, som blir,
2/v/n
2
20 — 23 = (206 + )\0‘01)77 fran Tabell 2 &r >\0A01 = 23263,
n
2
= (206 + 2326?))%, eller,

Vvn = (2.06 + 2.3263) = = 4.3863, vilket innebér att
n = 4.3863* ~ 19.24

DN DO

Svar: Det behovs minst n = 20 observationer.



