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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF1912/1915 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK,
FREDAG 16 OKTOBER 2020 KL 8.00-13.00.

Examinator for SF1912: Mykola Shykula, 08-790 6644.
Examinator for SF1915: Bjorn-Olof Skytt, 08-790 8649.

Tillatna hjalpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, benimnda del I och del II. Del I bestar av uppgifterna 1-12. Pa
denna del skall endast svar anges, antingen i form av ett numeriskt virde med tre vérdesiffrors
noggrannhet eller i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren anges pa svars-
blanketten. Studenter som &ar godkénda pa kontrollskrivningen behover ej besvara uppgift 1-3,
utan far tillgodordkna sig dessa tre uppgifter. Studenter som &r godkéinda pa datorlaborationen
behover ej besvara uppgift 12, utan far tillgodordkna sig denna uppgift. Detta géller pa ordinarie
tentamen och vid forsta omtentamen. Gréansen for godkéant dr prelimindrt 9 podang. Mojlighet att
komplettera ges for tentander med, preliminért, 8 poéng.

Del IT bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II rittas bara for
studenter som &r godkinda pa eller far komplettera del I och poéang pa del II krévs for hogre betyg
an E. Pa denna del skall resonemang och utrikningar skall vara sa utférliga och vil motiverade
att de &r latta att folja. Inforda beteckningar skall forklaras och definieras och numeriska svar skall
anges med minst tva virdesiffrors noggrannhet. Studenter som &r godkénda pa datorlaborationen
far 3 bonuspoéing pa del II pa ordinarie tentamenstillfallet och det férsta omtentamenstillfillet.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfallet och kommer att
finnas tillgéinglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del I

Uppgift 1

Ett litet foretag levererar paket till hushall i en skirgardskommun. 70% av paketen levereras med
bil, 10% med cykel , och 20% med bat. Andelen skadade paket av de som levereras med bil dr 2%.
Om paketen levereras med cykel dr andelen skadade paket 10%. Om leveransen sker med bat ar
andelen skadade paket 5%

Hur stor andel av alla levererade paket ar skadade?
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Uppgift 2
En stokastisk variabel X har tathetsfunktionen

0, <0
fx(z)={ 0.08z, 0<z<5
0, T >9
Bestam V(X).
A: 1.18
B: 1.39
C: 3.54
D: 12.50
Uppgift 3

Lat XY och Z vara oberoende stokastiska variabler sadana att D(X) = 2, D(Y) = 5, och
D(Z) = 3.
Bestdm D(3X —2Z +Y —3).

A: 5.06
B: 6.85
C: 8.06

D: 9.85
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De stokastiska variablerna X och Y har den simultana sannolikhetsfunktionen

Saledes antar X vérdena 0 och 1, medan Y antar viardena 0, 1, och 2.
Berdkna P(X = 1]Y =1).

A: 3/7
B: 1/4

C: 7/12

D: 3/5

Lat X vara en Normalfordelad stokastisk variabel med vintevirde E(X) = —4 och standardavvi-

Uppgift 4

pX,Y(j7k) 0 1 2
1/12 1/6 1/6
1 1/4 1/4 1/12

kelse D(X) =2. D.v.s. X € N (—4,2).
Bestdm a sa att P(X > a) = 0.05.

A: -0.71
: -0.08

- 0.71

Pa en verkstad arbetar 10 personer. Varje person anvinder sin skruvdragare 20% av arbetsti-
den. Héandelserna att olika personer anvédnder sin skruvdragare antas vara oberoende. Beridkna
sannolikheten att minst 2 personer anvinder sin skruvdragare samtidigt.

A: 0.32
B: 0.59
C: 0.62
D: 0.68

B
C: 0.08
D

Uppgift 5

Uppgift 6
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Uppgift 7

Lat X7, X5 och X3 vara tre oberoende stokastiska variabler sadana att X; € Po (u), Xy € Po (3u),
och X3 € Po (5u). Berdkna maximum-likelihood-skattningen av p da x; = 13, z9 = 31 och x3 = 55.

Uppgift 8

Lat x vara en observation av X € Bin(n,p), dir n dr kénd, men p dr en okdnd parameter.
Minsta-kvadrat-skattningen av p ges da av

., T
Pobs = n’
dvs p* = %
Bestdm medelfelet for p*, dvs bestam d(p*).
A- z(n—z)
B: z(n—1)
Uppgift 9
Antag att vi gor tva stickprov x1, zs, ..., , och y1,¥s, ..., Y, fran tva oberoende normalférdelade
populationer N(u1,01) respektive N(uq,02). Stickprovet xq,zs,...,z, gav medelvirdet T och
standardavvikelsen s,, medan stickprovet yi,¥s,..., ¥, gav medelviardet 3 och standardavvikel-

sen s,. Antag vidare att i populationen o, = o9 och att de &r okénda. Vi testar lfloiz J41 = jt2 MOt
Hy : pp # po, pa signifikans nivan 10%. Som testvariabel anvinds: t = dir s =

T—

Y
+1’

S|
3

(n71)33+(7ﬂ*1)82 0 . o .. .. .. .
=~ Om n =12 och m = 10, &r beslutsregeln f6r att forkasta Ho:

A: t>1.33
B: [t| > 1.33
C:t>1.72

D: |t| > 1.72
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Uppgift 10

Anta att X € Po(u) och lat Hy vara att pu = 7. Vi vill testa Hy mot alternativet u > 7 och
forkastar Hy om vi observerar ett stort viarde x pa s.v. X. Antag att vi observerat x = 13. Bestdm
testets P-varde.

A: 0.013
B: 0.027
C: 0973
D: 0.987

Uppgift 11
Lat X € N(u,1) och vi testar Hy : = 0. Lat xy, xo, x3 och z4 vara fyra oberoende méatningar pa
4
s.v. X. Vi berdaknar medelvardet T = Z:le och forkastar Hy om T > 0.56. Bestdm styrkan hos

testet for alternativet Hy : u = 1.

A: 0.67
B: 0.71
C: 0.81

D: 0.95
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Uppgift 12

I ett avancerat vixthus utfors ett experiment for att avgora om méngden belysning paverkar hur
mycket jordgubbar vixer. Belysningen méts med hjélp av ett belysningsindex och jordgubbarnas
vikt méts i gram. De forsta fyra erhallna observationerna foljer nedan.

Belysningsindex | 5 | 10 | 10 | 15
Jordgubbsvikt (g) | 20 | 26 | 34 | 40

Det ar rimligt att tro att det foreligger ett linjért samband mellan variablerna. Utifran datama-
terialet ovan skattas en linjér regressionsmodell

Yi = a+ Br; + &,

dar y; = jordgubbsvikt (g) beror av x; = belysningsindex och &; betecknar slumpmaéssiga fel,
© = 1,...,4. Minsta-kvadrat-skattningarna av regressionskoefficienterna o och 3 blev o, = 10
respektive 5% =2

Vilket av de fyra svarsalternativen nedan motsvarar 13(0.9), dvs ett 90% konfidensintervall for den
effekt som belysningindex har pa jordgubbsvikten, om man vet att effekten i fraga &ar signifikant
pa 10% nivan.

Ledning: Inga berdkningar behovs for att 16sa uppgiften.

A: (0.35,3.65)
B: (3.64,16.36)
C: (—0.43,4.43)
D: (-

7.52,27.52)
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Del 11

Uppgift 13

I en dator berdknas det aritmetiska medelvirdet av 40 reella tal, som har avrundats till den
ndrmaste tiondedelen. Som statistisk modell fér avrundningsfelet fér det i:te talet tas den sto-
kastiska variabeln X;, som é&r likformigt fordelad (= rektangelférdelad) i [—0.05,0.05], dvs. X;€
U (—0.05,0.05) for ¢ = 1,...,40. Avrundningsfelen antas vara oberoende fran ett tal till an-
nat. Berdkna approximativt sannolikheten for att det aritmetiska medelvardet, sasom berdknat
av datorn, skall overstiga det réatta virdet med mer &n 0.01. Den inférda approximationen skall
motiveras. (10 p)

Uppgift 14

En person ska ta tva bussar(en pa morgonen och en pa kvillen). De tva vintetiderna X och Y &r
oberoende och U (0, 10)-férdelade.

a) Berdkna sannolikheten att den totala véntetiden blir hogst 8. (2 p)
b) Bestdam fordelningsfunktionen F'(z) for den totala vantetiden Z = X + Y. (6 p)
c¢) Berikna sannolikheten att den totala véntetiden blir hogst 13. (2 p)

Ledning: (X,Y) &r likformigt fordelad pa kvadraten K = {(z,y) e R? : 0 <z < 10;0 < y < 10}.
Rita integrationsomradet.

Uppgift 15

Tva olika analysmetoder for bestdmning av nickelhalten i nickellegeringar jamfordes genom att 6
olika legeringar analyserades med bada metoderna. Féljande vérden erholls:

Parti: | 1 2 3 4 5 6
x: 20.66 14.35 23.14 1542 179 16.54
y: 21.48 14.69 21.97 1521 17.20 16.02

Lat oss anta att X;:na kommer fran en normalférdelning N (u;, 01) och att ¥;:na kommer fran en
normalférdelning N (u; + A, 03). Avgdr pa risknivan 5% om det foreligger nagon skillnad mellan
analysmetoderna. Ange tydligt vilka de uppstéllda hypoteserna &r och vad slutsatsen &r. (10 p)

Uppgift 16

En balansvag har métfel som #r en stokastisk variabel med viintevirde 0 och variansen o2. Tva
foremal med de okénda vikterna 01 och 6, laggs forst i samma vagskal och sedan i var sin vagskal.
Hérigenom far man en métning x; av summan av vikterna och en métning z, av skillnaden i vikt
som &r utfall av oberoende stokastiska variabler.

a) Bestdm minsta kvadrat-skattningen av 6; och 6, baserad pa x; och z. (3 p)
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b) Berikna varianserna av dessa skattningar. Jamfor dessa varianser med vad man skulle fa om
man vigde ett foremal i taget. Dvs motivera vilken metod att skatta som ar effektivast. (2 p)

¢) Undersok om minsta kvadrat-skattningarna av 6, och 0, dr okorrelerade (dvs att de har kova-
rians=0). (5 p)

Kommentar: Ovanstaende uppgift ar ett specialfall av det s k Hotellings vigningsproblem. Den
intressserade kan hemma fundera pa hur man med en balansvag lampligen viger 4 foremal da
man far gora totalt 4 vigningar!

Lycka till!
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LOSNINGSFORSLAG TENTAMEN I SF1912/SF1915 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK,
FREDAG 16 OKTOBER 2020 KL 8.00-13.00.

Del I

1. 0.034

9.D
10. B
11. C

12. A

Uppgift 1

Hér har vi lagen om total sannolikhet. Lat A, B, C' beteckna héndelserna att en leveransen sker
med bil, cykel respektive bat. Lat S beteckna héndelsen att ett levererat paket ar skadat. Da blir

P(S) = P(S|A)P(A) + P(S|B)P(B) + P(S|C)P(C) = 0.02-0.70 +0.10- 0.10 +0.05- 0.20 = 0.034
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Uppgift 2
5 3 5
10
E(X) =/ z - 0.08zdx = {O.OSI—} -
0 3 0 3
5 475
125
E(X?) =/ 22 - 0.08zdx = [0.08x—] _ 1
0 1,710
125 100
10 9
Uppgift 3

V(3X —2Z +Y — 3) =Jalla stokastiska variablerna &r oberoende]= V(3X) + V(=2Z) + V(Y) =
W(X)+4V(D)+V(Y)=9-44+4-9+25=97= D(3X —2Z+Y —3) =97 = 9.85

Uppgift 4

P(X=1Y=1)= P(XP:(;_ 231/): D _

§|;|»J>|H
o] W

1
4
+

=
=

Uppgift 5
P(X > a) = 0.05.
Gor om till N(0,1) nér E(X) = —4 och D(X) = 2.

X+4 a+4)

> =0.05
2 2

= P(

:>a—|—4
2

= A0.05
#a:2')\0_05—4:—0.71

Uppgift 6

Lat X vara antalet personer som anvénder sin skruvdragare samtidigt. Da géller att X € Bin(10,0.2)
P(X >2)=1—-P(X <1) =[se tab 6]1 — 0.38 = 0.62
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Uppgift 7
se §9.11F.S.
13 B 3 31 B 5 55 B
L08) = px, (02) xal2) i 3) = (13)-ps (30 (55) = B0 e, BT o 0T oo
_ pul3 IS L 331 555 (~1-3-5)u _ (> . 331, 555,
13131155! 13!131155!
331 . 555

d 99

—In(L(p) =0= ——-9=0=>pu=11

(L) =0 ==

Alltsa dr Maximum-Likelihood-skattningen av u lika med 11. D.v.s. py,, =11

Uppgift 8

V() = V(S = 5V(X) = —ap(l = p) = (1~ p)

n n?

. 1 . . x 1, . lx x 1
D<p ) = ﬁp(l _p) = Dobs(p ) = \/ﬁpobs(l _pobs) = Eﬁ(l - ﬁ) = \/ﬁ‘x(n - fL’)

D.v.s. medelfelet for p* ar

. x(n —x)
d(p*) = 3
Uppgift 9

Hér har vi hypotestest for tva oberoende stickprov (fran tva oberoende populationer). Signifi-
kansnivan ar o = 10%. Eftersom Hi : py # po ar tvasidigt, och n = 12, m = 10, har vi att
beslutsregeln blir féljande: forkasta Hy om

t] > ta(n+m —2),
dér ta(n+m —2) = t905(20) = 1.72, enligt Tabell 3. Dvs svarsaltenativ D dr det korrekta.

Uppgift 10
p-viardet = P(forkasta Hy) om Hy dr sann och x > 13 < P(X > 13) om X € Po(7)

P(X >13)=1— P(X < 12) = [se tab 5] = 1 — 0.973 = 0.027
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Uppgift 11

Styrkan hos testet= P(forkasta Hy) om H; dr sann = P(X > 0.56) om pu = 1 = att styrkan hos
testet blir

P(X >0.56) = P(

Vi vet dock att n=4, 0 = 1, och att u =1 enligt H;.
Styrkan hos testet blir da

X—-1 056-1 X -1
> i )= P( T

1
Vi Vi Vi

P( > —0.88) = $(0.88) = 0.8106

Uppgift 12

1) Konfidensintervallet I3 maste innehalla 3%, = = 2, eftersom intervallet dr symmetriskt runt 3, .
2) Konfidensintervallet Iz ska inte innehalla noll, eftersom effekten som belysningsindex har pa
jordgubbsvikten &r signifikant.

Det finns bara ett intervall (ndmligen, i svarsalternativ A) som uppfyller de tva kraven.
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Del 11

Uppgift 13
Om X; € U (—0.05,0.05), fas enligt formelsamlingen att

(0.05 — (—0.05))2 1

E(X;) =0,V (Xi) = 12 = 1200°

Avrundningsfelet i det aritmetiska medelvardet &r

- 1
X40:—(X1+...+X40>.

40
Da géller att o
E(X4y) =0
och eftersom avrundningsfelen ér oberoende
— 1 1
D(Xy)=— —.
(Xo) = 755 V0

Ifall X, > 0.01 kor_mner det av datorn beréiknide medelvardet att overstiga det ratta vardet
med mer dn 0.01. SOKT &r med andra ord P (X40 > 0.01). Den centrala grinsvirdessatsen in-

nebér att X0 dr, som en summa av oberoende likaférdelade stokastiska variabler, approximativt
normalfordelad med férdelningen

— 1 1
Detta ger att

P (X4 >001)=P <X4° 0,00 _O>

D (Xn) D (Xu)

X 40 0.01 1 1
_1—p| =20 o P V19 (001/—- -
(D(X40) = D(X40)> ( /70 \/1200>
—1-3 (0.01 V40 - \/1200> ~1—d(2.19),

dir 0.01 - v/40 - 4/1200 avrundats till 2.19. En tabellslagning ger ® (2.19) = 0.98574. SVAR:
P (X4 > 0.01) =~ 0.0143.
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Uppgift 14
a) Tank geometriskt shl. Utfallsrummet #r Q = K = {(x,y) € R*: 0 < 2 < 10,0 < y < 10}. Rita
kvadraten K pa (z,y)-plan. Vi soker P(X +Y <8).Lat 71 = {(z,y) € K : 2 +y <8} = {(z,y) €
K :y <8 —z}. Rita arean T7: T} &r en ritvinklig triangel. Enligt konceptet av den geometriska
sannolikheten for den likformiga tvadimensionella fordelningen (se .88 i Blom), har vi:

area of T} areaof Ty  8%/2 64

= = = =0.32
area of area of K 102 200

P(X +Y < 8) = |geometrisk sannolikh| =
Svar: 0.32

c)Lat nu Ty = {(z,y) € K : x +y < 13} = {(z,y) € K : y < 13 — z}. Lat komplementet vara
Ty ={(z,y) € K :x+y>13} ={(x,y) € K : y > 13 — x}. Notera att T; &r ocksa en rétvinklig
triangel (rita pa (x,y)-plan). Med samma resonemang som i a) och genom att rita aren 75 och
T3, har vi:

area of T4

< p— = = _ * — J— 1
P(X +Y <13) = P(T,) = |Komplement| =1 — P(Ty) = 1 — |rita figur|
72/2 49
102 200 0755

Svar: 0.755

b) Fordelningsfunktionen dr enligt definitionen: F'(z) = P(Z < z2)=P(X +Y < z2).
For 0 < z < 10, pa samma sétt som i a):

2 2 2
F(z) = P(X+Y < z) = |rita figur| = 210/2 = Z?W
For 10 < z < 20, pa samma sétt som i ¢):
2
10— (2 —10 2 20 — 2)?
F(z) = P(X +Y < z) = [rita figur, komplement| = 1 — ( (= )/ =1- M
102 200
Svar: Sammanfattningsvis,
(0, z <0,
2
z
, 0<z<10,
F(z) = 200 : -
20 — z
1-— 10 <2< 20
200 e
1 2> 20
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Uppgift 15

Hér har vi stickprov i par. Nollhypotesen ér Hy: A = 0. Mothypotesen éar Hy: A # 0 : Risknivan
ar 5% och vi kan anta att Z; = Y; — X; € N(A,0,). Vi bildar ett 95%-igt konf-int.

2 _ _goq+257- 27 _ 244076

V6 V6

0 € Ian. D.v.s. vi kan inte pavisa nagon signifikant skillnad pa 5%-nivan.

IA = Z:I:ta/g(5) .

Uppgift 16

1y Ar ett utfall av X diir E(X;) = 6, + 65 och V(X;) = o?
Ty dr ett utfall av Xy dir E(Xy) = 6 — 0y och V(X,) = o2
a) Minsta kvadratmetoden innebér att vi studerar

Q(01,05) = (x1 — (61 + 02)) + (22 — (61 — 02))?

och vi erhaller

0
£ — 2wy — Oy — 6y)(—1) + 2w — 6y + o) (1)
1
0
—Q = 2(1’1 — 01 — 92)(-1) + 2(%’2 — 91 + 62)
005
och ekvationssystemet
00 _, w0,
00, 7 00,

har 16sningen

1 1
07 = 5(:51 + x9) och 0 = §(ZU1 — Tg).

b) Vi far
o2

(V(X1) +V(X2)) = 5

A~ =

Vo) =V (%(X1 + XQ)) _

och pa samma séitt blir V(65) = 0%/2. Vid viigning av ett foremal i taget skulle vi fa varianserna

o? for vardera av skatningarna av 6, och . Detta betyder att det ér effektivare att viiga summan
och skillnaden &n att viga foremalen ett i taget!!

c) Vi far eftersom C(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) att

0;.05) = 0 (5% + X, 506 - X)) =

L (}l(Xl + Xo)(X1 — Xz)) - B (%(Xl + X?)) E <%(X1 - X2)> =

1
— TB(X? - X3) -

NG
—

01+ 0y + 0y — 02)(0y + 0y — (61 — 02)) =

= SB(G) — EO) — 06, = 1 (BOE) - 61+ 6:)7) —  (BOXD) — (60— ) =

AN

V(X)) - V(X)) = 0.

A
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Férvanansvért nog ar alltsa skattningarna 67 och 65 okorrelerade.

Svar till kommentaren: For 4 foremal kan man t ex véga
01+ 0y + 05+ 04

0y — 0+ 05— 0,
0140y — 03 — 04
01— 0y — 05+ 0,

som ger skattningar med variansen ¢%/4 och som dessutom &r okorrelerade att jimfora med
variansen o2 om man viger ett foremal i taget!



