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TENTAMEN I SF1920/SF1921 SANNOLIKHETSLARA OCH STATISTIK,
MANDAG 14 MARS 2022 KL 08.00-13.00

FExaminator: Mykola Shykula.

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II. Del I bestar av uppgifterna 1-12. Pa
denna del skall endast svar anges, antingen i form av ett numeriskt viarde med tre véardesiffrors
noggrannhet eller i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren anges pa svarsblan-
ketten.

Studenter som ar godkédnda pa kontrollskrivningen behover ej besvara uppgift 1-3, utan far tillgo-
dordkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Studenter som &r godkénda
pa den andra datorlaborationen behover ej besvara uppgift 12, utan far tillgodoridkna sig denna
uppgift (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Detta géller endast pa den hér tentan och vid om-
tentamen i juni 2022. Gréansen for godként dr 9 podng. Mojlighet att komplettera ges for tentander
med 8 poéng.

Del II bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II rittas bara for
studenter som ar godkénda pa eller far komplettera del I och podng pa del II krdavs for hogre
betyg én E. Pa denna del skall resonemang och utrikningar skall vara sa utforliga och val moti-
verade att de ar ldtta att folja. Inforda beteckningar skall forklaras och definieras och numeriska
svar skall anges med minst tva vardesiffrors noggrannhet. Studenter som &r godkénda pa den
andra datorlaborationen far 3 bonuspoéng pa del II pa det héir ordinarie tentamenstillfillet och
omtentamenstillfédllet i juni 2022.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgéinglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del I

Uppgift 1

Lat A, B och C vara oberoende hindelser pa ett utfallsrum. Antag att P(A) = P(B) = 0.5 och
P(C) = 0.3. Berdkna sannolikheten att hogst tva av de tre hidndelserna intréffar.
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Uppgift 2

Den stokastiska variabeln X har tathetsfunktionen

f (;1:)—{“%’ om x > 1,
v(x) =

0, annars,
dér ¢ ar en konstant. Beridkna sannolikheten P(X > 5).
A: 08
B: 0.08
C: 0.008
D: 0.0008

Uppgift 3
De stokastiska variablerna X och Y har den simultana sannolikhetsfunktionen
P XY ( ] y k)) 0 1 2

[am—
=~ | = [\D|+—t
=~ = O =

§|r—\ D =

Saledes antar X alltsa viirdena 0 eller 1, medan Y antar virdena 0, 1, eller 2. Bestam V (X?).
A: 0.06
B: 0.24
C: 0.49
D: 0.58

Uppgift 4

En restaurang serverar 8 forratter med fisk, 12 med notkott och 10 med fjaderfd. Om kunderna
bestéller fran dessa slumpméssigt ( dvs var och en av de trettio forrdtterna har samma chans
att viljas vid varje bestéllning), vad dr da sannolikheten for att exakt tva av de kommande fyra
kunderna bestaller fiskrétter?

A: 0.07
B: 0.12
C: 0.18
D: 0.23
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Uppgift 5

Lat X och Y vara tva oberoende Poissonfordelade stokastiska variabler. E(X) = E(Y) = 2.
Bestdm sannolikheten att X + Y antar ett virde storre dn 5, givet att X + Y &r storre dn 2.

A: 0.28
B: 0.41
C: 0.57

D: 0.76

Uppgift 6

Antag att X och Y &r tva oberoende Normalférdelade stokastiska variabler med véntevirdena
E(X) = E(Y) = 0 och standardavvikelserna D(X) = D(Y') = 3. Berdkna P(|X — Y| > 2).

A: 0.08
B: 0.36
C: 0.64
D: 0.92

Uppgift 7

Lat dataméngden 82, 91, 122 vara given. Data anses vara utfall av stokastiska variabler X,
dir X;ma antas vara oberoende och X; € Po(u). Bestdm 6vre griansen till det ensidigt uppat
begriansade konfidensintervallet fér ;1 som har den approximativa konfidensgraden 95%.

A: 107.75
B: 109.55
C: 114.64

D: 117.77
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Uppgift 8

Lat z;, i = 1,...,n vara oberoende observationer av X; € Exp()), i =1,...,n dir X dr en okédnd
parameter. ML-skattningen av véntevirdet u = 1/\ ges da av

n
. _ 1
1% =T = — E Z;.
obs n 4 ?
i=1

Vad av foljande ar rimligt att anvinda som medelfel for ML-skattningen?

1
A —
nA2
B: £—2
n
1
C: ———
N
X
D: —
NLD

Uppgift 9

Lat dataméangden 28, 19, 22 vara given. Data anses vara utfall av stokastiska variabler X, dar
X;:na antas vara oberoende och likaférdelade mellan 6 och 76. Dvs X; € U(#, 70). Bestam Minsta-
Kvadrat-skattningen av # m.h.a. dessa tre observationer.

A: 3.83
B: 4.00
C: 4.66
D: 5.75

Uppgift 10

Antag att X € ffg(p) och lat Hy vara att p = 0.1. Vi vill testa Hy mot alternativet Hy : p > 0.1
och forkastar Hy om vi observerar ett litet varde x pa X.
Antag att vi observerat x = 3. Bestam testets P-vérde.

A: 0.18
B: 0.21
C: 0.24
D: 0.27
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Uppgift 11

I ett land med 8 stora partier har tva valjarundersokningar gjorts med tre manaders mellanrum.
For att avgéra om den politiska opinionen forblivit oféréandrad mellan undersokningarna gér man
ett homogenitetstest och far teststorheten ) = 19.7. Den politiska opinionen representeras hir av
fordelningen mellan de 8 partierna.

Vilket av foljande pastaenden &r sant?

A: Hj kan varken forkastas pa risknivan 1% eller risknivan 5%
B: H, kan bade forkastas pa risknivan 1% och risknivan 5%

C: H, kan forkastas pa risknivan 1%, men inte pa risknivan 5%
D

. Hj kan forkastas pa risknivan 5%, men inte pa risknivan 1%

Uppgift 12

Vid enkel linjér regression giller foljande samband
Y; ZOé—i‘ﬁIi—i‘&,

ddr man observerat paren (z;,v;), ¢ = 1,...,n och g; betecknar de slumpmissiga felen. Man
onskar testa nollhypotesen Hy : 8 = 0 mot Hy : f # 0. Ett 99%-igt konfidensintervall 5(0.99)
och ett 95%-igt konfidensintervall 15(0.95) har berdknats: 13(0.99) = (—0.414,4.194), 15(0.95) =
(0.210, 3.570). Vilket av foljande pastaenden &r sant?

A: Vi kan forkasta Hy och kan dirmed forkasta att y;:na beror av z;:na pa risknivan 1%
B: Vi kan forkasta Hy och kan didrmed forkasta att y;:na beror av x;:na pa risknivan 5%
C: Vi kan forkasta Hy och kan dirmed inte forkasta att y;:na beror av z;:na pa risknivan 1%

D: Vi kan forkasta H, och kan darmed inte forkasta att y;:na beror av x;:na pa risknivan 5%

Var god vind!
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Del 11

Uppgift 13

En komponent bestar av tva delar med livslangder som kan uppfattas som exponentialférdelade
med vintevirden 6 manader respektive 3 manader. Komponenten fungerar sa linge som bada
delarna fungerar. For att hoja livslingden parallellkopplas tva sadana komponenter till ett system
som fungerar sa linge som minst en av komponenterna fungerar. Alla de 4 delarnas livslangder ar
oberoende.

Beréikna sannolikheten att systemet fungerar atminstone tva manader. (10 p)

Uppgift 14

I ett system sitter en komponent som har en livslingd X timmar som &r exponentialfordelad
med vanteviarde 100 timmar. Sa snart komponenten brister byts den ut mot en ny likadan som
i sin tur byts ut da den brister o.s.v. Utbytestiden &r exakt 10 timmar, och under denna tid ar
systemet nere. Systemet &r nere enbart da komponentbyte gors. Livslangderna av komponenterna
ar oberoende.

Beriikna sannolikheten att systemet fungerar minst 8000 timmar under ett ar (8760 timmar).
Vélmotiverade approximationer &r tillatna. (10 p)

Uppgift 15

For att jamfora tva metoder att bestamma halten koppar i legeringar analyserades fem olika
legeringar med bada metoderna. Resultat (%koppar):

Legering 1 2 3 4 )

Metod B 134 179 9.7 150 129
Metod A 139 176 103 154 13.3

Antag normalférdelade observationer och undersok om det foreligger nagon skillnad mellan meto-
derna A och B pa signifikansnivan 5%. Ange tydligt alla dina hypoteser och motivera din slutsats
noga. (10 p)

Uppgift 16
Ett séatt att skatta storleken av en okénd population, t.ex. ett fiskbestand i en sjo, ar att anvéanda
“capture-recapture-tekniken”.

Antag att det i en sjo finns NV fiskar. Man fangar f stycken av dessa, méarker dem och slapper dem
tillbaka i sjon. Sedan fangar man n fiskar och noterar hur manga av dem som ar mérkta. Beteckna
detta antal med X.

Vi antar att varje fisk har samma sannolikhet att bli fangad.

a) Vilken fordelning har X? (2 p)

b) Ge en lamplig véintevirdesriktig skattning av sannolikheten att fanga en fisk som &ar méarkt,
och berdkna déarur en skattning av populationsstorleken N. Ange det numeriska vérdet pa skattad
populationsstorlek om f = n = 1000 och man aterfangade z = 20 mérkta fiskar. (3p)

Var god vind!
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c¢) Berdkna ett approximativt 95 % konfidensintervall fér populationsstorleken N da n, f och z
antar viarden som i uppgift b).

Ledning: Berikna forst ett konfidensintervall for sannolikheten att fanga en fisk som &r mérkt. (5 p)

Lycka till!
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Del I, Svar
1. 0.925

2.C

10. D
11. B

12. D
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Del I, Losningsforslag

Uppgift 1
P(hogst tva héndelser intriffar) = 1-P(alla tre hindelserna intréffar) = 1 — 0.5 % 0.5 % 0.3 = 0.925

Uppgift 2
Fx(o) = [ fde=1-%
Fx(1)=0=c=3
P(X>5)=1-Fx(5)=1—(1— &) =0.008
Uppgift 3
Sitt Z = X? = pz(0) = 2 och py(1) = 5

Uppgift 4

Antal fiskriatter som bestélls kan sdgas vara en stokastisk variabel X
dér X € Bin(4, o) = Bin(4, 1¢)

’ 15

px(2) = (3)(55)? (1 - £5)* 2 =0.23

Uppgift 5

Eftersom X och Y ar tva oberoende Poissonfordelade stokastiska variabler med vantevardena
E(X)=E(Y)=2,sagilleratt Z=X+Y € Po(2+2) = Po(4).

P(Z>50Z>2) P(Z>5 1-P(Z<5 1 —0.78513
P(z>3z>2=E>502>2) PZ>5 _1-PZ< ):[tab5]:—1 =

P(Z > 2) P(Z>2) 1-P(Z<2) 028

Uppgift 6

X € N(0,3)ochY € N(0,3).S4ttZ = X —Y = Z € N(0 — 0,/32 + 32) = N(0,/18)
P(|Z] > 2) = [p.g.a.symmetri kring 0] = 2P(Z > 2) = gor om till N(0,1) =

2-0

=21 -0

) ~ 2(1 — (0.47)) = 2(1 — 0.6808) = 0.64

Uppgift 7

Eftersom vénteviirdet E(X) = p sa skattar vi g med 7 = 224122 — 98 33 Dvs 17, = 98.33 > 15
och d& kan vi approximera Po(y) till N(y, /) enl §6 i Formelsamlingen och dirmed bilda ett
konfidensintervall med approximativ konfidensgrad enl. §12.3.

Enligt §12.3 blir da konfidensintervallet I, = iy, .4+ Dy (1) Aa. Men nu har vi ett uppat begréinsat

obs
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konfidensintervall och da fas I, = p, . +Dk (1) - Ao
Hips = T =D(p")= D(X) = 25 = 5 = Dy, (u7) = V2

Dvs.l, =7+ \\% - Ao.os = 98.33 + —”’%33 -1.6449 = 107.75

wils

Uppgift 8

Medelfelet &r ju enligt §9.3 1 F.S D7, (6%). I detta fall D, (1*).
D() = D(X) = 25

[Enl §4 arD(X;) = ,f]ﬁ;» D(p") = 4= = Dy, (1) = &
Uppgift 9
Enligt § 9.2 har vi
3 3
Q=> (i —m(w)*=> (;— B(X;))* = (28 — 40)* + (19 — 46)” + (22 — 40)”
=1 i=1

99 () 2 2(28 — 40)4 4+ 2(19 — 40)4 + 2(22 — 40)4 — 0 = 69 — 120 = 6" 09

dQ obs K - E - 575

Uppgift 10

P-virdet dr sannolikheten att forkasta nollhypotesen om nollhypotesen ar sann utgaende fran den
observation vi fatt. I detta fall blr P-vardet
P(X < 3)omp = 0.1 Da fas

3
P(X<3)=) P(X=i)=p+p(l—p)+p(l—p)>=01+01-09+0.1-09>=027

=1

Uppgift 11

X201 (8 —=1)(2 —1)) = x2,,(7). Nollhypotesen Hy ér att skillnad ej foreligger. Vi gar in i tab 4 i
F.S och ser att x2,,(7) = 18.5 och att x2,5(7) = 14.1. Q = 19 #r storre én bade 14.1 och 18.5, sa
pa bada risknivaerna kan vi forkasta att det inte foreligger skillnad.

Uppgift 12

B =0¢ 15(0.95), sa vi kan forkasta att 5 = 0 pa 5%-nivan. Ddmed kan vi inte forkasta att y;:ma
beror av x;:na pa risknivan 5%.
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Del 11, Losningsforslag

Uppgift 13

Lat X beteckna en komponents livslangd.
Exponentialférdelning ger P(X > z) = ﬁfzoo e~ /hdy = e~/1,
Oberoende ger

P(X > 2) = P(komponentens bada delar haller 2 manader) = e~ %/%.¢7%/3 = 7L,
Oberoende och parallellkopplingen ger fér systemet
P(systemet fungerar minst 2 manader) =

=1 — P(ingen av systemets komponenter haller 2 manader) = 1 — (1 — e )? ~ 0.60.

Uppgift 14

Att systemet fungerar minst 8000 timmar under ett ar &r ekvivalent med att systemet ligger nere
hogst 760 timmar, vilket &dr ekvivalent med att hogst 76 komponentbyten paboérjats under ett
ar. Lat X vara livslingden av komponent nummer i, ¢ = 1,2,...,77 som alltsa & Exp(100).
Dirfor &r F(X;) = 100 och variansen V(X;) = 100%. Vi skall berikna sannolikheten fér héindelsen
X1 4+104+ Xy + 10+ -+ 4+ X6 + 10 + X77 > 8760 (tiden fram till att det 77:e bytet paborjas ar
mer dn ett ar), dvs hdndelsen X; + X5 + - -+ + X7 + X77 > 8000.

Av centrala gransvirdessatsen fas att

Y =X+ Xo+ -+ X7 = N(77- 100, 100V 77)

Harav erhaller vi att

Y — 7700 8000 — 7700 8000 — 7700
P(Y>8000):P( )z - < ):

> —
100v/77 100v/77 100v/77
1 — ®(0.3419) = 0.3

Uppgift 15

Parade observationer, dvs att for legering ¢ 4r métviardena utfall av N (u;, 01) respektive N (p; +
A, 09). Alla variabler antas oberoende. Vi bildar parvisa skillnader, z;: 0.5 -0.3 0.6 0.4 0.4. Man
erhaller att 2=0,32 och 5,=0.3564. Det ger oss konfidensintervallet [, = z £ t07025(4)sz/\/5 dvs
0,32 £ 0,44 eftersom g 25(4) = 2,78.

Nollhypotesen Hj &r att vi inte har nagon skillnad, dvs attA = 0. Mothypotesen &r att vi har
skillnad, dvs attA # 0.

Eftersom 0 € I, kan vi inte forkasta H, pa signifikansnivan 5%

Uppgift 16

a) X har uppkommit genom att ur en population om N element (fiskar) slumpmissigt utan
aterlaggning dra n stycken. Darfor &r X € Hyp(V,n,p) dér p ar proportionen mérkta fiskar,

p=[/N.
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b) p skattas lampligen med relativa antalet mérkta fiskar som fangats i andra omgangen, d.v.s.

x
med p* = —. Denna skattning ar vintevérdesriktig ty
n

Eftersom p = f/N, skattas N lampligen med N* = f/p* = fn/x. Med f =n = 1000 och z = 20
erhalles p* = 20/1000 = 0.02 och N* = 10002/20 = 50000.

¢) Vi ser att n r litet i férhallande till populationsstorleken N. Vi har dérfor att X ~Bin(n, p).
Ett approximativt 95 % konfidensintervall for p ges dérfor av

P* £ XoozsV/pH(1 —p*)/n

varur intervallet 0.02 £ 0.00868 = (0.01132,0.02868) erhalls. Eftersom N = 1000/p* erhaller vi

intervallet
1000 1000

(0.02868’ 0.01132
som ett approximativt 95 % konfidensintervall for N.

) ~ (34900, 88300)




