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TENTAMEN I SF1917/SF1919 SANNOLIKHETSLARA OCH STATISTIK,
TORSDAG 21 APRIL 2022 KL 08.00-13.00

FExaminator: Mykola Shykula, 08-790 6644.

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II. Del I bestar av uppgifterna 1-12. Pa
denna del skall endast svar anges, antingen i form av ett numeriskt viarde med tre véardesiffrors
noggrannhet eller i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren anges pa svarsblan-
ketten.

Studenter som dr godkénda pa kontrollskrivningen HT21 behover ej besvara uppgift 1-3, utan
far tillgodordkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Studenter som &r
godkénda pa den andra datorlaborationen HT21 behover ej besvara uppgift 12, utan far tillgo-
dorékna sig denna uppgift (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Gransen for godként ar preli-
mindrt 9 podang. Mojlighet att komplettera ges for tentander med 8 poéng.

Del II bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II réttas bara for
studenter som &r godkénda pa eller far komplettera del I och poéang pa del II krévs for hogre betyg
an E. Pa denna del skall resonemang och utrékningar skall vara sa utforliga och vl motiverade
att de ar ldtta att folja. Inforda beteckningar skall forklaras och definieras och numeriska svar
skall anges med minst tva vérdesiffrors noggrannhet. Studenter som ar godkénda pa den andra
datorlaborationen HT21 far 3 bonuspoéng pa del II.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgénglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfallet.

Del I

Uppgift 1
Givet A C B, P(A) = 0.4 och P(B) = 0.7, berdkna P(A* N B).
A: 0
B: 0.40
C: 0.30

D: 0.42
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Uppgift 2

En diskret stokastisk variabel X har sannolikhetsfunktionen

0.05, |k| =3,
0.10, |k| = 2,
px(k) =< 0.20, |k|]=1,
0.30, k=0,
0, annars.
Berdkna V(X).

A: 1.05

B: 0

C: 2.10

D: 0.75

Uppgift 3

Antag att Wilhelm spelar tennis med Hermoine en gang varje dag i en vecka. Sannolikheten att
Wilhelm vinner en given dag &r p = 0.12. Vad &r sannolikheten att han vinner minst tva dagar
(dvs. tva eller flera)?

A: 0.536
B: 0.464
C: 0.799

D: 0.201

Uppgift 4

Lat Xy, Xs, ..., X0 vara oberoende stokastiska variabler fordelade enligt Exp(2). Sétt Y = X +
Xy + -+ X0 och sok a sa att
P(Y <a)=0.99

A: 166
B: 52.3
C: 108
D: 61.6
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Uppgift 5

Lat X och Y vara stokastiska variabler sa att

E(X)=2, EX? =6, E(Y)=1, E(Y?*=4 och E(XY)=1
Beriikna V(X —2Y)).

A: 18

B: 22
C: 10
D: 14

Uppgift 6
Lat X och Y vara oberoende stokastiska variabler sa att X ~ Po(3) och Y ~ Po(4). Berdkna
sannolikheten att X +Y = 5.

Uppgift 7

Lat X € U(0,0) och Y € U(0,20) och Z € U(0,30) vara tre oberoende stokastiska variabler. Vi
har fatt utfallen =1, y =4, 2 = 9.
Berédkna minsta-kvadratskattningen av 6.

A: 233
B: 4.67
C: 5.14
D: 6.00
Uppgift 8
Antag att X; och X, ér oberoende stokastiska variabler sadana att X; € N (u,3) och X, €
N (p,2). Tva skattningar av p har foreslagits; pf,, = 225222 och figns = *2£722. Vilket av

nedanstaende pastaenden ar sant?

A: ply. ar den effektivaste skattningen av p.
B: figns dr den effektivaste skattningen av p.
C: Bigge skattningarna ar lika effektiva.
D

: Man kan inte avgora vilken av skattningarna som é&r effektivast, eftersom minst en av dem
inte dr vantevardesriktig.
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Uppgift 9

Nio métningar av en normalférdelad stokastisk variabel ger skattningarna p),. = = = 4.9 och
k. = s =0.9. Konfidensintervallet for p blev (3.893,5.907). Vilken konfidensgrad har intervallet?

obs.

Uppgift 10

Vi antar att X € Exp(\). Nollhypotesen Hy ar att A = 1. Mothypotesen H; &ar att A = 3. Vi
forkastar Hy till forman for H; om vi observerar ett litet viarde x pa X. Vi har en observation :
xr = é. Bestdam testets p-vérde.

A: 0.15
B: 0.39
C: 0.61
D: 0.85

Uppgift 11

Vid ett forsok att odla blommor av en viss typ erholls 120 rosa med grona stift, 48 rosa med réda
stift, 36 roda med grona stift och 13 réda med réda stift. Enligt botanisk teori skulle proportionerna
vara 9 : 3 :3: 1. For att testa denna nollhypotes gjordes ett y*-test varvid man fick teststorheten
Q = 1.91. Vilket av foljande pastaenden &r sant?

A: Hj kan varken forkastas pa risknivan 1% eller risknivan 5%
Hy kan bade forkastas pa risknivan 5% och risknivan 1%

H, kan forkastas pa risknivan 1%, men inte pa risknivan 5%

S a =

Hy kan forkastas pa risknivan 5%, men inte pa risknivan 1%
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Uppgift 12

I ett bostadsomrade har man undersokt manadskonsumtionen y(kkr) av livsmedel per hushall mot
inkomst x(kkr) per person och funnit féljande.
De n = 25 observationerna (x1,y1), (2,y2), - - -, (Tn, y,) sammanfattas av

T =19.407 Yy = 5.6025

n

D (i—7)*=32504 > (2, —T)(yi—y) =76.044 ) (y; —7)° =43.75.
=1 =1

i=1
Antag att konsumtionen foljer en regressionsmodell, dvs y; — (o + Sz;) beskrivs av en nor-
malférdelning med véntevirde 0 och standardavvikelse o.
Bestdm o, i regressionslinjen

:g(l’) = a:bs + 5;17395

1.06
2.99

3.78

S Q5w =

2.56

Var god vind!
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Del 11

Uppgift 13

Efter ett par dagar med forkylningssymtom bestdmmer sig Johanna for att testa sig sjilv for
covid-19 eftersom hon hort pa radion den morgonen att runt 1.5% av svenskar just nu beriknas
béara pa sjukdomen. Hon gor detta med hjilp av ett antigentest (dven kallat snabbtest) som hon
har liggande hemma. Testet ger ett positivt utslag. Johanna vet dock att dessa test inte alltid ar
helt tillforlitliga, sa hon undersoker instruktionerna som foljer med testet och finner detta:

EN Nasal swab, Positive, Negative, Total, Sensitivity, RT-PCR
Specificity, Total accuracy DE Nasenabstrichtupfer, Nasal
Positiv, Negativ, Gesamt, Sensitivitat, Spezifitat, swab Positive Negative Total
Gesamtgenauigkeit NL. Neusswab, Positief, Nega- —
tief, Totaal, Gevoeligheid, Specificiteit, Totale nauw- Positive 168 2 170
keurigheid FR Ecouvillon nasal, Positif, Négatif, )
267
Total, Sensibilité, Spécificité, Précision totale SV Negative 5 262
Nasalt test, Positivt, Negativt, Totalt, Kanslighet, Total 17% 264 437
Specificitet, Total noggrannhet e
Sensitivity Specificity Total accuracy
97,10% 99,20% 98,40%
95% Cl: 95% ClI: 95% Cl:
[93.4%-991%] | [97,3%-99,9%] | [96,7%-99,4% []

Tabellen beskriver utfallen hos antigentestet (betecknat “Nasal swab”) samt ett PCR-test (beteck-
nat “RT-PCR”) for 437 utvalda prover i en kontrollerad laborationsmiljo. Antag att ett positivt
PCR-test ér detsamma som att béra pa sjukdomen. Givet denna information, vad ér sannolikheten
att Johanna har insjuknat i covid-197 (10 p)

Uppgift 14

Vaccin forpackas i lador om tre provror i varje. Varje provror kontrolleras fére nedpackning och
sannolikheten att vaccinet i provroret uppfyller vissa krav ér 0.90 oberoende av tidigare undersokta
provror. (Om vaccinet i provroret inte uppfyller kraven hamnar inte det provroret i nagon lada.)
Lat X beskriva antalet provror som maste undersokas innan en lada blir fylld. Bestam E(X) och
V(X). (10 p)

Uppgift 15

Enligt en opinionsunderstkning publicerad 16 februari angav 458 av de 1066 tillfragade finlandarna
att de var for en anslutning till NATO.

Enligt en annan opinionsundersokning publicerad 28 februari angav 732 av de 1382 tillfragade
finlindarna att de var for en anslutning till NATO.

Urvalen av tillfragade kan ses som slumpmaéssiga stickprov fran populationen av alla roststberédttigade.
Kan man pa risknivan 1% pasta att andelen finlandare i valjarkaren som &ar for en anslutning till
NATO har forandrats?

Ange tydligt vilka hypoteser du har och motivera din slutsats. (10 p)

Var god vind!
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Uppgift 16

Tva barn har trakigt under en liangre bilsemester (deras forildrar glomde ladda surfplattan innan
avfird) och roar sig darfor med att rakna roda bilar. Bilen aker i mittenfilen pa en trefilig motorvig
(dvs. en motorvig med tre filer i vardera riktning) sa barnet som sitter pa vinster sida riknar
antalet roda bilar som passerar i filen till vinster medan det andra barnet rdknar antaler roda
bilar som passeras i filen till hoger. De skriver ned antalet bilar efter varje 15-minutersintervall
och far féljande tabell:

Minuter ‘ 0-15 1530 3045 4560 60-75 7590
Till vanster | 4 4 5 4 6 3
Till hoger 4 1 ) 2 4 1

(Antag att intervallen ar exakt 15 minuter langa vardera och att barnen fortsitter rékna bilar
under tiden de antecknar.)

(a) En rimlig modell 4r att antalet roda bilar som passerar under 60 minuter dr Poissonfordelat
med parameter pu, och py for vinster respektive hoger sida. Berdkna ML-skattningarna for
dessa parametrar givet uppgifterna i tabellen ovan. (4 p)

(b) Barnen vill testa hypotesen att réda bilar kor snabbare och dérfor oftare ligger i viansterfilen.
Prova nollhypotesen Hy : p, = pp mot alternativet Hy : p, > pp med en approximativ
signifikansniva pa 5%. (6 p)

Lycka till!
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Del I, Svar:
1. C

2.C

3.D

4. D

5. A

6. 0.128
7.C

8. B

9. 99%-gt
10. A

11. A

12. A
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Del I, Losningsforslag:

Uppgift 1

DaAUA*=Qfarvi B=BNOQ=BN(AUA*)=(BNA)U(BNA*) dir BNAoch BNA* ar
oforenliga. Med andra ord far vi

P(B)=P(BNA)+ P(BnA").
Utover detta vet vi att A C B, vilket get att BN A = A, sa vi har alltsa
P(B)=P(A)+ P(BnA").
Om vi lagger in vérdena for P(A) och P(B) samt loser ut P(B N A*) far vi svaret 0.30.

Uppgift 2

Eftersom sannolikhetsfunktionen &r symmetrisk kring & = 0 har vi att E(X) = 0. Vidare har vi
da att

V(X)=FEX? - E(X)’=E(X*)=2-005-342-0.10-2*+2-0.2-1* + 0.3 - 0> = 2.10.

Uppgift 3
Antalet vinster X 6ver sju dagar ar fordelat enligt Bin(7,0.12), sa vi har

PX>2)=1-P(X<2)=1- ((g) -0.887 + (D -0.88° - 0.12) =0.201.

Uppgift 4
For varje X; har vi E(X;) = 0.5 och V(X;) = 0.25. Detta ger da

E(Y)=100-0.5=50, V(Y)=100-0.25=25 och D(Y)=+/25=5.

Eftersom vi har ett stort antal oberoende stokastiska variabler och beriknar deras summa kan vi
anvénda centrala gransvirdessatsen som ger att Y dr approximativt N (50, 5)-férdelat. Med andra
ord kan vi approximera Y med 50 4+ 57 dar Z har ar den standardiserade normalférdelningen. Vi
har alltsa

P(Y < a) ~ 0.99

P(Y > a) ~ 0.01

P(50 + 5Z > a) ~ 0.01
P (Z > ¢ _550) ~ 0.01

a— 50
5

= /\0.01

a =950+ 5)\0'01
=50+ 5-2.3263 =~ 61.6.
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Uppgift 5

V(X —2Y)=E(X -2Y)%) - E(X —2Y)?
(X? —4XY +4Y?) — 0
(X?) —4E(XY) +4E(Y?)
—4-1+4-4=18.

E
E
6

Uppgift 6

Eftersom X och Y dr oberoende och fordelade enligt Po(3) respektive Po(4) har vi att summan
X + Y har fordelningen Po(7). Detta ger da

75
P(X+Y =5)= 56*7 ~ 0.128.
Uppgift 7
Enligt § 9.2 har vi

3 3

Q=> (zi—m(w)*=> (r: = B(X;))* = (1 - 0.50)* + (4 — )> + (9 — 1.50)

i=1 =1

d 18
d—g =0=2(1-056)%0.5+2(4 ) +2(9~ 150) x L5 =0 = 18 =350 = 6., = 5= =5.14

Uppgift 8
*) 2-X143-Xo — 1 . . — — 1 —
Vip") = V(Z=22E222) = 2+ V(2 - X1 +3- Xy) = [ober] = 52 % (4% V(X)) + 9 V(Xy))

3=k (4%9+9%4) =22 =288

V(p) = V(%) = Lk V(4 X1+ 9 Xo) = [ober] = &5 % (16 % V(X;) 4 81 % V(Xy)) =

o5 * (16 %9 + 81 % 4) = 158 = 2.77

Eftersom V(1) < V(u*) sa ar fiops den effektivaste skattningen av p.

Uppgift 9
Vi har foljande konfidensintervall: I, =z + \/iﬁt%(n —1)=49+ %%(8) = (3.893,5.907).

Detta ger att ta (8) = 3.36. En titt i tab 3 ger da att § = 0.005 = o = 0.01 dvs. vi har ett 99%-igt
konfidensintervall.

Uppgift 10

p-virdet ar P(forkastaHy) om Hy sann givet det virde pa observationen som vi fatt.
Dvs. p-viirdet &r P(X < ) om A = 1.
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= P(X <) = foé f(z)dz om A\ = 1.
= P(X <) = foé Ae sdx om A = 1.
= P(X <ly=1-e~0.15,

Uppgift 11

Hér har vi test av given fordelning med r = 4 frihetsgrader.
Da ska vi jimfora Q = 1.91 med x2(r — 1) = x2(3). Q@ = 1.91 < x2,5(3) = 7.81 < x2,,(3) = 11.3.
Dvs. Hy kan varken forkastas pa risknivan 1% eller risknivan 5%

Uppgift 12
Se §13.1
" (2 —T)(y —7)  76.044
Bobs = Zia(ri = D) _ ~ 0.23395
Yo (x —T)? 325.04

alp =7 — 5.7 = 5.6025 — 0.23395 - 19.407 ~ 1.06
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Del 11

Uppgift 13

Lat A beteckna att ett antigentest visar positivt medan B betecknar att ett PCR-test visar
positivt. Vi ansétter foljande modell

P(A|B)=p och P(A|B*)=q,

dvs. p ar sannolikheten att antigentestet visar positivt given att PCR-testet dr positivt medan ¢
ar sannolikheten att antigentestet visar positivt givet att PCR-testet ar negativt.

For att skatta p och ¢ anviander vi resultaten fran labbtesten. Eftersom vi har 173 positiva och
264 negativa PCR-test kan vi bilda tva stokastiska variabler X ~ Bin(173,p) och Y ~ Bin(264, q).
Utfallen utléses i tabellen som 168 respektive 2, vilket ger punktskattningarna

p=268/173 ~ 09711 och §=2/264 ~7.576-107%.

Om vi nu atervinder till Johannas resultat sa soker vi P(B|A) vilket kan beriknas genom Bayes
sats

P(A|B)P(B)
(A|B)P(B) + P(A|B*)P(B*)

Om vi stoppar in vara skattningar for P(A|B) = p och P(A|B*) = ¢ samt prevalensen P(B) =
0.015 far vi

P(BIA) = -

0.9711-0.015
P(B|A) ~ ~ (0.661.
(B4) 0.9711-0.015 + 7.576 - 103 - 0.985

Uppgift 14

Lat X7, X5 och X3 vara de stokastiska variabler som beskriver antalet provrér som maste un-
dersokas tills ett provrér som uppfyller kraven hittas. Ur uppgiften fas att X;, ¢ = 1,2,3, ar
oberoende och ffg(p)-fordelade med p = 0.90, och

X =X+ Xy + Xs.

Nu &r
11 1 3 10
EX)=EX1+ X0+ X3) =E(X)+EXo) +E(X3g)=~-+-+-=-="—
p p p p 3
och, utnyttjandes oberoendet,
3(1— 10
V(X)IV(X1+X2+X3)IV(X1)+V(X2)+V(X3):%:ﬁ
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Uppgift 15
Var modell dr att antalet NATO-anhéngare ar Bin(1066, p;) respektive Bin(1382, ps).
Vara hypoteser ar:Hy : p1 = po,Hy : p1 # po
Vi vill berikna ett 99%-igt konfidensintervall fér p; — pa. Vi skattar p; med pj,,, = 458/1066 ~
0.43 och p, med pj,. = 732/1382 ~ 0.53. Eftersom n; * p}, (1 — p%,.) & > 10 i bada fallen
kan vi alltsa approximera binomial-férdelningarna med normalférdelningar. Vi far att pj,. ar
approximativt N (py, \/p1(1 — p1)/1066) och pj . dr approximativt N(pa, \/p2(1 — p2)/1382) och
ser att pi ps — Paops A approximativt

pi(1—p1) | p2(l—p2)
N _
(pl pZ’V/ 1066 T 1332

som med approximativa metoden (FS 12.3) ger ett (approximativt) 99%-igt konfidensintervall for
p1 — po till

* * p*osl_p*os p*osl_p*os
SR (P (7 P8 B (T

1066 1382
458 % 608 732 % 650

~ 043 — 0.53 £ 2. ~ 0.10 + 0.05.

0.43 — 0.53 5758\/ e T iasp < 010£005

Eftersom 0 inte ingar i konfidensintervallet kan vi fokasta Hy : p; = ps och undersékningen visar
alltsa att opinionen har fordndrats.

Uppgift 16

(a) Eftersom métdatat stricker sig 6ver 90 minuter har vi tva utfall av de oberoende stokastiska
variablerna X, ~ Po(1.5u,) samt X} ~ Po(1.5u;). Utfallen fas fran tabellen som x, = 26 samt
xp = 17. Genom invariansegenskapen hos ML-skattningen far vi att ML-skattningarna fér u, och
prp, ar 26/1.5 ~ 17.33 respektive 17/1.5 ~ 11.33.

(b) Eftersom 1.5(puy)% = 26 och 1.5(up)%,, = 17 bada dr storre dn 15 kan vi anta att Pois-
sonfordelningarna hos X, och X} kan approximeras med normalférdelningar. Vi har da att X, ar
approximativt N(1.5u,, /1.5u, )-fordelat medan X, dr approximativt N (1.5, v/1.5u)-fordelat.

Vi far da att stickprovsvariabeln
* X’U Xh

Nv_ﬂh:ﬁ_ﬁ

,uv"i_,uh
N(/“’v_:ufu 15 )

* * (/’L’U); S + (/‘Lh):; S

Vi kan nu bilda ett nedat begridnsat approximativt konfidensintervall fér p, — py och far da

[(Fw)obs = (t0)gns = Ao.0s Dy, = i), +00) & [2.710, +00).

Eftersom intervallet inte innehaller noll kan nollhypotesen forkastas.

approximativt har fordelningen

Medelfelet fas da som




