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Inforda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och rékningar skall vara sa
utforliga och motiverade att de &r ldtta att folja. 20 podng innebér godkéant resultat.

Resultatet anslas senast fredagen den 1 februari 2002 pa matematisk statistiks anslagstavla i
entréplanet, Lindstedtsviigen 25. Tentamen kommer att finnas tillgénglig pa elevexpeditionen
sju veckor efter skrivningstillfallet.

Uppgift 1
a) Den stokastiska variabeln X har véntevirdet 3 och variansen 2. Beridkna med lamplig

approximation standardavvikelsen D(Xe™). (5 p)

b) Lat X och Y vara oberoende normalférdelade stokastiska variabler. X &r N(3, 22) (véintevirde
3 och standardavvikelse 2) och Y dr N(2.5, 1.5%). Beriikna P(X > 2ochY > 3) samt
P(X+Y >5). (5 p)

Uppgift 2

Man har undersékt sambandet mellan halten av en viss fibertyp (x) och kvalitén av produ-
cerat papper (y). Foljande 13 par av (lampligt transformerade) observationer (z;, y;) (=(halt
fibrer, kvalité)) har erhallits:

xz 5 10 70 75 70 90 95 140 170 190 192 210 230
vy 0 2 9 6 4 8 6 3 13 12 14 17 18

Viantar att (z1,y1), ..., (213, y13) kan beskrivas av en enkel linjér regressionsmodell dvs. som
oberoende utfall av (z1,Y1),... , (713, Y13), diir varje Y; dr normalférdelad N(a + B, 0?)

Réknehjilp (grafisk 16sning godtages ej):

13 13
D a=1547 >y =112
=1 =1

13 13
>yl =1368 ) a7 =251139
i=1 =1

13

> ay = 17978,

i=1
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Skatta forviantad kvalité vid fiberhalten x=100 samt medelfelet for denna skattning. (10 p)

Uppgift 3

En grisuppfodare vill jamfora tillvéixten hos grisar for tva olika typer av vitaminiserat foder
under en viss tidsperiod. 15 grisar far foder A och 15 grisar far foder B. Méatvérdena (dvs.
grisarnas viktokningar) kallar vi xy, zo, -+, z15 resp. y1, Y2, - - - , y15 och for att underldtta de
numeriska berdkningarna har foljande mer eller mindre relevanta summor beréknats:

15 15 15 15 15
» w; =945, Y y; =915, > a2t =60654, Y y;=6267, > xy; = 28775,
j=1 j=1 j=1 Jj=1 Jj=1

Som statistisk modell ansattes féljande: z;:ma &r utfall av N(my, o0?)-fordelade stokastiska
variabler och y;:na ér utfall av N (mp, 0?)-fordelade stokastiska variabler. Alla variabler antas
vara statistiskt oberoende.

a) Berdkna ett (exakt) 95%-igt konfidensintervall for skillnaden i genomsnittlig tillvixt mel-

lan de tva fodermedlen (dvs for ma — mp). (5 p)
b) Berékna ett 95%-igt konfidensintervall for o. (5 p)
Uppgift 4

Inom manga verksamheter ar det viktigt att jamfora provningsresultat med varandra. Man
talar om olika precisionsmatt, repeterbarhet som anger Gverensstiammelse mellan tva prov-
ningsresultat som erhalls fran samma plats t.ex laboratorium och reproducerbarhet som
anger overensstimmelse mellan tva provningsresultat som erhalls fran olika platser t.ex olika
laboratorier. For att berikna repeterbarhet och reproducerbarhet for en viss metod skickade
man runt ett referensprov till fem slumpmaéssigt utvalda laboratorier bland en stor méngd
tdnkbara laboratorier och bad dem att gora 4 analyser var pa referensprovet med metoden
ifraga. Data:

Lab1 97 96 9.8 93
Lab2 11.0 115 11.7 120
Lab3 9.7 100 9.7 10.3
Lab4 124 11.1 114 122
Lab5 99 96 10.7 10.5

Réknehjalp: Totalkvadratsumma Y7, " (yi; — 9.)* = 18.5495.
Lab-medelvérden ;. = 9.6 7. = 11.55 y3. = 9.925 4, = 11.775 y5. = 10.175

a) Stall upp en lamplig statistisk modell och testa pa lampligt sitt hypotesen att variansen
mellan laboratorier ar noll. (4 p)

b) Repeterbarhetsstandardavvikelsen ar standardavvikelsen for skillnaden mellan tva obero-
ende observationer gjorda inom ett och samma laboratorium. Skatta denna repeterbarhets-
standardavvikelse. (3 p)
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¢) Reproducerbarhetsstandardavvikelsen &r standardavvikelsen for skillnaden mellan tva
oberoende observationer erhallna fran tva slumpmaéssigt utvalda laboratorier. Skatta den-
na reproducerbarhetsstandardavvikelse. (3 p)

Uppgift 5

I ett forsok for att utrona tillforlitligheten hos kullager bedomdes tre faktorer vara visentliga;
varmebehandling av innerringen (A), ytterringens s.k. oskulation (B) samt hallarkonstruktionen
(C). De tre faktorerna undersoktes vid standardutseende (—) och vid modifierad konstruktion
(4). Resultaten fran livslingdstestet ( tva observationer (y) for varje konstruktion):

Forsoknr (i) A B C wyiu vy Medelviirde yj;,  Varians s?

1 - - - 16 18 17 2
2 + - - 21 31 26 20
3 -+ - 20 30 25 20
4 + + - 96 88 92 32
5 - - 4+ 19 19 19 0
6 + - + 13 19 16 18
7 - 4+ 4+ 18 24 21 18
8 + + + 99 93 96 18

> 2 (Yij — §..)* = 16 508 Som réknehjlp ges att med

1 1 1 1 1 1 1 1 312
M = 1 -1 1 1 =1 -1 1 1| ®® erhalles My = 156
-1 -1 -1 -1 1 1 1 1 g

dar y dr medelvardeskolumnen ovan.

a) Still upp en limplig modell samt testa vilka effekter som ér signifikanta (niva 5%). (6 p)

b) Reducera modellen for de icke-signifikanta effekterna i a). Berdkna i denna reducerade
modell en ny o-skattning samt ange hur manga frihetsgrader den har. (4 p)
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Uppgift 1

a) Enligt Gauss’ approximationsformler far vi
E(g(X)) = g(E(X)) och V(¢(X)) ~ (¢'(E(X)))* V(X)

och vi har hir g(z) = xe® och erhaller alltsa ¢'(z) = (1 + z)e® som ger FE(XeX)
E(X)eP™) = 3¢e® ~ 60.26 och V(XeX) =~ ((1+ 3)e?)? -2 som ger D(XeX) = v16¢6 - /2
113.62.

b)

QN

P(X >2o0chY > 3) = (p g a oberoendet) = P(X > 2)P(Y > 3) =

X-3_2-3 Y —25 3-25
P P =
( 5 2 ) ( 15 15 )

(1—®(—0.5)) (1 — ®(1/3)) ~ ®(0.5) (1 — ®(0.33)) ~ 0.6915 - (1 — 0.6293) ~ 0.256.

Vidare dr X +Y normalférdelad eftersom X och Y &r det och de &r oberoende. E(X +Y) =
EX)+EY)=3425=550h V(X+Y) =V(X)+ V() = 2>+ 15% = 6.25 dvs
D(X 4+Y)=1+6.25=2.5 och vi ser att X +Y &r N(5.5, 2.5) vilket ger

X+Y-55_ 5-55
P(X+Y >5) =P ( +2 > ) — 1 - B(—02) = B(0.2) ~ 0.5793 ~ 0.580.
Uppgift 2

Man har att

13
1 1
_:—E ; =11 _:—g ; = 8.61538.
T ' x; 9, ¥ 3 2 y; = 8.61538
Enligt formelsamlingen fas

S my— 13-y 17978 — 13- 119 - 8.61538
B o22-13.72 251139 — 13- 1192

=11

g = = 0.069364.

Minstakvadratskattningarna &r:

o =7y — "7 = 8.61538 — 0.069364 - 119 = 0.361064, och 3 = 0.0694.
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Den skattade regressionslinjen &r med andra ord
y(x) = a* 4+ [z = 0.361064 + 0.0694 - x

Med zy = 100 ser vi att vi skattar forviantad papperskvalité med o* + 3*- 100 ~ 7.297 ~ 7.3.

For att skatta s beridknas residualkvadratsumman (). Enligt formelsamlingen géller att
13 13
Qo= v — 135" — (5 (Q_«l - 137°) =
i=1 i=1

= 1368 — 13 - 8.61538” — 0.0694% (251139 — 13 - 119*) = 80.1603.

Dirmed skattas o2 av
2 Qo  80.1603

T13-2 1
o + 3 -100 = Y + 3*(100 — Z) ser vi har variansen (Y och 3* dr ju oberoende)

s = 7.2873.

_ IV , o o, (1 (1001192 )
V(Y)+ (100~ 7)*V(5*) = 5+ (100 - 119) SN '<E+ S —f)2> -

i=1
1 192
A ~ 02.0.082
’ (13 T 5139 - 13- 1192> o 00823
och vi far alltsa att medelfelet &ar s1/0.0823 = 1/7.2873 - 0.0823 ~ (.774.
Svar: Skattningen ir 7.3 med medelfelet 0.78.

Uppgift 3

Vi har fallet med tva oberoende stickprov. Av de berdknade summorna féljer att

4, 1.
M5 63 g2 g,

T 15

1 1
s = ﬁ(665.4 —15(6.3)%) = 5.004, s} = ﬂ(626.7 —15(6.1)%) = 4.896,

som ger
&2 14s% + 14s%

28
a) Vi far ett 95%-igt konfidensintervall for m4 — mp till

1 1
T—y*xt 2 — + — =0.2 £ 1.66.
T — Y £ t0.025(28) 54/ T 0.2 + 1.66

Ar x?(28)-fordelad sa far vi att

= 4.95.

2
b) Eftersom

o2

< 2852 2852

—_, = (3.115, 9.059)
X34025 X3.9755>
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ar ett 95%-igt konfidensintervall for o2. Alltsa blir (v/3.115, v/9.059) = (1.76, 3.01) ett 95%-
igt konfidensintervall for o.

Uppgift 4

? varians mellan analayser inom lab, o7

a) Ensidig variansanalys, slumpméssig faktor. o
varians mellan lab;

Y, = p+ a; + ey dir a € N(0,07) och € € N(0, 0?). Variansanalystabell:

Kalla Fg Kvs  Mkvs E(Mkvs)
Mellan lab 4 156770 3.9192 o2 + 4o}
Inom lab 15 2.8725 0.1915 o?
Totalt 19 18.5495

3.9192

Testkvot ar F; = = 20.5 > 3.06.

Variansen &r signifikant skild fran 0.

b) Lat Y; och Y, vara tva observationer fran ett visst lab. Variansen V (V;) = V() = 02, i =
1,2 varfor V(Y; — Y3) = 202 och standardavvikelsen D(Y; — Y3) = ov/2. o skattas med
v/0.1915 varfor repeterbarhetsstandardavvikelsen skattas med +/2-0.1915 = 0.619.

c) Lat nu Yj; och Y5 vara tva observationer fran olika lab. Da &r variansen
V(Yil — }/21) = V(,U +a;+e11 — ([L + g + 821) = V(Ozl —agt+&11 — 521) =
V(Oél) + V(Oég) + V(511> + V(€21) = 20'12 + 20’2

1
o? skattas med 1(3.9192 —0.1915)=0.9319.
Reproducerbarhetsstandardavvikelsen skattas med 1/2(0.1915 + 0.9319) = 1.499

Uppgift 5

Vi har hir en 23-modell med tva observationer per forsokspunkt. Vi far med hjilp av led-

. 312 ~ 148 ~ 156 ~ =8 o
ningen att u = = = 39, A= = = 18.5, B = =< = 19.5, C = 3 = —1. Vi far vidare

med hjilp av teckenschemat fran formelsamlingen avsnitt 15.2 att

— 1
AB:§(17—26—25+92+19—16—21+96):17

—_—— 1

AC = £(17—26+25 — 92— 19+ 16 — 21+ 96) = 0.5
— 1
BC = S(17+ 26— 25— 92 — 19— 16 + 21 + 96) = 1

—_— 1
ABC’:g(—17+26+25—92+19—16—21+96):2.5

Vi far vidare

R 1 188
02:g(sf—i—sg—i—s%—l—si—l—s?jts%—i—s?—i—sg):?:23.50
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som &r baserad pa 8 frihetsgrader (¢ = v/23.50 ~ 4.85). De enskilda effektskattningarna har

alla variansen

o2 o?

23.2 16
1
vilket gor att vi far konfidensintervallen effektskattning j:t0,025(8)3\/—1_6 = skattn. £ 2.80.

Alltsa &r de effektskattningar som é&r till beloppet storre dn 2.80 signifikanta, vilket innebér
A, B, AB foérutom p.

b) Vi bildar en ny kvadratsumma genom att till residualkvadratsumman (Inom celler) ldgga
2*.2(C*+ AC” + BC" + ABC")
Alltsa far vi den nya o-skattningen till
1 N 1
5 (8-5%+16 ((—1)* + (0.5 + 17 + (2.5)%)) = E(188 + 16 - 8.5) = 27

dvs den nya o-skattningen blir v/27 ~ 5.20 och denna skattning &r baserad pa 8 +4 = 12
frihetsgrader.

For 6vrigt kan man inse denna nya reducerade modell faktiskt innebér ett fullstindigt 22-
forsok med 4 observationer per forsockspunkt, dar man alltsa bortser fran faktorn C'.



