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Ezxaminator: Lars Holst, tel. 790 8649, e-post: lholst@math.kth.se

Tillatna hjdlpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik. Beta Mathe-
matics Handbook. Réknare.

Inférda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrdkningar
skall vara sa utforliga att de &r lidtta att folja. Numeriska svar skall anges med minst
tva siffrors noggrannhet. Varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Gréansen for godként
ar maximalt 24 podng.

Resultatet anslas senast fredagen den 13 september 2002 pa Matematisk statistiks
anslagstavla i entréplanet, Lindstedtsvigen 25, rakt fram innanfér porten.

Tentamen kommer att finnas tillgdnglig pa elevexpeditionen sju veckor efter skriv-

ningstillfallet.

Lycka TILL!

Uppgift 1

En komponent bestar av tva delar med livsldngder som kan uppfattas som obero-
ende och exponentialférdelade med vanteviarden 6 manader respektive 3 manader.
Komponenten fungerar sa linge som bada delarna fungerar.

Berdkna sannolikheten att komponenten fungerar atminstone en manad men inte
tva manader. (10 p)

Uppgift 2

De stokastiska variablerna X och Y ar oberoende och Poissonfordelade med vante-
vardena 1 respektive 2. Bilda Z = X 4 Y/2. Berikna

a) vintevirdet for 7, (2 p)
b) variansen for Z, (3 p)

c¢) sannolikheten att Z antar virdet 1. (5 p)
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Uppgift 3

Vid ett fysikaliskt foérsok uppkommer endast resultaten —i—% och —%. Sannolikheten
for att fa —i—% ar antingen 3/4, 1/2 eller 1/4. Vid tio oberoende upprepningar av
forsoket erhalls —i—% sex ganger.

Beridkna maximum-likelihoodskattningen av sannolikheten att erhalla —i—%. (10 p)

Uppgift 4

Infor valet i september publiceras ett stort antal partisympatiundersokningar. Man
kan fraga sig vad som egentligen “méts” i en del av dem och hur stora “métfelen”
kan vara. Nedanstaende fraga ér avsedd att illustrera en aspekt pa detta problem-
komplex.

I slutet av juni publicerades i dagspressen foljande undersckningar. SCB genomforde
6-29 maj 2002 intervjuer med ett “representativt” urval om 9115 svenska medbor-
gare. Av dessa uppgav 43.1%, dvs 3929 personer, S—sympatier. TEMO genomforde
under ungefar samma tid intervjuer med 1731 personer varav 39.8%, dvs 689 perso-
ner, uppgav S-sympatier. En (grov) modell dr att anta att 3929 &r observation av
Bin(9115, ps) och 689 av Bin(1731, pr). Om undersokningarna “méter” samma sak
borde gilla att pg = pr. Ar det sa?

For att belysa detta berdkna under ovanstaende modell ett konfidensintervall for
ps — pr med konfidensgrad approximativt 95%. (10 p)

Uppgift 5

(X,Y) &r tvadimensionellt normalférdelad. X har véntevérdet 1 och variansen 4, Y
har vantevardet 2 och variansen 9 och kovariansen mellan X och Y ar —2.

a) Berdkna P(X +Y > 6). (5p)

b) Bestdm ett tal ¢ sa X och Y — ¢X blir oberoende stokastiska variabler. (5 p)

Uppgift 6

Den stationira processen { X (t),t € R} har vintevirdet v/2 och kovariansfunktionen
rx(7) = e7I"l. Lat den stationsra processen {Y (t),t € R} satisfiera differentialekva-
tionen

Y/(t) + V2V (t) = X ().
Berdkna vantevirde, varians och kovariansfunktion for Y-processen.

ANMARKNING. For a > 0 géller
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Uppgift 1

Lat X beteckna komponentens livslingd. Oberoende och exponentialférdelning ger
den sokta sannolikheten:

P2>X>1)=PX>1)—P(X >2)

= P(delarna haller 1 manad) — P(delarna haller 2 manader)

_ 8_1/6 . 6_1/3 _ 6_2/6 . 8_2/3 =(0.24.

Uppgift 2
a) E(Z)=EX)+ E(Y)/2=1+2/2=2.
b) Ur oberoendet foljer V(Z2) =V (X)+V(Y)/4=1+2/4=3/2.
c¢) Oberoendet och Poissonantagandet ger
P(Z=1)=PX=0PY =2)+P(X=1)P(Y =0)
1%122e72  1le71 202

_ _ -3 _
L R T

Uppgift 3

Likelihoodfunktionen, dvs “sannolikheten att fa det som man fatt”, blir

1= (g )emramtog = () aramtog = () wsem:

Eftersom L(1/2) > L(3/4) > L(1/4) blir den sokta skattningen 1/2.

Uppgift 4

Under den angivna modellen fas konfidensintervallet:

0.431 - 0.569 n 0.398 - 0.602
9115 1731

0.431 —0.398 = 1.96\/ = 0.033 +£0.025 = (0.008, 0.058).
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Uppgift 5

Tvadimensionell normalférdelning ger att linjarkombinationer av X och Y &r nor-
malférdelade och att okorrelerade &r samma som oberoende.

a) E(X+Y)=142=3V(X+Y)=4+9+42-(-2) =09, vilket ger att X +Y
dr N(3, v/9) och ddrmed P(X +Y > 6) =1 — ®((6 — 3)/v/9) = 0.16.
b)0=C(X,)Y —cX)=C(X,)Y)—c-C(X,X)=—-2—c-4dgerc=—1/2.

Uppgift 6

Differentialekvationen kan betraktas som ett linjért filter for vilket insignalen x(t) =
et ger utsignalen y(t) = €“*/(iw + v/2) och dirmed H(w) = 1/(iw + v/2). X-
processen har spektraltitheten 2/(1 4+ w?) (tag a = 1 i anm.). Filtersatsen ger att
Y -processen far spektraltéitheten

1 2 2 2

24+ w214+ w? 14+w? 24w

Motsvarande kovariansfunktion (ur anm.) dr

=7

ry(t) =e Le“/ilﬂ
Vintevirdet blir E(Y (1)) = H(0)E(X(t)) = (1/v/2)v/2 = 1 och variansen blir
VY(t) =ry(0)=1-1/V2.



