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TENTAMEN I 5B1504 MATEMATISK STATISTIK GRUNDKURS FOR E3
TORSDAGEN DEN 9 JANUARI 2003 KL 08.00-13.00.

Erxaminator: Lars Holst tel. 790 8649

Tillatna hjdlpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik. Beta Mathe-
matics Handbook. Réknare.

Inforda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrédkningar
skall vara sa utforliga att de &r lédtta att folja. Numeriska svar skall anges med minst
tva siffrors noggrannhet. Tentamen bestar av 6 uppgifter. Varje korrekt 16sning ger
10 podng. Gransen for godkant ar prelimindrt 24 podng.

Resultatet anslas senast torsdagen den 30 januari 2003 pa Matematisk statistiks
anslagstavla i entréplanet, Lindstedtsvigen 25, rakt fram innanfor porten.

Tentamen kommer att finnas tillginglig pa elevexpeditionen sju veckor efter skriv-
ningstillfallet.

LyckaA TILL!
Uppgift 1
For héndelserna A och B giller att P(A) = 0.1, P(B) = 0.2 och P(AU B) = 0.25.
a) Berdkna sannolikheten att ingen av héndelserna A och B intréffar. (5 p)
b) Beridkna sannolikheten att exakt en av A och B intréffar. (5 p)
Uppgift 2

Tva oberoende slumptal X; och X, fran likformig sannolikhetsférdelning 6ver en-
hetsintervallet (0, 1) genereras. Lat U = max(X;, X3) och V' = min(X;, X5) vara
det storsta respektive minsta av slumptalen.

a) Visa att U:s tathetsfunktion ar fy(u) = 2u for 0 < u < 1. (4 p)
b) Berdkna E(U), E(V) och E(U —= V). (6 p)
Uppgift 3

For bestamning av tva okédnda konstanter b och ¢ har vid ett forsok foljande méatvér-
den erhallits: —0.9,1.2, —1.1, 1.0. Dessa kan i ndmnd ordning uppfattas som observa-
tioner av oberoende stokastiska variabler med samma varians och med vantevirdena
—b——c¢, —b+c¢, b—c, b+ c respektive.

Hérled skattningar av b och ¢ med minsta-kvadratmetoden. (10 p)
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Uppgift 4

Vid senaste Folk- och Bostadsrikningen, som gjordes for c:a 10-15 ar sedan, har
en miljonpopulation av individer klassificerats i fyra klasser A, B,C, D, vars re-
lativa storlekar var 20%, 30%, 10%, 40% respektive. Forra aret klassificerades ett
slumpmaéssigt urval om 100 individer pa samma sétt. Av dessa tillhérde 13,37,17, 33
i ndimnd ordning ovanstaende klasser.

a) Utfor ett lampligt signifikanstest for att undersska om proportionerna av klasserna
i populationen har forandrats sedan den senaste Folk- och Bostadsrdkningen pa

signifikansnivan 5% (7 p)
b) och pa nivan 1%. (3 p)
Uppgift 5
Lat Uy, Us, ... vara oberoende normalférdelade stokastiska variabler alla med vénte-

vardet 0 och variansen 1. Bilda
X=X, 1/24U,, n=12,...,

dir X, dr normalférdelad med viéntevirdet 0 och varians o2, dessutom dr X obe-
roende av Uy, Us, .. ..

a) Bestdm o2 sa att X, X1, Xo, ... alla far samma sannolikhetsfoérdelning och ange

denna. (5 p)

b) For o2 enligt a) bestdm fordelningen for X,, — X, 1 dirn=1,2,.... (5 p)
Uppgift 6

Den stationéra stokastiska processen {X(t),t € R} &r normalférdelad med den
kinda spektraltdtheten Sx(w). Lat processerna {Y;(t),t € R}, i = 1,2, satisfiera
foljande:

Y/(t)+Yi(t) = X(t), Ya(t) = /Oo e "X (t — u)du.

Avgor om Y-processerna bada dr normalfordelade med samma véntevéarde och sam-
ma kovariansfunktion, dvs avgoér om de ér likaférdelade. (10 p)
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Uppgift 1
a) P(ingen av A och B intriffar) = P(A*N B*) =1 - P(AU B) = 0.75.
b) Additionssatsen P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) ger

P(ANB)=0.140.2—-0.25=0.05
och den sokta sannolikheten blir

P(A*NB)+ P(ANB*) = P(AUB) — P(AN B) = 0.25 — 0.05 = 0.20.

Uppgift 2
a) For 0 <u <1 sa

Fy(u) = P(U < u) = P(max(X1, X5) <u) = P(X; <u)P(Xy < u) = u?

och darmed
fu(u) = F/,(u) = 2u.

b) Vi har
EU) = /1u 2udu = [20%/3], = 2/3.
Av symmetri har V' samma f('jrcfelning som 1 — U. Varav
E(V)=E(1-U)=1-EU)=1/3.

Alternativt har vi V. = X; + Xy — U, som ger E(V) = 1/2+1/2 -2/3 = 1/3.
Dérmed

E(U-V)=EU)-E(V)=2/3-1/3=1/3.

ANM. Enhetsintervallet delas av X7, X5 i tre delar med langder V,U —V,1—U, som
alla har samma sannolikhetsférdelning. Lingderna &r inte oberoende stokastiska
variabler, t ex 4r summan av dem ett.
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Uppgift 3
Bilda

Q(b,c) =(=0.9+b+c)*+(1.2+b—c)*+ (=11 =b+¢e)* + (1.0 —b—¢)%.

Derivering och férenkling ger ekvationerna

_9Q _ _0Q _
9b e

Hérav erhalls att b = —0.1 och ¢ = 1.05 minimerar (b, c). Ddrmed ges de sokta
minsta-kvadratskattningarna av b och ¢ av —0.1 respektive 1.05.

0 2(0.4 +4b), 0 2(—4.2 + 4c).

Uppgift 4
Bilda y2-teststorheten

Q = (13 —20)%/204 (37— 30)?/30+ (17— 10)? /10 + (33 — 40)? /40 = 490/48 = 10.2.

Om hypotesen H, “relativa storlekarna ar oférandrade” ar sann sa ar 10.2 observa-
tion av (approximativt) x?(3). Hypotesen forkastas for stora virden pa Q.

Ur tabell erhalls x2 o5(3) = 7.81 < 10.2 < x2,,(3) = 11.3. Hérav f6ljer pa de angivna
signifikansnivaerna att

a) Hy kan forkastas och
b) Hy kan ej forkastas.

Vi har *-signifikant avvikelse fran nollhypotesen eller P-virdet ligger mellan 0.01
och 0.05 (se direktmetoden i Blom sid 254). Ofta brukar man néja sig med P < 0.05
for att anse en avvikelse vara “statistiskt sdkerstalld”, sa i detta fall hade det ansetts
vara statistiskt visat att de relativa storlekarna fordandrats.

Uppgift 5

a) Eftersom X, och U; dr oberoende och normala sa fas X; € N(0,+/02/4+1).
Alltsa har Xy och X; samma fordelning om o? = 02?/4 + 1 dvs om o® = 4/3.
Argumentet upprepas for X, Xy etc. Med 02 = 4/3 &r alla Xy, X;,... N(0,1/4/3).

b) Uppenbarligen &r X,,_; oberoende av U,. Vi far darfor

1 1 PR S
Xn_anl - §Xn71+Un—Xn,1 - Un—§Xn,1 € N(O, 1 + (4/3)/22> - ]\[(O7 4/3)

Uppgift 6

Genom att anviinda “insignalen” z(t) = ¢! ser man att det linjira filtret o/(¢) +
y(t) = z(t) har frekvenssvarsfunktionen H(w) = 1/(1+iw) och att det linjéra filtret
y(t) = [ e "x(t — u)du har samma frekvenssvarsfunktion. Eftersom filterna &r
linjdra och har samma frekvenssvar foljer att Y -processerna ar normala med samma
vantevarde och enligt filtersatsen med samma spektraltdthet och dédrmed har de
ocksa samma kovariansfunktion. Alltsa &r processerna likaférdelade.



