Avd. Matematisk statistik

TENTAMEN I 5B1504 MATEMATISK STATISTIK GRUNDKURS FOR E3
LORDAGEN DEN 30 AUGUSTI 2003 KL 08.00-13.00.

FExaminator: Gunnar Englund, tel. 790 7416.

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik. Beta Mathematics
Handbook. Réknare.

Inforda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utridkningar skall vara
sa utforliga och val motiverade att de ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med
minst tva siffrors noggrannhet. Tentamen bestar av 6 uppgifter. Varje korrekt 16sning ger 10
poang. Gransen for godkant ar preliminért 24 poéng.

Resultatet anslas senast mandagen den 22 september 2003 pa Matematisk statistiks anslags-
tavla i entréplanet, Lindstedtsvéigen 25, rakt fram innanfér porten.

Tentamen kommer att finnas tillgdnglig pa elevexpeditionen sju veckor efter skrivnings-
tillfallet.

Uppgift 1

I faderskapsmal undersoks ofta blodgrupper hos moder, barn och den utpekade fadern. For
enkelhets skull betraktar vi bara det s.k. AB0-systemet (i verkligheten undersoks ett flertal
sadana blodgruppssystem). For barn vars moder har blodgrupp 0 beror den av faderns
blodgrupp betingade sannolikheten att barnet skall fa blodgrupp AO:

Faderns blodgrupp | Sannolikheten att barnet
skall fa blodgrupp A0
A0 1/2
AA 1
AB 1/2
Ovriga 0

Sannolikheten att en pa mafa vald man skall ha blodgrupp A0, AA, AB respektive ”6vriga” r
0.36, 0.08, 0.02 respektive 0.54. Berikna sannolikheten att fadern har AA nér barnet har A0
och modern 0. (10 p)

Uppgift 2

Féastingvaccin forpackas i lador om tre provror i varje. Varje provror kontrolleras fore ned-
packning och sannolikheten att vaccinet i provréret uppfyller vissa krav &r 0.90 oberoende
av tidigare undersokta provror. Lat X beskriva antalet provror som maste undersokas innan
en lada blir fylld. Bestdm E [X] och V (X) (5 p)

samt
sannolikheten att det krévs fler 4n 6 undersokta provror innan ladan &r full. (5 p)
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Uppgift 3

I en veckotidning beskrivs en bantningskur som pastas ge en viktminskning av ungefir 7 kg
pa 14 dagar. En grupp pa atta personer bestammer sig for att prova kuren. Deras vikter (i
kg) fore och efter genomgangen kur ges nedan:

Fore 108 88 82 103 98 100 90 85
Efter 110 8 78 101 91 99 90 82

Vikterna kan anses vara observationer av oberoende normalfordelade stokastiska variabler.
Det ar dock inte rimligt att anta att samtliga personer har samma férvintad vikt fore kuren,
eller att de har samma forvantad vikt efter kuren.

a) Berékna ett konfidensintervall med konfidensgrad 95% for den forvintade viktédndringen

efter genomgangen kur. (7 p)

b) Testa pa signifikansnivan 5% hypotesen att den forvantade viktminskningen &r 7 kg.

Slutsatsen av testet skall klart framga. (3 p)
Uppgift 4

Den 14 september 2003 genomfors i Sverige en folkomrostning om EMU, dér vi far ta stéllning
till fragan ”anser du att Sverige ska inféra euron som valuta”. Foljande &r fritt tolkat fran
1000 svar ur TEMO:s undersckning 16-18/6, 2003,

Rostbenédgenhet
Hog Lag
Rosta ja | 287 63| 350
Vet ej/tveksam | 93 48 | 141
Rosta nej | 395 114 | 509
775 225 1000

Undersok med ett lampligt test ifall det pa niva 5% foreligger nagon skillnad i réstbenégen-
heten baserat pa hur personerna stéller sig till fragan om ett inférande av euron som valu-
ta. (10 p)

Uppgift 5

{N(t),t € R} ar Gaussiskt vitt brus med véntevirdet 0 och med den konstanta spektral-

tatheten 1/2. Sétt
0.5

X(t)= [ N({t+udu

Bestédm for den stationéra stokastiska processen {X (t),t € R}
a) spektraltéthet, (5 p)

b) kovariansfunktion, (3 p)

¢) P(X(0) > 1). (2 p)
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Anm.: Man kan eventuellt ha nytta av sambandet

< 1= t
max(0,1 — |z|) = / et %dt, r€R
o T
Uppgift 6

En stationdr normalprocess { X (¢), t € R} har viinteviirdet 10 och kovariansfunktionen e~/
Processen har observerats vid tiden 0 med X (0) = 12. Givet detta, berikna sannolikheten
att X (1) > 11. (10 p)
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Uppgift 1
Vi later

2 = modern har blodgrupp 0,
H, = fadern har A0,
H, = fadern har AA,
Hj3; = fadern har AB,
H, = fadern har ’6vriga’ samt

C' = barnet har AQ.
Vi stker P(H, | C'). Enligt texten &r
P(H)) =036, P(Hy) =008, P(H;)=0.02 P(Hy) =054,

och
Bayes’ sats ger da
P(C | Hy)P(H>)
(C'| Hi)P(H,y) + P(C'| Hy)P(Hs) + P(C' | Hs)P(Hs) + P(C'| Hy)P(Hy)
1-0.08 8

P(HQIC):P

= = ~ 0.296.
0.5-0.36+1-0.0840.5-0.02+0-0.54 27

Uppgift 2

Lat X5, X5 och X3 vara de stokastiska variabler som beskriver antalet provrér som maste
undersokas tills ett provrér som uppfyller kraven hittas. Ur uppgiften fas att X;, ¢ = 1,2, 3,
ar oberoende och ffg(p)-fordelade med p = 0.90, och

X:X1+X2+X3.

Nu ar
1 1 1 3 10
EX]=E[X1+Xo+ X3] =E[Xq] +E[Xo] +E[X] = -+ -4 - =2 = —
p p p p 3
och, utnyttjandes oberoendet,
3(1 — 10
V(X)=V(Xi+Xo+ X3) =V (X)) +V(X2) + V(X3) = (l—p) _ 10
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Med Y som antalet provror som uppfyller kraven bland 6 undersokta, dr Y Bin(n,p) med
n =6, p = 0.90 Hiandelsen X > 6 dr samma som Y < 2 (ténk!) sa

2

P(X>6)=P(Y<2)=)_ (Z)pk(l —p)"" =0.00127.

k=0

Uppgift 3

a) Beteckna person nr. i:s vikt fore resp. efter genomgangen kur med x; resp. y;, for i =
1,...,8. Vikterna ar observationer av stokastiska variabler Xi,..., Xg resp. Yi,...,Ys, och
lampliga modellantaganden &r att X; ~ N(m;,01) och Y; ~ N(m; — A 03), fori =1,...,8,
dér A &r den forvantade viktminskningen, och alla parametrar dr okdnda (standardmodellen
“stickprov i par”). Bilda de parvisa differenserna Z; = X; —Y;, och motsvarande observerade
virden z; = x;—y;, fori = 1,...,8. Daédr Z; ~ N(A,0,), ddr o, = \/o} + 3. De observerade
véardena zp, ..., 2g ar
2 3 4 2 7 1 0 3

Eftersom o, ar oként sa ar

[A = Ezl:ta/g(n — 1)
ett konfidensintervall for A av grad 1 — a. I vart fall géller
z=2.25 S, = 2.7124 n =2, t0.025(7) = 2.36

vilket ger
2.7124
In=2254+236- ——— =2.25 £2.26 = (—0.01,4.51).
V8

b) Eftersom 7 ¢ I, sa maste denna hypotes avvisas (pa nivan 5%).

Uppgift 4
Bilda y2-teststorheten fér homogenitetstest

0= Z nip;)?

zp]

dér n, &r antalet observationer i serie ¢ och X;; beskriver antalet utfall i serie ¢ som hamnar i
kategori j. Under en hypotes Hy om att de relativa storlekarna &r samma i de tre métserierna
dr @ approximativt y?(2)-fordelad. Hypotesen forkastas for stora viirden pa Q. Ur tabell
erhaller vi att x7_, 05(2) = 5.99. Vi observerar utfallet

(wij — nip)? 2
q= ;Tp}‘ = 14.8 > Xxg.05

och forkastar Hy pa signifikansnivan 5%. Det ar sidkerstéllt att rostbenéigenheten skiljer sig
at mellan de olika métserierna.
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Uppgift 5

a) Frekvenssvarsfunktionen till filtret blir

0.5 ) eiw0.5 o e—in.S
H(w) = e du = —_—
—0.5 w

och filtersatsen ger spektraltdtheten
Sx(w) = |(e™® — e703) /iw?/2 = (1 — cosw) /w?.

b) Anmérkningen och sambandet mellan kovariansfunktion och spektraltidthet ger

rx(T) ! / TSy (w) dw !

) 1
T o —o0 T o - €7 (1 — cosw) /w? dw = §maX(07 1L—|7)).

c¢) Eftersom inprocessen dr Gaussisk och filtret &r linjart blir X-processen Gaussisk. Vi har
E(X(t)) =H(0)0=0ochurb) V(X(t)) = 1/2. Detta ger

P(X(0)>1)=1—-®(+v/2) = 0.08.

Uppgift 6

Eftersom {X(¢),t € R} &r en normalprocess med vintevirdet 10 och kovariansfunktionen
e~ 1™l sa foljer ur formlerna for betingad normalférdelning, att den betingade fordelningen
for X (1) givet X(0) = 12 & N(10 + e~ 1(12 — 10),/1 — e~2). Detta ger svaret P(X (1) >
111X(0) =12) =1 —®((11 — 10 — e 12)/v/T — e 2) = 1 — $(0.284) = 0.39.



