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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I 5B1504 MATEMATISK STATISTIK GRUNDKURS FOR E (gamlingar)
TISDAGEN DEN 16 DECEMBER 2003 KL 8.00-13.00

Examinator: Gunnar Englund, 790 7416

Tillatna hjdlpmedel: Formel- och tabellsamling i matematisk statistik for E. Beta Mathema-
tics Handbook. Kalkylator.

Inforda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utridkningar skall vara
sa utforliga och vil motiverade att de &ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med
minst tva siffrors noggrannhet.

Varje korrekt 16sning ger 10 podng. Gransen for godként &r preliminért 20 poéng.

Resultatet anslas senast onsdagen den 21 januari 2004 pa Matematisk statistiks anslagstavla
i entréplanet, Lindstedtsvagen 25, rakt fram innanfor porten och tentamen kommer att finnas
tillgdnglig pa elevexpeditionen under sju veckor efter tentamensdagen.

Uppgift 1

a) For en viss region giller foljande: 20% av befolkningen &r rokare. Sannolikheten att en
rokare far lungcancer &r 10 ganger sa hog som att en icke-rokare far lungcancer. Antag
att sannolikheten att fa lungcancer for en slumpméssigt vald person ar 0.006. Vad ar da
sannolikheten att en person far lungcancer givet att personen i fraga &r rokare? (5 p)

b) Berdkna véntevirde och varians for produkten
X, Xy X0

dér alla X;:ma &r oberoende och R(0,2).
(5 p)

Uppgift 2

Vid livstidsprovning av elektriska komponenter sédtter man n exemplar av komponenten i
arbete vid en tidpunkt ¢ = 0 och later dem arbeta under uppsikt tills de upphor att fungera
och man registrerar tidpunkterna for detta, dvs livslangderna xq, x9, - , z,,.

Foljande antagande gjordes: Olika exemplars livsldngder ses som utfall av oberoende expo-
nentialférdelade stokastiska variabler med vantevéarde m.

Beriikna konfidensintervall fér m med den approximativa konfidensgraden 90% i foljande tva

fall:

a) Man haller kontinuerlig uppsikt och observerar xi, zs,-- ,z,. Ge ett numeriskt svar da
n = 50 och man observerat livslangderna (ordnade i storleksordning)
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01 01 02 09 12 1.3 1.8 1.8 20 2.0
20 21 21 23 26 27 30 35 36 38
38 38 48 51 59 73 76 77 85 86
88 9.1 120 128 134 13.6 141 142 147 16.3
16.7 16.8 16.9 20.6 22.1 25.7 26.3 32.0 33.3 40.3

Som riaknehjilp kan meddelas att z = 9.63. (5 p)
For att fa full podng pa a-delen kravs att Du verkligen utnyttjar att data anses vara expo-
nentialfordelade.

b) Till skillnad fran i a-delen observerar man endast antalet komponenter som fortfarande
fungerar vid tiden ¢ = 6, dvs att 25 av de 50 komponenterna fungerar. (5 p)

Uppgift 3

En kemisk matmetod uppges ge méatvarden som kan ses som utfall av oberoende stokastiska
variabler, N (m,o)-fordelade, ddar m ar det sanna, okéinda vérdet och dér o uppges vara 0.3.
En kemist har gjort 4 métningar och fatt genomsnittsvardet x = 37.15.

a) Berdkna med utnyttjande av forutsittningarna ovan ett 95%-igt konfidensintervall for
m. (3 p)

b) Kemisten blir dock missténksam mot det uppgivna o-vérdet och skattar o ur sina 4 virden
med resultatet s = 0.95. Berikna ett 95%-igt konfidensintervall for m utan att utnyttja det
uppgivna o-virdet 0.3. (3 p)

¢) Kemisten 6nskar nu fa klarhet i om det uppgivna o-virdet var fel. Berdkna déarfor ett
95%-igt konfidensintervall for o och undersck med hjilp av detta om det uppgivna o-virdet
kan forkastas. Det skall klart framga om o-vérdet 0.3 forkastas eller ej. (4 p)

Uppgift 4

Vitt brus (X (¢); t € R) med EX(t) = 3 och Sx(w) = 5 paverkar ett mekaniskt system.
Processen (Y'(t); t € R) beskriver systemets rorelser och dr definierad genom sambandet

Y'(t) + 2V (t) + 4V (t) = X(¢), t € R

Beriikna vintevirde, spektraltidthet och kovariansfunktion for (Y'(¢); t € R) (10 p)

Uppgift 5

I ett elektriskt system beskrivs de kraftiga storningarna av en Poissonprocess {N(t); t > 0}
med intensitet .

Beriikna P(N(1) < N(2) < N(3)). (10 p)
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Uppgift 1
a) Infor beteckningarna R = ”personen &r rokare” resp. C' = "personen far cancer”.
Enligt texten &r P(R) = 0.2, P(C') = 0.006 och P(C|R) =10 - P(C|R*).
Lagen om total sannolikhet ger

P(C) = P(C|R)P(R) + P(C|R*)P(R*)

dvs
0.006 = P(C|R)-0.2 + %P(ClR) ((1-0.2) = 0.28- P(C|R)

och saledes 0.006
P = —— ~0.021.
(ClR) 0.28 0.0

E(X1X5- - Xq0) = {oberoende} = E(X;)E(X3)--- F(Xi)
={X; € R(0,2), se FS } =19 =1.

V(X1 Xy Xio) = E (X1 X2+ X10)?) — (B(X1)EB(Xs) - - - B(X19))” = {oberoende}
= B(X})E(X3) - B(X3) — 17
= (V(X1) + E(X1)?) (V(X2) + E(X5)?) -+ (V(X10) + E(X10)?) — 1

1 10 AN 10
={X; € R(0,2), se FS} = <§ + 1) —-1= (§) — 1= 16.76.

Uppgift 2

a) Vi skattar m med m* = 7 = ; ZZ 1 T = 9.63. Motsvarande Stlckprovsvarlabel X &r
approximativt N(m,m/v/50) enligt CGS eftersom E(X) = m och V(X) = m?. Vi far da
det approximativt 90%-iga konfidensintervallet

9.63
7+ AO,OE)\/% ~0.63 4 1619 ~ 9,634 2.24 = (7.39, 11.87)

b) Lat Y = antalet komponenter som fungerar vid tiden ¢t = 6. Y &r Bin(50, p) dér
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= P(X > 6) = e~ %™ Vi far eftersom 25 st av observationerna #r mindre #n 6 att p* =
25/50 = 1/2 och np(1—p) ~ np*(1—p*) = 12.5 > 10 och saledes dr normalapproximation av
Bin(50, p) tillaten, dvs Bin(50, p) ~ N (50p, /50p(1 — p)). Detta ger att p* &r approximativt
N(p, v/p(1 = p)/50).

Alltsa ar ett approximativt 90%-igt konfidensintervall for p

* 1 _ >k
P* £ Moos 1% ~ 0.5+ 0.117 = (0.383,0.617).
Eftersom p = e=%™ dvs m = —6/In p blir konfidensintervallet for m
6 6
— — ~ (6.25,12.43).

Man kan notera att konfidensintervallet i b-delen blir lite bredare och detta beror ju pa att
vi i b-delen utnyttjar mindre av informationen i stickprovet &n i a-delen.

Uppgift 3
a) Enligt A-metoden (FS 11.1) far vi konfidensintervallet

03
T+ AO,O%% — 37.15 + 1.96 - N 37.15+ 0.3

b) Enligt t-metoden (FS 11.2) far vi konfidensintervallet

0.95
1)% =TS ABIS 2 ~TIS £ 15

T £ t0025(4 —

c) Enligt x*metoden (FS 11.4) far vi fér o konfidensintervallet

n—1 n—1
S , S =
Xo 025 1 Xo. 975( 1)
0.95 0 54, 3. 51)
Xo 025 Xo 975

Eftersom 0.3 ligger utanfor detta intervall forkastas Hy : o = 0.3 pa nivan 5%.

Uppgift 4
For testfunktionen z(t) = ™! fas utsignalen y(t) = H(w)e™*, dvs
H(w)(iw)?e™" 4+ 2H (w)iwe™" + 4H (w)e™" = ™!
som ger H(w) = 1/(2iw+4—w?). Alltsa far vimy = E(Y (t)) = H0)E(X (t)) = 3/4 = 0.75.

5%
4o? + (4 — w?)?

Sy(w) = [H(w)[*Sx(w) =
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Med hjélp av inverstranformering erhalls ur formelsamlingen 16 2:a tranformparet med a = 1

och b =+/3
eIl sin T
ry(T) = 54 2 (cos(\/gT) + %)

Uppgift 5
Vi har

P(N(1) < N(2) < N(3)) = (processen ér vixande) = P(N(2)—N(1) > 0, N(3)—N(2) > 0)

= (oberoende tillskott) = P(N(2) — N(1) > 0)P(N(3) — N(2) > 0) = (1 — e’)‘)2.



