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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I 5B1504 MATEMATISK STATISTIK GRUNDKURS FOR E (gamlingar)
FREDAGEN DEN 16 APRIL 2004 KL 8.00-13.00

Examinator: Gunnar Englund, 790 7416

Tillatna hjdlpmedel: Formel- och tabellsamling i matematisk statistik for E. Beta Mathema-
tics Handbook. Kalkylator.

Inforda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utridkningar skall vara
sa utforliga och vil motiverade att de &ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med
minst tva siffrors noggrannhet.

Varje korrekt 16sning ger 10 podng. Gransen for godként &r preliminért 20 poéng.

Resultatet anslas senast fredagen den 7 maj 2004 pa Matematisk statistiks anslagstavla i
entréplanet, Lindstedtsvigen 25, rakt fram innanfér porten och tentamen kommer att finnas
tillgdnglig pa elevexpeditionen under sju veckor efter tentamensdagen.

Uppgift 1

a)
Lat den stokastiska variabeln X vara R(—3,4). Sitt Y = 3X?2. Beriikna P(Y > 12). (5 p)

b) Antalet trafikolyckor per ar pa en viss vig kan anses vara oberoende och Poisson(4)-
fordelade. Berdkna sannolikheten att det intréffar fler &n 8 olyckor nagot (dvs minst ett) av
de kommande 5 aren. (5 p)

Uppgift 2

Begreppet intelligens &r operationellt definierat som resultatet av ett intelligenstest. For
enkelhets skull antar vi att resultaten &r oberoende och normalférdelade med samma stan-
dardavvikelse for alla individer i alla test. Man 6nskar underséka om vana vid intelligenstest
medfor en forandring av testpodangen. For att prova detta dras ett stickprov om 7 individer,
vilka tidigare ej genomgatt test. Dessa far genomga prov pa 6 test vardera, och nedan anges
resultat pa forsta och sista testet:

Individ nr |1 2 3 4 5 6 7
Forsta testet | 108 142 121 138 112 102 91
Sista testet 106 146 122 140 117 104 94

Prova hypotesen att ingen forandring i testpodng sker mot hypotesen att en sadan férdandring
sker. 5% signifikansniva. (10 p)
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Uppgift 3

Erfarenhet med plaster visar att det existerar en relation mellan hardhet (métt i Brinell-
enheter) och den tid (timmar) som forflutit sedan gjutningsprocessen. Resultat:

Métning nr 1 2 3 4 D 6 7 8
x (Tid) 6 16 24 24 32 32 40 40
y (Hardhet) 199 205 218 220 237 234 250 248

Hjalpsummor:
Soowi =224, Yo x?=6912, Y.y, =1811, 3 .y? =412479 och Y, z;y; = 51968.
Antag att en enkel regressionsmodell géller.

a) Berikna MK-skattningarna av o och (3 i regressionslinjen y = o/ + fzx. (4 p)

b) Bestam ett 95 % konfidensintervall for forvintade hardheten 40 timmar efter gjutning. (3 p)

c¢) Bestam ett 95 % konfidensintervall for den forédndring i forvintad hardhet som sker under
1 timme. (3 p)

Uppgift 4
(X(t); t € R) &r en stationdr normalprocess med mx = 2 och kovariansfunktion
rx(r) =e? 7 €R.

Vi bildar processen (Y (t); t € R) déar
Y(t) = / T X (t — w)du,
0
a) Bestdm Y -processens kovariansfunktion och véntevirde. (5 p)
b) Berdkna P(X(t) + Y (t) > 2). (5 p)

Uppgift 5

En Poissonprocess (X (¢); t > 0) har E(X(t)) = 3t. Lat T vara tiden da processen for forsta
gangen antar virdet 2. Bestdam P (T < t|X(2) = 2) som funktion av t. (10 p)
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Uppgift 1
a) Eftersom X € R(—3,4) sa giller (se formelsamlingen avsn 3)

{% 3<r<4,

0 annars.

fx(z) =

P(Y >12)=P(3X*>12) = P(X? >4)=1- P(X*> < 4)

2
:1—P(—2§X§2):1—/ fx(z)dx=1—
-2

b) Lat X; = antal olyckor ar i, i =1,2,3,4,5.

P(fler &n 8 olyckor minst ett ar) = 1—P(hogst 8 olyckor varje ar)

=1-P(X; <8NXy; <8NX3<8NX, <8NX;5<8) = {Xi:na oberoende, likafé)'rdelade}

=1-P(X; <8)°= {formelsaml tab 7} =1-0.97864° = 0.1023.

Uppgift 2

Parvisa jamforelser. Bilda differenser inom individer (sista—forsta).
Nya data. —2, 4, 1, 2, 5, 3 R
som dr utfall av oberoende N(A,0). A = (=2 +4+ 142+ 5+ 2+ 3) = 15/7 ~ 2.143,

§? = == ((—2) + - + 32 — 15?/7) &~ 5.14 som ger s ~ 2.27.
Hypotesen Hy : A = 0 testas till exempel med konfidensmetoden. Ett 95 % konfidensintervall
for A blir A + tg005(7 — 1) - % = 2.143 +2.45 - 2—}77 = 2.143 + 2.10. Eftersom 0 ej tillhor
intervallet. Alltsa kan Hy forkastas pa nivan 5 %.

Uppgift 3

a) MK-skattningarna ges av 3* = > (z; — &)yi/ >, (2 — 7)? = 1.96875 och a* = § — 3*7 =
171.25. Vi har utnyttjat att > ,(z; — )* = Y, 27 —nz? och >, (v; — )y, = >, T;y; — nTY.

b) Ett 95 % konfidensintervall ges av

(40 — 7)?
]mO—Oé +5 40:tt0025 \/ Z )
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Vihar att s? = 5 (3. (y; —9)2 — 82, (z: — T)*= 5.54. Vi far ur tabell 3 att ¢ 025(6) = 2.45

n—2
varfor man erhaller intervallet 250 + 3.41

c¢) Konfidensintervall for 3 soks. Det ges av intervallet Ig = 3% t.025(8 —2)s//>_;(z; — T)?
varfor man erhaller intervallet 1.97 £ 0.23

Uppgift 4
Vi ser att

E(Y@lt)=E (/Ooo e X (t — u)du) = /OOO e ME(X(t—u))du = /OOO e 3 2du = g

Eftersom (X (t); t € R) &r en normalprocess dr ocksa (Y'(t); t € R) en normalprocess.

Y -processens kovariansfunktion erhalls ut Y:s spektraltdthet. Integralen motsvarar en linjar
filtrering med viktsfunktionen

h(u) =

e foru>0
0 for u < 0

som enligt Formelsamlingens transformpar for Laplacetransformer ger att H(w) = 1/(3+1iw)

vilket ger
1 2-3

TR (32 w?)’
Saledes har vi Sy (w) = 6/(9 + w?)? vilket ger att

Sy (w) = [H(w)[*Sx (w)

ry (1) = e8Il (I7| +1/3) /6.

b) Eftersom Y-processen erhalls genom linjér filtrering av normalprocessen X ar X (¢)+ Y (¢)
normalfordelad. Dess vantevirde blir £ (X () + Y (t)) = E (X (¢))+E (Y (t)) =2+2/3=8/3
och variansen blir

VX)) +Y(@)=V(X@)+V (Y(t)+2C (X (), Y(t)) =rx(0)+ry(0)+2C (X (¢),Y(t)).

Vi far

Saledes har vi
V(X)) +Y () =rx(0)+ry(0)+2C (X (1), Y (t) = 1+e>2(|0| +1/3) /6+2-1/6 = 25/18.

Vi far da med Z(t) = X (t) + Y (¢) att Z(¢) & N(8/3,4/25/18) som ger

B Z(t)—8/3 2—-8/3\ B 2-8/3) _ v _ N
P(Z(t)>2)_P< TS >\/25/_18>_1 <1><—\/25/_18>~1 ®(—0.57) = ®(0.57) ~ 0.72.
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Kommentar: Man kan ocksa studera Z(t) = X(t) + Y (¢) betraktad som en linjér filtrering
av X-processen dar viktsfunktionen ar

_3u .. >
h(w) = d(u) + e f?ru_O
d(u) for u <0

dér 0(u) &r Diracs delta-funktion. Ytterligare ett alternativ dr att studera vad filtret gor med
testfunktionen e**.
Uppgift 5
Vi gor forst observationen att {7 <t} = {X(t) > 2}.
Med ¢ < 2 far vi

P(X(t)>2nX(2)=2) P(X{t)=2nX(2)—X(t)=0)

P(T=4Xx(2)=2) P(X(2) = 2) P(X(2) = 2)

P(X()=2) P(X(2) — X()=0) CPesBE00-30-0

P(X(2)=2 B %673-2

Omt>2éar P(T <tX(2)=2)=1dvs

0 for t <0,
P(T<t|X(2)=2)=41t*/4 for0<t <2,
1 for ¢t > 2



