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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I 5B1504 MATEMATISK STATISTIK GRUNDKURS FOR E (gamlingar)
FREDAGEN DEN 1 APRIL 2005 KL 8.00-13.00

FExaminator: Gunnar Englund, 790 7416

Tillatna hjdlpmedel: Formel- och tabellsamling i matematisk statistik for E. Beta Mathema-
tics Handbook. Kalkylator.

Inférda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrdkningar skall vara
sa utforliga och vil motiverade att de &ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med
minst tva siffrors noggrannhet.

Varje korrekt 16sning ger 10 podng. Grinsen for godként ar preliminért 20 poéng.

Resultatet anslas senast fredagen den 22 april pa Matematisk statistiks anslagstavla i entré-
planet, Lindstedtsvigen 25, rakt fram innanfor porten och tentamen kommer att finnas
tillganglig pa elevexpeditionen under sju veckor efter tentamensdagen.

Uppgift 1

Antalet uppdrag som tre kunder ger ett dataféretag under en manad beskrivs av de obero-
ende stokastiska variablerna X, Xs respektive X3, ddr X; &r Po(25), Xy ar Po(10) och X3
ar Po(12).

Berikna approximativt sannolikheten att den forsta kunden ger fler uppdrag dn de tva sista
tillsammans. (Gjorda approximationer skall naturligtvis motiveras.) (10 p)
Uppgift 2

Avstandet till en stralningskélla beskrivs av en Rayleigh-fordelad stokastisk variabel X, det
vill sdga en stokastisk variabel med tathetsfunktion

fx(@) = e @2 >0

b2
dér parametern b > 0.
a) Tio oberoende avstandsmétningar @y, ..., z, sammanfattas av Y 27 = 80.72 [enhet m?].
i=1
Tag fram Maximum-likelihoodskattningen av b. (5 p)

b) Stralningen fran stralningskillan sprids 6ver ett omrade av storlek Y = 7X?. Bestdm
téthetsfunktionen for Y. (5 p)

Notera att a- och b-uppgiften kan/skall 16sas separat, det vill sdga man kan l6sa den ena
utan att l6sa den andra.

Uppgift 3

Vid en auktion kan forsdljningspriset y antas beskrivas av en normalférdelad stokastisk
variabel Y déar véantevardet beror av utropspriset x enligt modellen:

Y (z) dr N(a/ + Bz, 0)
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a) Baserat pa foljande n = 10 forséljningsdata

Utropspris, z;: 900 600 1000 1100 700 1300 1300 1000 1100 1000
Forséljningspris, y;: 1983 969 2284 2732 1337 2852 2971 1592 1813 2241

som sammanfattas av

n

T=1000 F=20774 S, = (y—7)° = 3987650.4
i=1
See = 3 (2 —T)* = 460000  Spy = (x; —T)(y; — ) = 1214400
i=1 i=1
skatta modellens parametrar o, 3 och o. (5 p)

b) En vara har utropspris xy = 1100. Dess forséljningspris Y (zg) &r en stokastisk variabel
med véntevirde o + Gxg. Om s ér skattningen av o kan man visa att

Y(zo) — (& + B o)
1 (zo—7)2
S\/l + o+ —%M

ar en t(n — 2)-fordelad stokastisk variabel.
Anvind detta for att ta fram ett 95% prediktionsintervall for forséljningspriset Y (xg), det
vill séiga en observation av ett stokastiskt intervall I sadant att P (Y (zo) € I) = 0.95. (5 p)

Uppgift 4

Lat (X (t); t > 0) vara en standard Wienerprocess, dvs en normalprocess med vantevardesfunktion
E(X(t)) = 0 och kovarianskérna C'(X(s), X(t)) = min(s, t). Man skall registrera processens
utfall vid tidpunkterna ¢ = 1 och t = 3 och skall sedan interpolera fram X (2) med hjilp av
vérdet pa (X (1) + X (3)) /2.

Man var intresserad av ”interpolationsfelet” och speciellt av

P (2 < X(2) < 3‘@ = 2.5) .

Berikna denna sannolikhet. (10 p)
Uppgift 5

(X(t); t € R) &r en svagt stationér process med vintevirde my = 2 och kovariansfunktion

rx(7) = eIl 7 € R som filtreras i ett filter dir utsignalen (Y(¢); t € R) bestims av
relationen

Y'(t)+3Y(t) = /OO e X (t — v)dv.

Bestam Y-processens véntevirde och kovariansfunktion samt V(Y (3)). (10 p)
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Uppgift 1

Vi soker P(Xl > Xy + X3) = P(Xl — (XQ + X3) > 0)

X5 4+ X3 dr Po(10 4+ 12)=Po(22) eftersom de &r oberoende och Poisson-fordelade.

Vidare #r 22 > 15 sa vi far gora approximationen Po(22) ~ N(22,/22). P4 samma sitt &r
Po(25) ~ N(25,/25).

Vi far alltsa att X; — (X + X3) dr approximativt normalférdelad

N(25 — 22,1/25 + 22)=N(3,V/47). Detta ger

Xi—(Xo+X3)—3 0-3
P(X1>X2+X3):P( 1= (Kot X 23 )%
VAT VAT
~1—<1>(—i) —cb(i> ~ ©(0.44) ~ 0.67
VAT VAT ' T
Uppgift 2
Likelihoodfunktionen
x Tn _,
L(b) = frix(@n..omn) = {ober} = fx, (21) - fx, () = 35 e /3o em /2
Cme L&
o p{ 2b2; }
har logaritm

ger ML-skattningen

b (x1,. .., 2,) =

b) Med Y = mX? sa ér for t > 0

Fr(t)=P(Y <t)=P(rX2<t) =P (X < t/7r) — Fy(\/1/7)
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och

) = R0 = SRR = P (ITR) s = YR

dt dt AVALY 2\/ 7t
_ 1 —t/2mb% __ 1 —t/m
n 27Tb26 n me

dir m = 2mwb?. Alltsd, arean Y #r exponentialférdelad med vintevirde 27b?.

Uppgift 3
Med parametriseringen Y (z;) dr N(a + B(z; — T), o) sa skattas «, § och ¢ med

af = y=20774
B* = Suy/Ses = 1214400/460000 = 2.64
s? = —5(Syy — 8" Say) = 755(3987650.4 — 2.64 - 1214400) = 97704,

n—2

respektive. Alltsa, o skattas med s = 312.58 kronor och o/ = o — T med
(o) = a* — T = 2077.4 — 2.64 - 1000 = —562.6 kronor.

b) Lat Dy = S\/l +14 % Ur t(n—2) = t(8)-fordelningen fas att tg 25 = 2.31 ar sadan
att
Y _ IE] *
095 = P (—750.025 < (o) <g + o) < 750.025)
0
= P (—toosDo <Y (x0) — (& 4 3"20) < to.025D0)
= P (" + *x0) — to.02sDo < Y (xg) < (& + S*0) + to.025Do)

1 _ 7)2
= P Y({lf()) € (OJ/* + 6*113()) + t()_0255\/1 + 5 + (3705—1')

Alltsa ett 95% prediktionsintervall ges av

1 To— T )2
Y(LU()) € (O/* —+ B*Jjo) + t0_0258\/1 —+ E —+ (OS—)

= (—562.6 +2.64 - 1100) & 2.31 31258\/1+ L + (100)°
N ‘ ' ‘ ‘ 10 460000

= 2341.44+764.74 = (1576.7, 3106.1) kronor.

Uppgift 4
Vi far att

X(
X(
X(

W N =
w N =

) 0\ /1

) ar N3 0 s 1

) o/ \1
(

<N N =

Lat Y7 = (X(1)+X(3))/2 = (3)" och Y, = X(2). Vi far da

—~

1/2 01/2) (X(1) X(2)

E(Y1) =0, E(Y;) =0, V(Y3) = C(2,2) = 2 och enligt momentsatsen
111\ /1/2

viv)=@1/201/2) (1 2 2| | 0 | =3/2
12 3/ \1/2
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Vidare dr (denna gang med direkt kalkyl ur kovarianskdrnan som omvixling)
C(Y1,Yy) = C((X(1) + X(3))/2,X(2)) =
1 1 1 . 1 . 1 3
= iC(X(l),X(Q)) + §C(X(3),X(2)) = §m1n(1,2) +3 min(3,2) = 5t 1= 3

Vi har alltsa att / /
i\ . 0 3/2 3/2
ORI (HRES)

Med hjalp av Formelsamlingen erhalls darfor att Y3|Y; = x &r

N <0+ ;2( —0),4/2— (?;//2; ) — N(z,/0.5)

Speciellt ser vi att Y5|Y; = 2.5 dr N(2.5,/0.5) och den sokta sannolikheten blir

P (2 < X(2) < 3‘@ _ 2,5) _

2-25  X(2)-25 _3-25/X(1)+X(3) B
( Vo5 = Vo5 - Voo ) - 2'5) -
= ®(+/0.5) — B(—V0.5) = 20(+v/0.5) — 1 ~ 20(0.707) — 1 ~ 2-0.7602 — 1 = 0.5205.

Uppgift 6

Med testsignalen z(t) = ¢** blir utsignalen y(t) = H(w)e™! dir H(w) dr 6verféringsfunktionen.
Vi far i hogerledet med testsignalen z(t) = e™*

/ —2v (t . U)dU _ / 6—2v€zw(t—v)dv _ ezwt/ 6—(2+2w)vdv _ ezwt .

Dérfor erhaller vi eftersom 3/ (t) = H(w)iwe™* att

. ) 1
wt H . 3H _ ptwl
e“" (Hw)iw+3H(w)) =€ i
som ger
H(w) o dvs [H(w)P :
w) = vs |H(w)|* =
(2 +iw)(3 + iw) (44 w?)(9 + w?)
2
rx(7) = e 1"l 7 € R ger enligt formelsamligen att spektraltitheten Sx(w) = 1o weER
w
som alltsa med filtersatsen ger
2
_ 2 _ _ : g : _
Sy(w) = |H(w)|*Sx(w) = Tt D0 (partialbraksuppdelning) =
1 1 2 1 1 1 1 2-3 1 2.2 1 2-1

T2 Frw? 15 2re? 12 Pre? 120 Prw? 30 21w? 21 Pho?
som i sin tur med inverstransformering ger Y -processens kovariansfunktion till

T S Rt RS S
v(7) = 155° 30¢ to¢ hTER
Detta ger V(Y(3)) = ry(0) = 1/120 — 1/30 + 1/24 = 1/60 ~ 0.0167.
il 1
Vidare géller att my = E(Y (t)) = H(0)mx = 33 2 = 3~ ~ 0.33.



