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TENTAMEN I 5B1504 MATEMATISK STATISTIK GRUNDKURS FOR E (gamlingar)
LORDAGEN DEN 27 AUGUSTI 2005 KL 8.00-13.00

Fxaminator: Gunnar Englund, 790 7416

Tillatna hjdlpmedel: Formel- och tabellsamling i matematisk statistik for E. Beta Mathema-
tics Handbook. Kalkylator.

Inférda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrdkningar skall vara
sa utforliga och vil motiverade att de &r latta att folja. Numeriska svar skall anges med
minst tva siffrors noggrannhet.

Varje korrekt 16sning ger 10 podng. Grinsen for godként ar preliminért 20 poéng.

Resultatet anslas senast mandagen den 19 september pa Matematisk statistiks anslagstavla i
entréplanet, Lindstedtsviigen 25, rakt fram innanfér porten och tentamen kommer att finnas
tillgdnglig pa elevexpeditionen under sju veckor efter tentamensdagen.

Uppgift 1

Nollor och ettor sédnds i en brusig miljo. Sannolikheten att en nolla resp. etta sénds &ar 0.4
resp. 0.6. Den mottagna signalen kan uppfattas som en stokastisk variabel X som &r N(0,1)
resp. N(1,1) om noll resp. ett sindes. Mottagaren anviander regeln: om X < 0.20 anses
en nolla ha sénts, annars har en etta sdnts. Berdkna sannolikheten att en mottagen nolla
verkligen har sénts som en nolla. (10 p)

Uppgift 2

For att undersoka effekten av ett rostskyddsmedel behandlade man 10 jarnstavar med detta.
Pa var och en av 10 olika platser griavdes dérefter en av de behandlade stavarna jimte en
obehandlad stav ner. Efter 3 manader togs alla stavar upp och rostgraden méttes. Resultat
(i lamplig enhet):

Plats 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Obehandlade 32.3 38.0 40.1 284 359 36.3 251 282 39.8 32.6
Behandlade 31.0 375 40.2 28.0 348 36.0 25.1 275 39.1 324

Resultatet fran plats nr k for obehandlad resp. behandlad stav &r observationer pa
N(myg, 0open.)- Tesp. N(my + A, open. )-fordelade stokastiska variabler. Alla underliggande
stokastiska variabler forutsitts oberoende. A (eller egentligen —A) #r ett matt pa rost-
skyddsmedlets effekt.

a) Berdkna ett 95 % konfidensintervall for A. (7 p)

b) Anser Du att rostskyddsmedlet har effekt? Motivera utgaende fran Ditt resultat pa a)-
delen! (3 p)
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Uppgift 3

Enligt en nyligen publicerad partisympatiundersokning angav 35.3 % av de tillfragade att
de sympatiserade med (s). Urvalet av tillfragade kan ses som ett slumpméssigt stickprov av
1427 personer fran populationen av alla rostberdttigade.

a) Ge ett approximativt 95 % konfidensintervall av andelen (s)-sympatisorer av alla
rostberéttigade. (5 p)

b) Vid en tidigare undersokning hade 1532 personer valts ut och av dessa angav 37.5
% att de sympatiserade med (s). Kan man pasta med nagon sikerhet att andelen
(s)-sympatisorer i viljarkaren forandrats? Gor ett lampligt approximativt 95 % konfi-
densintervall for forandringen och besvara fragan med hjélp av detta. (5 p)

Uppgift 4

{X(t); —o0 < t < oo} &r en stationdr normalprocess med vintevirdet 0 och kovariansfunk-

tionen
1— 7], T < 1,

0, annars.

Processen filtreras genom ett filter givet av differentialekvationen

Y'(t)+ Y (t) = X(¢).

Berakna
a) P(X(t) > 1), (2 p)
b) P(Y(t) > 1). (8 p)

ANM: Aven delresultat kan ge poing.

Uppgift 5

Punkter dr slumpméssigt utspridda pa tallinjen. Antalet punkter i disjunkta intervall ar
oberoende och antalet punkter i ett intervall &r Poissonférdelat med vintevirdet givet av
intervallingden. Lat X (¢) beteckna antalet punkter i (¢,¢ + 1). Berikna

a) C(X(t), X(t +0.5)), (5p)

b) C(X(t), X (t + s)) for —oo < s < 0. (5 p)
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Uppgift 1

Infor Sy = "nolla sdnds”, S; = "etta sdnds”, My = "nolla mottages”. Med Bayes formel

erhalls:
P(So)P(My | Sp)

(So)P(My | So) + P(S1)P(My | S1)
B 0.4P(X < 0.2 ]| X € N(0,1))
T 04P(X <02 X € N(0,1)) + 0.6P(X < 0.2 | X € N(1,1))
1
T 14 1.59(—0.8)/2(0.2)

dir P(X < 0.2 || X € N(m,1)) betyder sannolikheten for att X < 0.2 da X &r N(m, 1)-
fordelad.

P(SO\MO)IP

= (.65,

Uppgift 2

a) Lat resultatet fran plats nr k& for obehandlad resp. behandlad stav vara utfall av Xj
resp. Yj. Detta innebér att Z = Yy — X}, dr en N(A, o)-fordelad stokastisk variabel. Vi har
foljande observationer:

Plats 1 2 3 4 S 6 7 8 9 10
Yk 31.6 375 402 28.0 348 36.0 25.1 275 39.1 324
Tk 32.3 38.0 40.1 284 359 363 25.1 282 398 326
2k = Yk — Tk -08 -05 01 -04 -11 -03 00 —-07 =07 =02

Eftersom o ar okdnt sa ar <
z

vn

ett konfidensintervall med konfidensgrad 1 — «. I vart fall géller

IA = Zita/g(n— 1)

Z=-046 s5,=037 n=10  toms(9) =2.26

0.375
vilket ger Ja = —0.46 & 2.26 - —— = —0.46 & 0.27 = (—0.73, —0.19).

v 10
b) Eftersom hela intervallet ligger utanfor 0 sa har rostskyddsmedlet (statistiskt signifikant)
effekt.

Uppgift 3

a) Antalet (s)-sympatisorer i urvalet kan ses som ett utfall av en Bin(n, p;)-fordelad sto-
kastisk variabel, dir n; = 1427 och (p1)?,, = 0.353. Eftersom n;(p1)%..(1 — (p1)i,s) = 325.9,
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vilket 4r mycket storre d4n 10 sa kan vi normalapproximera. Det ger foljande approximativa
konfidensintervall:

. (P1) ks (1 = (P1)51s) 0.353 - 0.647
Iplz(pl)obsiko.oz5\/ Lob o Dobs! _ (353 4 1.96 VT

= 0.353 £ 0.025 = (32.8%, 37.8%).

b) I den tidigare undersokningen hade vi ny = 1532 och (p2)%, . = 0.375.
Eftersom na(p2)i(1 — (p2)iys) = 359.1 sa kan vi dven hér normalapproximera. Vi dr nu
intresserade av féljande approximativa konfidensintervall for ps — p;:

I

p2—p1

= (p2)*b i (p1>*b + )\0.025\/(p2)2bs(1 — (p2)2b5> X (p1)f)bs(1 — (pl)zbs)

0.375-0.625 n 0.353 - 0.647
1532 1427
Eftersom [

»—p 2 0 kan man inte pasta att andelen (s)-sympatisorer forandrats.

= 0.022 £ 0.035 = (—1.3%,5.7%).

=0.375-0.353 = 1.96\/

Uppgift 4

a) X (t) ar normalférdelad med véntevérde 0 och varians rx(0) = 1. Alltsa

P(X(t)>1)=1— &(1) = 0.16.

b) Insignalen €™ till ett linjért filter ger utsignalen H(w)e™?. For det givna filtret ger detta
H(w)iwe™" + H(w)e™! = ™!,

och darmed H(w) = 1/(1 + iw). Spektraltatheten for insignalen &r

Sx(w) = / (1~ |rl)e = dr,

1

och spektraltdtheten for utsignalen blir
Sy (w) = |1 +iw| 2 Sx(w).

Eftersom insignalen har véantevardet 0 och &r en normalprocess, sa géller detta ocksa utsig-
nalen. Variansen for utsignalen blir

1 > 1 > 1 ! —iwT
ry(0) —/ Sy (w)dw / (1 —|r))e ™ drdw
-1

T or o " or oo I+ w?

1 1 o] e—in 1 6_|7-| 1 . .
:/_1(1_|T|)%/_m1+w2da)d7'=/_l(1—\T|) 5 dT:/O(l—T)e dr =e .

Hérav foljer att

P(Y(t)>1)=1—®(y/e) = 0.05.
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Uppgift 5

a) Lat S,T,U vara antalet punkter i intervallen (¢,¢+ 0.5), (t +0.5,¢+ 1), (¢t +1,t + 1.5).
S,T,U é&r oberoende och Po(0.5). Harav foljer

C(X (1), X(t+0.5)) = C(S+T,T+U) = C(T,T) = V(T) = 0.5.

b) Om s < —1 eller s > 1 blir intervallen (¢,t+1), (t+s,t+ s+ 1) disjunkta och ddrmed ger
oberoende att C'(X (), X(t+s)) =0. For 0 < s <1 fassomia) med S,T,U Po(s), Po(1 —
s), Po(s) resp. att C(X(t),X(t+ s)) = V(T) = 1 — s. Analogt fas for —1 < s < 0 att
C(X(t),X(t+s)=1+s.



