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TENTAMEN I SF1920/SF1921 SANNOLIKHETSLARA OCH STATISTIK,
MANDAG 13 MARS 2023 KL 08.00-13.00

FExaminator: Bjorn-Olof Skytt, tel 08-790 8649.

Tillatna hjalpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II. Del I bestar av uppgifterna 1-12. Pa
denna del skall endast svar anges, antingen i form av ett numeriskt varde med tre véardesiffrors
noggrannhet eller i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren anges pa svarsblan-
ketten.

Studenter som &r godkénda pa kontrollskrivningen behover ej besvara uppgift 1-3, utan far tillgo-
dordkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Studenter som &r godkénda
pa den andra datorlaborationen behover ej besvara uppgift 12, utan far tillgodoridkna sig denna
uppgift (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Detta géller endast pa den hér tentan och vid om-
tentamen i juni 2023. Grénsen for godként dr 9 podng. Mgjlighet att komplettera ges for tentander
med 8 poéng.

Del II bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II rittas bara for
studenter som ar godkédnda pa eller far komplettera del I och podng pa del II krdavs for hogre
betyg &n E. Pa denna del skall resonemang och utrikningar skall vara sa utfoérliga och val moti-
verade att de ar ldtta att folja. Inforda beteckningar skall forklaras och definieras och numeriska
svar skall anges med minst tva vardesiffrors noggrannhet. Studenter som &r godkénda pa den
andra datorlaborationen far 3 bonuspoédng pa del II pa det hér ordinarie tentamenstillfillet och
omtentamenstillféllet i juni 2023.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgéinglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillféllet.

Del I

Uppgift 1

For handelserna A och B vet vi att P(A) = 0.40, P(B) = 0.15 och P(A* N B) = 0.10.
Berikna P(A | B*).

5
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D: 12

17



forts tentamen i i SF1920/SF'1921 2023-03-13 2

Uppgift 2
Den stokastiska variabeln X € Exp(0.4).

Y = VX.

Y har tathetsfunktionen fy(y). Bestam fy(2).

A: 0.081
B: 0.227
C: 0.323
D: 0.909

Uppgift 3

De stokastiska variablerna Y och Z har den simultana sannolikhetsfunktionen

pyiz(y,2) = yz/18,y = 1,2,3, 2 = 1,2 Saledes antar Z alltsa viirdena 1 eller 2, medan Y antar
vérdena 1, 2, eller 3. Bestam E(Y Z).

A: 3.00
B: 3.47
C: 3.67

D: 3.89

Uppgift 4

Enligt en undersokning upplever 40% av alla flygledare i landet A oro infor framtiden. Anta att
vi helt slumpméssigt véljer ut 12 stycken flygledare i landet A. Vad &r sannolikheten att minst 2
av dem kanner oro infér framtiden?

A: 0.72
B: 0.77
C: 0.92
D: 0.98
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Uppgift 5

Lat X och Y vara stokastiska variabler vars varianser ar 4 respektive 9. Om X och Y &r beroende,
kan variansen av X 4 Y vara antingen storre eller mindre &n 13, men den kan inte bli hur stor
eller liten som helst. Hur liten kan variansen av X + Y ldgst vara, om X och Y &r beroende?

A: -59
B:1
C: 7
D: 11

Uppgift 6

X € N(20,0).Vi gor 25 oberoende métningar av X. Hur stort far da o hogst vara for att sanno-
likheten att medelviardet X ska ligga utanfor intervallet (19.95,20.05) ska vara hogst 5%7

A: 0.0255
B: 0.0304
C: 0.128

D: 0.152

Uppgift 7

Observationerna x1, s, x3 ar utfall av oberoende och likaférdelade stokastiska variabler med vantevarde
1 och standardavvikelse 1. For att skatta g kan man anvianda sig av
flobs = 5—10(7201 + 21z + 22x3) och pfy, = %(27% + 6x9 + 17x3).

Vilket av nedanstaende pastaenden &dr sant?

A: ply. ar den effektivaste skattningen av p.
B: figns dr den effektivaste skattningen av p.
C: Bigge skattningarna ar lika effektiva.
D

: Man kan inte avgora vilken av skattningarna som ér effektivast, eftersom minst en av dem
inte dr vintevardesriktig.
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Uppgift 8

X € U(0,6) och Y € U(0,40). X och Y &r oberoende. Vi vill skatta § med Minsta-Kvadrat-
metoden och far utfallen x=5.2 och y= 28.3 Bestdm Minsta-Kvadrat-skattningen av # utgaende
fran dessa data.

A: 12.275
B: 134
C: 13.64
D

: 13.93

Uppgift 9

Man vill undersoka ifall en viss straldosmétare A ger hogre virden dn straldosmétare B genom
att méta straldoserna pa fem olika platser med visentligen olika méngder bakgrundstralning.

Observationen pa plats i med mitare A, r!, beskrivs av en N(u; + A, o)-férdelad stokastisk varia-

bel. Motsvarande mitning 2” med mitare B beskrivs av en N(u;, o)-fordelad stokastisk variabel.
Samtliga stokastiska variabler antas vara oberoende.

Plats: 1 2 3 4 5
zd: 57 7.0 82 4.0 5.8
zB: 6.1 63 7.6 4.4 4.9

Tag fram ett tvasidigt 95% konfidensintervall for A och ange 6vre griansen.

A: 0.88
B: 1.06
C: 1.95
D: 2.36

Uppgift 10

Antag att X € Po(u) och lat Hy vara att p = 1.4.

Vi vill testa Hy mot alternativet H; : u = 5.0. Tank efter om det &r for stora eller for sma véirden
pa x vi i detta fall forkastar Hy till forman for H;. Vi far en observation : © = 4. Bestam testets
p-vérde.

A: 0.014
B: 0.054
C: 0.556
D: 0.735
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Uppgift 11

Antag att man har stickprov fran en férdelning med okéant véanteviarde u. Man 6nskar testa noll-
hypotesen Hy: = 70 mot Hy: p < 70. Med hjélp av stickprovet far man fram konfidensintervall
for p med konfidensgraderna 95% och 99%. Konfidensintervallen &r antingen

eller

A:  (—00,69.58) och (—o0,70.44)

B: (70.42,00) och (69.56,00)

Vilket av foljande pastaenden ar sant?

A:

Med hjilp av intervallen i A ser man att:H, kan varken forkastas pa risknivan 1% eller
risknivan 5%.

: Med hjalp av intervallen i A ser man att: Hy kan forkastas bade pa risknivan 1% och risknivan

5%.

: Med hjélp av intervallen i A ser man att: Hy kan forkastas pa risknivan 5%, men inte pa

risknivan 1%

: Med hjalp av intervallen i B ser man att: Hy kan varken forkastas pa risknivan 1% eller

risknivan 5%

: Med hjalp av intervallen i B ser man att: Hy kan forkastas bade pa risknivan 1% och risknivan

5%

: Med hjilp av intervallen i B ser man att: Hy kan forkastas pa risknivan 5%, men inte pa

risknivan 1%
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Uppgift 12

Foljande datamaterial beskriver hur forsédljningen av en vara beror av hur mycket som spenderats
pa reklam.

Reklam (kkr) 22 | 29 | 31 | 35 |42
Forséljning (kkr) | 105 | 108 | 107 | 100 | 89

Det ar rimligt att tro att det foreligger ett linjért samband mellan variablerna. Utifran datama-
terialet ovan skattas en linjar regressionsmodell

yi:a+ﬁmi+5ia i=1,...,5,

dér y; = forsdljning (kkr) beror av z; = reklamkostnad (kkr) och ¢; betecknar slumpméssiga fel.
Minsta-kvadrat-skattningarna av regressionskoefficienterna ae och 8 blev o, = 129.3 respektive
s = —0.865.

obs T
Man kontrollerar vidare om den effekt som reklamkostnaden har pa forsaljningen &r signifikant,
dvs man testar Hy : § = 0 mot Hy : § # 0. P-vérdet for testet blev 0.089.

Vilken slutsats kan man dra da man fatt det P-vardet?

A: Vi kan forkasta Hy pa risknivan 5% och kan dirmed forkasta att y;:na beror av z;:na pa
risknivan 5%

B: Vi kan forkasta Hy pa risknivan 5% och kan diarmed inte forkasta att y;:na beror av z;:na
pa risknivan 5%

C: Vi kan inte forkasta Hy pa risknivan 5% och kan déarmed inte forkasta att y;:na beror av
x;na pa risknivan 5%

D: Vi kan inte forkasta Hy pa risknivan 5% och kan didrmed forkasta att y;:na beror av z;:na
pa risknivan 5%

Var god vénd!
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Del 11

Uppgift 13

I ett system sitter tva komponenter vars livslangder dr oberoende stokastiska variabler X och Y,
bada med tathetsfunktionen

2
= om z>1
fx(z) =<2 -
(@) 0, annars,

Systemet brister nir bada enheterna har brustit. Lat T vara systemets livslangd. Berdkna vantevardet
E(T) (10 p)

Uppgift 14

En viss typ av mikrokretsar levereras i partier om 1000 enheter. Man anvénder foéljande provtag-
ningsschema: Ur varje parti viljs slumpmaéssigt utan aterlaggning ett urval om 80 enheter som
kontrolleras. Om hogst tre enheter i urvalet ar defekta godkénns partiet — i annat fall underkéanns
det. Berékna

a) sannolikheten att man underkéanner ett parti dar brakdelen defekta enheter &r 0.005. (5 p)

b) sannolikheten att man godkénner ett parti dir brakdelen defekta enheter &r 0.15. (5 p)

Lampliga och vél motiverade approximationer far goéras i bade a- och b-delen.

Uppgift 15

Lat X vara Bin(n,p) och antag att vi har observerat utfallet x = 1. Vi vet att n dr antingen 2
eller 3, samt att p dr antingen 1/2 eller 1/3. Bestdm Maximum-Likelihoodskattningen av n och p.

Ledning: Fundera éver innebérden av ML-metoden! (10 p)

Var god vénd!
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Uppgift 16

Vid livstidsprovning av elektriska komponenter sédtter man n exemplar av komponenten i arbete
vid en tidpunkt ¢ = 0 och later dem arbeta under uppsikt tills de upphér att fungera och man
registrerar tidpunkterna for detta, dvs livslingderna xy, 9, -+ , x,.

Foljande antagande gjordes: Olika exemplars livsldngder ses som utfall av oberoende exponenti-
alfordelade stokastiska variabler med véntevérde pu.

Berikna konfidensintervall for g med den approximativa konfidensgraden 90% i foljande tva fall:

a) Man haller kontinuerlig uppsikt och observerar x1, zs, - - , x,. Ge ett numeriskt svar da n = 50
och man observerat livslingderna (ordnade i storleksordning)

01 01 02 09 12 13 18 18 20 20
20 21 21 23 26 27 30 35 36 38
38 38 48 51 H9 73 76 77 85 86
8.8 9.1 120 128 134 136 141 142 147 16.3
16.7 16.8 169 20.6 22.1 257 263 320 33.3 40.3

Som riaknehjilp kan meddelas att z = 9.63. (5 p)

b) Man observerar endast antalet komponenter som fortfarande fungerar vid tiden ¢ = 6.
Anvénd relevanta delar ur ovanstaende data for de numeriska berdkningarna. (5 p)

Lycka till!
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Del I, Losningsforslag

Uppgift 1

P(AnB*) P(A)—P(ANnB) 0.40—-0.05 7

(415%) P(B*) 1— P(B) 1—-0.15 17
Uppgift 2

Ta forst fram Fy(y) = P(Y <y) = P(VX <9) = P(X <4?) = Fx(?)
Eftersom X € Exp(0.4) giller att

fX(x):{O om x <0,

0.4e %%  om z > 0.

Da fas Fy(x) = [/ 0.4e 0%dt =1 — e 04"
Dvs. Fy(y) = Fx(y?) =1 — e 0%’

Frly) = (1 - e04) = 0.5ye-04"
Fr(2) = L6e 16 = 0.323

Uppgift 3
1-1 2-1 3-1 1-2 2.2 3-2 70
EYZ) = =1-1 2.1 31 1-2 2:2 32 = — =23.89
(Yz) QI%ZWPY’Z(”’Z) 8 T Tt e g T T T s
Uppgift 4

Antal flygledare i var undersokning som kénner oro infér framtiden kan ségas vara en stokastisk
variabel X

dir X € Bin(12,0.4) = Bin(4, 1t)

P(X>2)=1—-P(<1)=/[setab 6] =1—0.0159 = 0.9841 = [avrundat] = 0.98

Uppgift 5
Eftersom det giller att korrelationskoefficienten —1 < p(X,Y) < 1 och p(X,Y) = 250

C(X,Y) C(XY DEYDE)
BT = i vart fall] = =53 ) s& maste gilla att —6 < C(X,Y) <6

VX 4+Y) = V(X)+V(Y)+20(X,Y) = [i vart fall] = 4+ 9+ 20(X,Y) = 13+ 20(X, V). Alltsa
ar 1 det minsta virdet V(X +Y) kan anta i vart fall.
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Uppgift 6
P(19.95 < X < 20.05) > 0.95.

19.95 - E(X) _ X — B(X) _ 2005 - B(X)
DX) ~— DX) =  DX)

Vi gor om till N(0,1) = P ( ) > 0.95

p (199520 X -20 _20.05-20\ _ .
o/v/n T o/yn T ofvyn )T

X —-20
=Y =——
o/\/n
20.05 —
=P (Y > M) < 0.025
o/\/n
20.05 — 20
—_—— >\ =1.96
O‘/\/ﬁ -~ 7A0.025
o 0.05
=5 —< — = 0<0.128
/o5 =196 0=
Uppgift 7
1. Eftersom
1 1
E(p) = FE (%(7X1 + 21X, + 22X3)> = %(7E (X1) +21E (Xy) + 22F (X3)

1
= %(7—1-21—!—22;1):/;

sa Ar fleps en vantevirdesriktig skattning av p. Eftersom

E() = E (%(27)(1 +6X, + 17X3)) = 5—10(27E (X1) + 6E (Xy) + 17E (X3))

1
= %(274—64—17#) =

sa ar dven p’, . en vintevirdesriktig skattning av p.

2. Nu ar
1
Vg =V (5(7)(1 + 21X, + 22X3)> = {ober}
1 974
=5 (TPV (X0) +21°V (Xp) + 222V (X3)) =
50 50
och
1
Vip) =V (%(27)(1 +6X, + 17X3)) = {ober}
1 1054 )
= s CTV(X1) + 6V (X)) + 1TV (X)) = 5 > V (i)

Darfor ar fips en effektivare skattning &n p,..
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Uppgift 8
Se §9.21iF.S. Q= (z— E(X))*+ (y— E(Y))?=Se §421iF.S. = (z — £)* + (y — 20)?
dQ 0., —1 B
- = 0= 2(x — 5)(7) +2(y — 20)(=2) =0
:>(:E—g)+4(y—29):0:>m+4y:80+§:g@

2 2
= Minsta-Kvadrat.skattningen av 6 = 1—7(ZE + 4y) = 1—7(5.2 +4-28.3) =13.93

Uppgift 9

De parvisa differenserna z; = 21 — 27

Plats: 1 2 3 4 5
zd 57 70 82 40 538
B 6.1 63 76 44 49

22 —04 0.7 06 —04 09

sammanfattas av Z = 0.28, s, = 0.63. Nu &r Z ett utfall av Z dir Z dr N(A, 0,/v/5). Ett 95%-
konfidensintervall for A ges av

s 0.63
Aez+t 5—1)—==A€0.28£278—= =0.2840.78 = (-0.50, 1.06
0.025( )\/S 75 ( )
Uppgift 10

Vi forkastar nollhypotesen Hj till forman for mothypotesen H; om vi far ett stort véirde pa x i
detta fall eftersom p = E(X) nidr X € Po(u). P-viirdet dr sannolikheten att férkasta nollhypotesen
om nollhypotesen dr sann utgaende fran den observation vi fatt. I detta fall blr P-vérdet
P(X>4)ompu=14Dafas P(X >4)=1—-P(X <3)=setab5 =1-0.94627 ~ 0.054.

Uppgift 11

Vi forkastar nollhypotesen Hj till férman for mothypotesen H; om vi far ett utfall som ér
tillréckligt mycket mindre dn 70 i detta fall. Alltsa bildar vi ett ensidigt uppat begridnsat kon-
fidensintervall kring vart utfall for att se om det técker 6ver p = 70 eller inte. Dérmed maste
intervallen i A anvindas. Det 99%-ga intervallet maste vara det bredare intervallet av de tva och
det innesluter p = 70. Alltsa kan vi inte forkasta Hy pa 1 %-nivan, men det 95%-ga intervallet
innesluter inte u = 70, och darmed kan vi forkasta Hy pa 5 %-nivan.

Uppgift 12

P-vérdet 0.089 > risknivan o = 0.05,sa vi kan inte forkasta Hy att § = 0 pa 5%-nivan. Damed
kan vi forkasta att y;:na beror av x;:na pa risknivan 5%.
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Del 11, Losningsforslag

Uppgift 13
Systemets livslangd dr 7' = max(X,Y). Vi far darfor att

Fr(z)=P(T<z)=P(X <z,Y <z)=PY <2)P(Y <z)=F(2)?
dér F(z) ar fordelningsfunktionen till X och Y. Vi har att

/ ft)dt = /—dt—l——2 forx > 1

Férdelningsfunktionen for T blir alltsa Fr(z) = F(z)? och tithetsfunktionen fas genom derivering;

fr@) = 2P() fla) =201 — )2 24 24 s

3 a3 P

Uppgift 14

X = antalet defekta i urvalet.

a) X ar Hyp(1000, 80,0.005)-fordelad. Da n/N = 80/1000 = 0.08 < 0.1 sa dr X approximativt
Bin(80, 0.005)-fordelad.

Da p =0.005 < 0.1 sa ar X approximativt Po(80 - 0.005) =Po(0.4)-férdelad. Saledes fas

P(X >3)=1— P(X < 3) = (Poisson-tabellen) ~ 1 — 0.99922 = 0.00078.

b) X &r Hyp(1000, 80, 0.15)-fordelad. Som ovan fas att X approximativt Bin(80, 0.15)-fordelad.
Da np(1 —p) = 80-0.15-0.85 = 10.2 > 10 sa ar X approximativt N(80 - 0.15, v/10.2) =
N(12, v/10.2)-fordelad. Saledes fas

X-12 3-12 9 9
P(X >3) = P( N \/10.2) =1- @(—m> = @(m) = ©(2.82) = 0.9976.
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Uppgift 15

Infor parametern # = (n,p) som alltsa har 4 ténkbara virden (2,1/3),(2,1/2),(3,1/3) samt
(3,1/3). ML-metoden innebér att vi som skattning av parametern 6 tar det #-virde 6* som gor
sannolikheten for det observerade utfallet (dvs hiar z = 1) sa stor som mojligt. Vi far latt

o= () 0) ()
res-em=() )

P(X =1;0 = (3,1/3)) = G) <

v ())

Eftersom 1/2 &r det storsta av dessa 4 vérden ar alltsa n = 2, p = 1/2 ML-skattningen av
0 = (n,p).

Uppgift 16

a) Vi skattar 4 med p* = 7 = & 2521 x; = 9.63. Motsvarande stickprovsvariabel X &r approxi-

mativt N (u, 11/v/50) enligt CGS eftersom E(X) = p och V(X) = p2. Vi far da det approximativt
90%-iga konfidensintervallet

9.63
7+ AO,%\/% ~0.63 4 1619 ~ .63 4 2.24 = (7.39, 11.87)

b) Lat Y = antalet komponenter som fungerar vid tiden ¢t = 6. Y &r Bin(50, p) dér

p = P(X > 6) = e %1 Vi far eftersom 25 st av observationerna #r mindre &n 6 att p%, =
25/50 = 1/2 och np(1 — p) ~ np’,(1 — pk,) = 12.5 > 10 och saledes dr normalapproximation
av Bin(50, p) tillaten, dvs Bin(50,p) ~ N(50p, v/50p(1 — p)). Detta ger att pi,. &r approximativt

N(p,+/p(1 —p)/50).

Alltsa &r ett approximativt 90%-igt konfidensintervall for p

* 1 _ *
Ph. £ Noos W ~ 0.5+ 0.117 = (0.383,0.617).

Eftersom p = e~ %" dvs y = —6/ In p blir konfidensintervallet for

6 6
( ) ~ (6.25,12.43).

1n0.383" 1n0.617

Man kan notera att konfidensintervallet i b-delen blir lite bredare och detta beror ju pa att vi i
b-delen utnyttjar mindre av informationen i stickprovet &n i a-delen.



