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TENTAMEN I SF1917/SF1919 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK,
ONSDAG 10 JANUARI 2024 KL 8.00-13.00.

Examinator: Mykola Shykula, 08-790 6644.

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II.

Del I bestar av uppgifterna 1-12 och varje korrekt svar ger 1 podng. Pa denna del ska endast svar
anges, i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren ska anges pa svarsblanketten
(utdelas vid tentamen). Studenter som dr godkénda pa kontrollskrivningen behéver ej besvara
uppgift 1-3, utan far tillgodoridkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges ordet ”Bonus”).
Studenter som ar godkédnda pa den andra datorlaborationen behéver ej besvara uppgift 12, utan far
tillgodorékna sig denna uppgift (i svarsblanketten anges ordet ”Bonus”). Dessa tillgodordknanden
géller for den hér tentamen och vid omtentamen i april 2024. Gréansen for godkant ar 9 poéng.
Mojlighet att komplettera ges for tentander med 8 poédng.

Del II bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II réttas bara for
studenter som &r godkénda pa eller far komplettera del I och poéang pa del II krévs for hogre betyg
an E. Pa denna del ska resonemang och utrdkningar vara sa utforliga och vil motiverade att de ar
latta att folja. Inforda beteckningar ska forklaras och definieras samt numeriska svar ska anges med
minst tva virdesiffrors noggrannhet. Studenter som ar godkédnda pa den andra datorlaborationen
far 3 bonuspoéng pa del II (géller denna tenta och vid omtentamen i april 2024).

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgénglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del I

Uppgift 1

Héndelserna F' och G dr oberoende med P (F') = 0.4 och P (G) = 0.7. Lat S = FUG.
Bestam den betingade sannolikheten P (F* | S).

A: 0.600
B: 0.512
C: 0.420

D: 0.146
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Uppgift 2

En sammansatt fyrverkeripjés (en sa kallad "bomb”) bestar av tjugo olika raketer som avfyras en
efter en. Om en av raketerna ér defekt, dvs. om den inte kan avfyras, sa avfyras inte de resterande
raketerna och hela pjésen anses vara defekt. Antag att forekomstena av defekter hos raketerna
ar oberoende och varje raket har sannolikhet 0.01 att vara defekt. Vad ar sannolikheten att hela
pjasen ér defekt?

A: 0.165
B: 0.200
C: 0.182

D: 0.010

Uppgift 3
De diskreta stokastiska variablerna X och Y har den simultana sannolikhetsfunktionen
pxy(zy) [z=1 z=2

y =2 0.4 0
y=4 05 0.1

Saledes antar X vérdena 1 och 2, medan Y antar virdena 2 och 4.
Beriikna V(Y — X).

A: 0.87
B: 0.89
C: 1.05
D: 1.21

Uppgift 4
Antag att X ar U(0, 16)-fordelad, att Y &r U(0, 20)-férdelad och att X och Y &r oberoende.
Berdkna P (max(X,Y) > 12).
A: 0.1
B: 0.45
C: 0.55
D: 0.9
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Uppgift 5

Lat X och Y vara kontinuerliga och oberoende stokastiska variabler. Deras tathetsfunktioner ar
fx(x) respektive fy(y), dar

1 2
fx(x) = e /8, —00 < T < 00,
2/ 27
1
frly) = —m=e W —oo <y < oo

Beriikna P (X <Y).

A: 0.9099
B: 0.0901
C: 0.5000

D: 0.9582

Uppgift 6

Lat X vara Bin(5, 0.9)-férdelad och Y vara Bin(3,0.9)-fordelad. Antag att X och Y &r oberoende.
Berékna P (X +Y <6).

A: 0.149
B: 0.187
C: 0.750
D: 0.038
Uppgift 7
Lat oy = 15 och zy = 12 vara tva oberoende observationer fran fordelningen N(u, o) och lat

x3 = 36 vara en observation, oberoende av de tva forsta, fran fordelningen N(2u, o).
Skatta p med hjalp av minsta-kvadrat-metoden utgaende fran dessa tre observationer.

A: 11.25
B: 15

C: 15.75
D: 16.5
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Uppgift 8

Antag att X dr N(u, o)-fordelad. Vi tar fram ett stickprov med fem oberoende observationer och
far z = 137.0 och s? = 92.5, dir stickprovsvariansen s? dr var skattning av variansen 2. Ange
det 95%-iga tvasidiga konfidensintervallet for variansen o2

A: (59.17,125.83)
B: (53.51,131.49)
C: (38.99,521.13)
D: (33.33,770.83)

Uppgift 9

Lat X var en stokastisk variabel med férdelning Po(u). Vi gor 20 oberoende observationer pa X
och far z = 400. Ange nedre grénsen for det nedat begrinsade ensidiga konfidensintervallet for p
som har den approximativa konfidensgraden 95%.

A: 360.80
B: 367.10
C: 391.23

D: 392.64

Uppgift 10

Vid en undersokning pa ett stort universitet tillfragades fem slumpvis utvalda studenter om de
styrketranade minst tva ganger i veckan. Man ville estimera andelen p av alla studenter pa uni-
versitetet som styrketrdnade minst tva ganger i veckan. For att testa

Hy:p=03

mot
H1 p> 0.3

bestdmde man sig for beslutsregeln: ” forkasta Hy om minst fyra av de fem tillfragade tranar minst
tva ganger per vecka”. Bestam testets styrka i punkten p = 0.8.

A: ca 0.9997
B: ca 0.82
C: ca 0.74

D: ca 0.03
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Uppgift 11

Vid en undersokning rorande trivsel pa en mycket stor arbetsplats intervjuades 150 slumpmassigt
utvalda mén och 100 slumpmaéssigt valda kvinnor. De fick bland annat svara pa fragan: "Har du
nagon gang under det senaste aret allvarligt funderat pa att byta arbete?” Féljande svarsfrekvenser
erholls:

‘ Ja Nej
Man 63 87
Kvinnor | 56 44

Verkar det finnas nagon skillnad mellan kvinnor och mén i den aktuella fragan?

For att svara pa denna fraga utfor man ett homogenitetstest, dar teststorheten @ fas till Q = 4.715.
Vilket av foljande pastaenden ar sant?

A: Skillnaden mellan kvinnor och mén i den aktuella fragan ar varken signifikant pa risknivan
2.5% eller risknivan 5%.

B: Skillnaden mellan kvinnor och mén i den aktuella fragan &r signifikant bade pa risknivan
2.5% och risknivan 5%.

C: Skillnaden mellan kvinnor och mén i den aktuella fragan &r signifikant pa risknivan 1%, men
inte pa risknivan 5%.

D: Skillnaden mellan kvinnor och mén i den aktuella fragan dr signifikant pa risknivan 5%, men
inte pa risknivan 1%.

Uppgift 12

Enligt tidningen Universitetsliraren var sjukfranvaron (métt i andel av tillgdnglig arbetstid) bland
KTH:s anstéllda foljande under aren 2012-2022:

Ar ‘2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022
Sjukfranvaro (%) ‘ 0.7 1.3 19 26 26 30 20 13 20 24 21

Om vi later x; vara antalet ar efter 2012 (sa att ; = 0 motsvarar 2012, 5 = 1 motsvarar 2013,
osv.) och later y vara sjukfranvaron i procent for det aret kan vi ta fram summorna

11 11 11 11 11
D ay=55 > a7=385 Y y; =219 Y yr=4817 ) azy; = 1180.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Lat nu nollhypotesen H, vara att det inte har skett nagon 6kning i sjukfranvaro under de givna
aren medan H; &ar att det har skett en sadan 6kning. Vilket av foljande pastaenden stdmmer?
A: Nollhypotesen kan inte forkastas varken pa signifikansniva 1% eller 5%.
B: Nollhypotesen kan forkastas pa signifikansniva 5% men inte pa signifikansniva 1%.
C: Nollhypotesen kan forkastas pa signifikansniva 1% men inte pa signifikansniva 5%.

D: Nollhypotesen kan forkastas pa bade signifikansniva 1% och 5%.
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Del 11

Uppgift 13

Frida star i ko for plats pa en forskola i Stockholm. Hennes fordldrar kan se att hon &r nummer 110 i
kon. Antag att barnens antagning till forskolan sker enligt en poissonmodell med intensitetsfaktor
0.4, dvs. att antalet dagar mellan att tva intilliggande barn i kon far plats har fordelningen
Exp(0.4) och att dessa véntetider &r oberoende av varandra.

(a) Berdkna sannolikheten att Frida maste vanta mer &n ett ar (365 dagar) pa att bli antagen
till forskolan. Motivera eventuella approximationer och antaganden. (5 p)

(b) Hur manga dagar forildraledighet maste hennes foréldrar ta ut for att forsdkra sig om att
hon kommer ha en forskoleplats innan slutet av deras ledighet med 95% sannolikhet? (5 p)

Uppgift 14

Den tvadimensionella stokastiska variabeln (X,Y") har tathetsfunktionen

Fey(@,y) e Y, 0<zx<y<oo,
xT,Y) =
XYy 0, for ovrigt.
Bestam P (X +Y > 1). (10 p)
Uppgift 15

(a) Vid métning av en stromforstarkningsfaktor erholl man observationerna

23.2 183 255 26.2 204 298 29.8 2438

Hjélpsummor: >, x; = 198.0, >, 2?7 = 5017.1

Maéatningarna ér behéftade med métfel varfor man antar att data dr oberoende observationer fran en
normalférdelning med vintevirde p och varians 02, bada okéinda. Ge ett 95%-igt konfidensintervall

for p. (3 p)
(b) Med hjilp av data i del (a), testa pa lampligt sétt hypotesen att Hy : p = 21.5 mot Hy : u #
21.5. (1p)

(c) En annan person gjorde fran 8 andra observationer ett 95%-igt konfidensintervall fér p och
erholl intervallet 23.75 £ 3.87. Sla nu ihop de bada stickproven (dvs. sa att alla 16 observationerna
far bilda ett stickprov) for att bilda ett nytt 95%-igt konfidensintervall for p. (5 p)

(d) Med hjélp av konfidensintervallet i del (c), testa pa lampligt sidtt hypotesen att Hy : p = 21.5
mot Hy : p # 21.5. (1p)
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Uppgift 16

Lat X vara cauchyfordelad med vantevirde p, dvs. med téathetsfunktion

1 1
Berikna ML-skattningen fér p givet observationerna x; = 2.5, zo = —0.4.

Lycka till!
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Del 1, Svar.

10. C
11. D

12. A
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Del I, Losningsforslag.

Uppgift 1
Rita Venn-diagram. Vi har:
» . P(F*N(FUG ) P(F* NG
P(F*|S)=P(F*|(FUQG)) = ( P(F(U G ) = |Venn-diagram| = W =
_ P(G) - P(FNG) _ Joberoendet| = P(G) — P(F)P(G)

P(F)+ P(G) — P(FNG) P(F)+ P(G)— P(F)P(G)
07— (04)(0.7) 042
©04+0.7—-(04)(0.7)  0.82

~ (0.512

Svaret ar B.

Uppgift 2
Lat A, vara hiandelsen att den n:te raketen &r defekt. Vi har da att P (A,) = 0.01, vilket ger

P(AJUA;U...UAy) =1-P(AiNA;N...NA) =1—(1-0.01)* ~0.182.

Uppgift 3

VY —X)=CY —X,Y — X) = O(Y,Y) + O(Y, ~X) + C(—X,Y) + C(—X, —X) =
—V(Y) + V(X) - 20(X,Y)

px(1) = 0.9, px(2) = 0.1

E(X)=1-09+2-01=11

E(X?) =12-09+22-0.1=1.3

V(X) = B(X?) — E>(X) = 1.3 — 1.1% = 0.09

py(2) =04,py(4) = 0.6

E(Y)=2-04+4-06=32

E(Y?)=22.04+42.06=112

V(Y) = E(Y?) — EX(Y) = 11.2 — 3.22 = 0.96

pxy(1,2) =04, pxy(1,4) = 0.5, pxy(2,2) = 0,pxy(2,4) = 0.1
E(XY)=1-2-0441-4-054+2-2-0+2-4-0.1=36

C(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) = 3.6 — 1.1-3.2 = 0.08

V(Y — X) = V(Y) + V(X) — 20(X,Y) = 0.96 + 0.09 — 2 - 0.08 = 0.89

Uppgift 4
P(max(X,Y) > 12) =1 — P(maxz(X,Y) < 12) = [ober| =
=1-P(X<12)-P(Y <12)=1—-12-2=1-2.2=055

Uppgift 5

Téathetsfunktioner for X respektive Y ger att:
1) X € N(0,2), dvs ux =0, ox =2,
2) Y € N3,1),dvs puy =3, oy = 1.
Det &r kdnd aven att X och Y &r oberoende.
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Foljaktligen, X —Y € N(0 — 3,122+ 12) = N(—3,V5).

Dirfor, P(X <Y)=P(X -Y <0) =

= cp(o_—\/(g_?’)) = @(%) ~ ®(1.34) ~ |Tabell 1| ~ 0.9099

Svaret ar A.

Uppgift 6
Eftersom X + Y é&r fordelad enligt Bin(5 + 3,0.9) = Bin(8,0.9) har vi

P(X+Y<6)=1-P(X+Y>6)=1-P(X+Y =7 —P(X+Y =8)

=1- (i) .0.97.0.1 — G) 0.9% ~ 0.187.

Uppgift 7
Q = (w1 — p)* + (w2 — ) + (23 — 2p)?

d
W 2 — ) — 2y — ) — Ay —2) = 0
1
:>:B1+332+2'333:,U+M+4-$3
. P4 +2-15 15+1242.36
= HopsMK = 6 = 5 =16.5
Uppgift 8

Da vi har ett oberoende, normalfordelat stickprov géller enligt §11.1b) att
(n—1)52

2
5 €x“(n—1).

o

och enligt §12.4 att

S ]

For att skapa det efterfragade konfidensintervallet, kombinera §12.4 och §11.b.
Da fas konfidensintervallet for o

SJ (n—1) S¢ (n—1)
Xg.025(n — 1) Xoors(n—1) ]

Men da vi ska ha konfidensintervallet fér o kvadrerar vi grinserna och far

(e D)
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Vilket med insatta numeriska véirden ger

4 4
2. 25— ) = (33. .83).
(9 - 'ERE ,92.5 - 0 48) (33.33,770.83)

Uppgift 9
Vi vill anvanda §12.3 for att kunna bilda ett konfidensintervall med den approximativa konfidens-

graden 95% Enligt §12.3 géller att

Iy=6,. +tD,

obs

“Aa
2

Hér ar vart @ = p och 0%, = p’,, = . Villkoret enligt §12.3 for att §12.3 ska kunna anvéndas &r
att 0* ~ N-fordelat uppfylls av att p?,. = £ = 400 > 15 vilket &r villkoret for att approximera en
Poissonfordelning till Normalférdelning.

X : / /40
V(X) = % = [ty Po-fordelning] = — :> D, = Nobs

Nu ska vi ha ett nedat begransat konﬁdensintervall, sa vi far

/400
Iy = (03, — Djps - Ay 00) = (T — \/> No.05,00) = (400 — 50 -1.6449, 00) = (392.64, o0)

Undre griansen ér alltsa 392.64.

3|8

Uppgift 10

Lat s.v. X ange antal studenter pa universitet som styrketrdnar minst tva ggr/v. Da, har vi att
X € Bin(5,p). Styrkan i punkt p = 0.8:

h(0.8) =P (X >4;p=0.8) =P (X <1;p=0.2) =|Tabell 6 for n =5, p=0.2, x = 1| = 0.73728
Svaret ar C.

Uppgift 11

Vi har (r —1)(c—1) = (2—-1)(2 = 1) = 1 frihetsgarder. Eftersom teststorheten @ = 4.715 >
3.84 = x2 15(1) (se Tabell 4, for x?(1)-fordelning), sa dr dérfor skillnaden mellan mén och kvinnor
signifikant pa risknivan 5%. Dock varken pa nivan 2.5% (eftersom Q = 4.715 < 5.02 = x3 ;55(1))
eller 1% (eftersom Q = 4.715 < 6.63 = x3 1(1)).

Svaret darfor ar D.

Uppgift 12

Fran lydelsen har vi
T=050 y=199091 = s,, = 118.0 — 11 -5-1.99091 ~ 8.49995 5., = 385 —11- 5.02 = 110.0

vilket ger

. Smy 849995
= R g 007658,
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Vi har ocksa
Syy = 48.17 — 11 - 1.99091% ~ 4.56905

vilket ger

,  4.56905 — 8.49995%/110.0
B 11 -2

Vi far alltsa konfidensintervallen for g till

= 0.43469.

S

0.65931

Bis — t0.05(9) W,

oo) ~ Pl07658——]u83- oo) ~ [—0.03846, c0)

s
NC
for signifikansniva 5% och till
[—0.10069, 0)

for signifikansniva 1%.

Eftersom bada konfidensintervall innehaller noll kan vi inte férkasta nollhypotesen varken pa sig-
nifikansniva 1% eller 5%. Rétt svar dr alltsa A.

Notera: Om tvasidiga konfidensintervall anges far vi samma svar eftersom dessa kommer nédvandigtvis
vara " bredare”.
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Del II, Losningsforslag:

Uppgift 13

Antalet dagar X tills Frida far en plats ar alltsa summan av 110 stycken oberoende exponenti-
alfordelade stokastiska variabler. Eftersom antalet ar stort tillimpar vi centrala gréansvérdessatsen
och far att X &r approximativt normalférdelat med véntevirde

1
110 - — =275
0.4
samt standardavvikelse

1
110 - —= ~ 26.22
0 0.42 0

(a) Vi far alltsa

365 — 275

P (X ~1—®
(X > 365) ( 26.22

) ~1—®$(3.43) ~ 1 —0.9997 = 0.0003

(b) Om X &r approximativt N(275,26.22)-férdelat sa har vi att
P (X > 275 + (26.22) * Ao.os) ~ P (X > 318.13) ~ 0.05.

Med andra ord maste de ta ut 319 dagar i foréldraledighet.

Uppgift 14
Vi har:

1/2 1z
P(X+Y21):1—P(X+Y<1):|ritaengraf|:1—/ da:(/ e_ydy):
0 T

1/2 1/2 1/2
=1 [ (e =1 - [ P e
0 0 0

Uppgift 15

a) Ett 95%-igt konfidensintervall ges av & = tg025(n — 1)s/4/n, kombinera 11.1 och 12.2 i formel-
samlingen. Medelvirdet & = 24.75 och stickprovsvariansen ér s> = 1(3°,2? — 82?) = 116.6/7.
Eftersom tg25(7) = 2.36 erhaller vi intervallet 24.75 4 3.41.

b) Virdet 21.5 tillhor konfidensintervallet, sa hypotesen forkastas ej.

¢) Mittpunkten i det andra konfidensintervallet &r 23.75. Det medf6r att medelvirdet for alla
16 observationer ar 24.25. Vidare vet vi att tg095(7)s2/ V/8 = 3.87 (dér s, dr andra stickprovets
standardavvikelse) varfor s3 = 3.87 - 8/2.36* = 21.51. Eftersom s5 = £(3, 47 — 89) r Y, v7 =
7524 8y = 4663.1. Det sammanslagna stickprovet far variansen %(Zl i 4>y —16-24.25%) =
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18.08. Dettta ger ett nytt konfidensintervall 24.25 + 2.13,/18.08/16 = 24.25 4+ 2.26 eftersom
to.025(15) = 2.13.

d) Virdet 21.5 tillhor ej konfidensintervallet, sa hypotesen forkastas.

Uppgift 16
Log-likelihoodfunktionen fas till

s 1) = o 7y )+ 108 ()

vilket ger ekvationen

(@1 = p)((x2 = p)? + 1) + (w2 — p)((21 — p)* +1) =0
for de kritiska punkterna. Denna ekvation kan skrivas om till
—20” 4+ 3(zy + wo)pi® — (2 + 23 + 25 + 4120 + (11 + 29 + 1175 + 2375) = 0.
Stoppar vi in viardena x; = 2.5 och 9 = —0.4 far vi
—2 +6.3u% — 441 = 0,

vilket vi kan faktorisera som
(—2u% 4+ 6.3 —4.41)pu = 0,

sa vi far rotterna u; = 0, g = 2.1 och ug = 1.05. Utvérderar vi log-likelihoodfunktionen i dessa
punkter har vi

log L(0) ~ —4.4189  log L(1.05) ~ —4.5539 log L(2.1) ~ —4.4189.

Utover detta ser vi att log L(p) — —oo nér |u| — oo, sa vi har tva kandidater till globala maxima,
p1 = 0 och uz = 2.1 (up maste vara ett lokalt minimum eftersom det ligger mellan lokala maxima

pu och fiz).
Vi noterar nu att log L(u1) = log L(p3) eftersom xy — g = —(x2 — pg) samt xo — 1y = — (1 — pu3)
sa vi kan skriva

1 1 1 1
log L =log | — + log | —
8 L{m) g(”(ﬂfl—ul)QJrl) g(7($2—ﬁ01)2+1)
| 1 1 ) 1 1
=log | — og | =
& 7 (22— p3)?+1 8 m(z1 —p3)?+1

1 1 1 1
=log {2 +log | — = log L(113).
og (7? ($1 — ,u3)2 + 1) og (7r (I2 — M3)2 n 1) og (Mg)

Vi har da alltsa att log L(p;) = log L(us) och dérfor tva globala maxima. ML-skattningen bestar
da av de tva vérdena 0 och 2.1.




