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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF1902 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK
MANDAGEN DEN 14:E AUGUSTI 2017 KL 8.00-13.00.

Kursledare och examinator : Bjorn-Olof Skytt, tel 790 8649.

Tillatna hjdlpmedel: minirdknare, lathund till statistikfunktioner pa Texas Instruments-réiknare
(TI-82 Stats och hogre) utan egna tilldgg, laroboken av Blom m.fl. utan egna tilligg, institutionens
formelsamling utan egna tilligg, samt formelsamlingen BETA utan egna tillagg.

Resonemang och utrikningar skall vara sa utforliga och vil motiverade att de ar latta att folja.
Numeriska svar skall anges med minst tva siffrors noggrannhet.

Uppgift 1

En forséljare i den trendiga badbutiken Poolen och Plurret gar in pa lagret for att hamta en bla
och en rod badbyxa. Inne pa lagret &r det kolmorkt eftersom stréommen gatt, men hon hittar
till korgen med badbyxorna. Hon vet att det endast &r tre bla badbyxor och fyra réda badbyxor
kvar i korgen och att de ligger huller om buller. Hon &r stressad, sa hon chansar och plockar tva
badbyxor ur korgen utan att se vad de har for farg. Vad ar sannolikheten att hon fatt med sig en
badbyxa av varje farg?

Uppgift 2

En likare har foljande praxis gillande operation vid en viss sjukdom: Om hon &r 80% siker
pa att en patient har sjukdomen rekommenderar hon operation. Om hon &r mindre siker &n sa
rekommenderar hon istéllet ytterligare test, vilka &r dyra och kan vara smértsamma for patienten.
For en specifik patient dr likaren 60% sdker pa att patienten har sjukdomen - baserat pa diverse
test och tidigare liknande fall - och bestéller ddrmed test A. Patienten i fraga ér diabetiker och test
A ér sadant att det alltid ger ett positivt resultat om patienten har sjukdomen, men for diabetiker
som inte har sjukdomen ger det ett positivt resultat i 30% av fallen. Antag nu att test A ger ett
positivt resultat for patienten i fraga. Vad bor ldkaren gora, ska hon rekommendera operation eller
utfora ytterligare test? Motivera ditt svar.
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Uppgift 3

Den trendiga badbutiken Poolen och Plurret vill i slutet av sésongen bli av med de 2 000 bad-
byxorna som &r kvar av arets kollektion. Dérfor anordnar man en realisation pa de kvarvarande
badbyxorna. Av erfarenhet vet man att antalet badbyxor som en kund koper pa sadana realisa-
tioner dels ar oberoende av hur manga badbyxor andra kunder koper, dels kan betraktas som en
stokastisk variabel X med sannolikhetsfunktionen

(0.2 om k= 0,
0.5 om k=1,
px(k)=<02 om k=2,
0.1 om k=3,
0 om k> 3.

Berékna med lamplig och védlmotiverad approximation sannolikheten att alla de 2000 badbyxorna
blir salda om det kommer 1700 kunder till butiken.

Uppgift 4

Ett flygbolag hdvdar sig ha en av de béttre punktligheterna fran en specifik storre flygplats
jamfort med konkurrerande flygholag. “Punktlighet” méts hér i andelen flyg som avgar inom 20
minuter fran utsatt tid. Bolaget pastar att det i genomsnitt endast ar ett av 15 flyg 4r mer &n
20 minuter forsenat, vilket skulle bekréifta deras pastaende om hur bolaget star sig gentemot sina
konkurrenter. Flygbolaget har nyligen tecknat ett avtal med ett stort mobelféretag vilket innebér
att flygbolaget far monopol pa de flygresor som de anstéllda vid mobelforetaget gor i tjansten i
utbyte mot lagre biljettpriser. Ledningen for mobelforetaget tvivlar dock pa flygbolagets pastaende
om sin punktlighet och ber sina anstédllda att under en manads tid notera om deras flyg fran
flygplatsen avgar i tid, det vill sdga inom 20 minuter fran utsatt tid, eller ej. Av de totalt 250
flygresor som mobelforetagets anstéllda gor under denna manad, avgar 20 av flygen senare dn de
tillatna 20 minuterna.

Genomfor ett statistiskt test som pa (mojligen approximativa) nivan 5% provar bolagets pastaende
om dess punktlighet. Var noga med att ange dina hypoteser och motivera dina slutsatser.
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Uppgift 5

Den trendiga badbutikskedjan Poolen och Plurret séljer bl.a. badbyxor. Badbyxorna finns i fyra
olika farger. For att kunna planera produktionen vill man undersoka om de fyra fargernas po-
pularitet fordelar sig pa ungefar samma sétt som aret innan eller inte. Undersckningen gar till
pa foljande séatt. Nar innevarande ars forsédljning borjar sa noterar man vilken farg var och en av
de 2 000 forst salda badbyxorna har. Om de fyra fiargerna fordelar sig pa ungefar samma sétt i
arets undersokning som de gjorde i forra arets sa stélls produktionen inte om. Om déremot de
fyra fargernas proportioner i foregaende ars undersokning skiljer sig tillickligt mycket at fran hur
deras proportioner &r i innevarande ars undersckning sa stélls produktionen om. Tabellen nedan
visar antalet salda badbyxor av respektive fiarg i respektive ars undersokning.

Farg Bla Svart Gréon Rod
Foregaende ar | 943 357 498 202
Innevarande ar | 860 347 476 317

Avgor utgaende fran ovanstaende data om produktionen bor stéllas om eller inte. Anvéand risknivan
5%. Var noga med att ange dina hypoteser och motivera dina slutsatser.

Uppgift 6

Antalet drunkningsolyckor i Sverige under sommarmanaderna juni-augusti 2015 var enligt Svens-
ka Livraddningsséllskapets statistik 75 stycken. Under motsvarande period 2016 intréiffade 55
drunkningsolyckor enligt Svenska Livrdddningsséllskapets statistik.Kan man dra slutsatsen att
minskningen mellan ar 2015 och ar 2016 vad géller antalet drunkningsolyckor i Sverige under
sommarmanaderna juni-augusti berodde pa atgirder man vidtagit, eller kan man inte utesluta
att minskningen beror pa slumpen? Undersok detta pa signifikansnivan 5%. Ange tydligt vilka de
uppstéllda hypoteserna &r och vad slutsatsen ér.

Uppgift 7

Man vill undersoka om kokta kréftor fran foretag A respektive foretag B smakar lika gott, Man
anlitade en panel bestaende av 18 kréftédtarexperter som fick smaka pa kréftor fran A respektive B.
Varje kriftatarexpert fick sedan ange vilket foretags kraftor som smakade bést. Man fick foljande
18 resultatt BBBABABBBBBABBBAARB

Kan man pa risknivan 10% avgora om det finns en systematisk skilnad i smak mellan de tva
foretagens kokta kréftor? Ange tydligt vilka de uppstéllda hypoteserna ar och vad slutsatsen ér.
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LOSNINGSFORSLAG TENTAMEN I SF1902 MATEMATISK STATISTIK.
MANDAGEN DEN 14:E AUGUSI 2017 KL 8.00-13.00

Uppgift 1
Lat den stokastiska variabeln X vara antalet bla badbyxor forséljaren far med sig.
Da géller att X € Hyp(N,n,p) = Hyp(7, 2, %)
Vi soker P(X =1)

Uppgift 2

Lat S beteckna héndelsen att patienten har sjukdomen och A héndelsen att testet visar positivt
(det vill sdga indikerar att patienten har sjukdomen). Det dr givet att P(S) = 0.6 - lakarens
uppfattning baserat pa tidigare patienter och diverse test - samt att, pa grund av patientens
diabetes,

P(A|S) =1, P(A|S*) =0.3.

Vi soker sannolikheten att patienten har sjukdomen givet ett positivt testresultat, P(S]A). Om
denna sannolikhet Gverstiger 0.8 bor ldkaren rekommendera operation, annars bor hon utfora
ytterligare test. Med Bayes’ sats fas

pesa) = L0 A) Sf(z)"‘)

_ P(A[S)P(S)

~ P(A|S)P(S) + P(A|S*)P(S%)
B 1-0.6
©1-064+0.3-04

— 0.833

Med ett positivt testresultat &r likaren alltsa mer dn 80% séiker pa att patienten har sjukdomen
och bor ddarmed rekommendera operation.
Svar:Likaren dr nu mer &n 80% siker och bor rekommendera operation.
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Uppgift 3

Lat X; vara den stokastiska variabeln antal kopta badbyxor for kund nr i. Vi far da

3
p=EX]=) k-px,(k)=0-02+1-05+2-02+3-01=12
k=0

och
o= D(X;) = V(Xi)
dar
V(X)) = E(X?) - E*(X,) = E(X?) - 1.2°
och

E(X) = K px,(k)=0%-02+1%-05+22.02+3%-0.1=22
k=0

Detta medfor att
V(X;) =22—12%=0.76

Vilket ger att

Lat nu
1700

Y = ZXi
=1

dédr Y ar det totala antalet salda badbyxor.
Vi antar nu att X;:na &r manga och oberoende. Eftersom de dessutom ér likafordelade géller da
enligt Centrala Gransvirdessatsen C.G.S. att

Y ~ N(1700u,0v/1700) = N (1700 - 1.2,+/0.76 - v/1700) = N(2040,v/0.76 - v/1700)

Y — 2040 2000 — 2040 Y — 2040

P(Y >2000) =P > =/ =—————=~ N(0,1)| =

= ) <\/0.76 -1700 — +/0.76 - 1700) | V0.76 - 1700 ©.1)

2000 — 2040

=P(ZJ> — ) =
(2 \/0.76~1700)
2000 — 2040 —40 40
=1-PUL ————)=1-P(———x) =1 - [1 - P(—————=)| = ©(1.11) = 0.8665

(Z < V0.76 - 1700) (\/0.76 . 1700) | (\/0.76 : 1700)] ( )

Svar: Sannolikheten att alla badbyxor blir salda dr ungefir 86.65%.
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Uppgift 4

Vi antar att varje flygresa har samma sannolikhet p att vara forsenad. Da giller att antalet
undersokta flygresor X som blir férsenade € Bin(n,p) = Bin(250,p) i vart fall. Vi ska nu testa
nollhypotesen Hy : p = 1= mot mothypotesen Hy : p # < pa (aproximativa) risknivan 5%.

En punktskattning av sannolikheten p ges nu av

T 20

— = —=10.08.
n 250

* —_—
Pobs =

Vi vill nu ta fram ett approximativt konfidensintervall for p, men da krévs att n-p’, .- (1—pf,,) > 10.
Da p%,. = 0.08 och n = 250 géller att

20 230
e(l—ph) =250 — - — =184 > 10
npobs( pObS) 50 250 250 Y

varfor normalapproximationen till binomialférdelningen &r tillaten.

Vi bildar nu ett konfidensintervall for p enligt laroboken:

Pops(1 — Do) Y

[P = p;bs + n 5
0.08 -0.92
I, =0.08 £ ToR0 - A0.025

0.08 - 0.92
I, =008+ 4/ ————"2.1.96
» =008 250

I, =0.08 £0.0336
I, = (0.0464,0.1136)

Vi har foljande nollhypotes: Hy : p = % = 0.067

0.067 € I, = (0.0464, 0.1136)

Eftersom intervallet innehaller p = 0.067 forkastar vi ej Hy pa den approximativa nivan 5%.

Svar: Vi kan ej forkasta flygbolagets pastaende pa nivan 5%.
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Uppgift 5

Vi gor hir ett homogenitetstest (avsnitt 14.3 i formelsamlingen) eftersom vi ska underséka om
sannolikheterna for fargerna &r desamma i de bada forscksserierna.Nollhypotesen Hy dr da att
fordelningen av fargerna ar ofordndrad mellan de bada undersckningstillfillena. Mothypotesen Hy
ar da att det skett en sadan fordndring.

Vi gor hir en tabell med observerade antal enligt

Observerade antal | Bla Svart Gron Rod | Totalt
Foregaende ar 943 357 498 202 | 2000
Innevarande ar 860 347 476 317 | 2000

Totalt 1803 704 974 519 | 4000

Teststorheten blir
(943 — 2000~1803)2 (357 — 200().704)2 (498 — 200().974)2

_ 4000 4000 4000
Q - 2000-1803 + 2000-704 + 2000-974 +
4000 4000 4000

(202 _ 2000~519)2 (860 _ 2000~1803)2 (347 _ 2000-704)2

4000 4000 4000
+ 2000-519 + 2000-1803 + 2000-704 +
4000 4000 4000
__2000-974\2 __2000-519\2
(476 4000 ) (317 4000 ) =929.94
2000-974 2000-519 - :

4000 4000

Om H, ir sann sa dr 29.94 ett utfall fran en stokastisk variabel som approximativt har en y?-
fordelning med (4 — 1)(2 — 1) = 3 frihetsgrader. Eftersom x2,5(3) = 7.81 < 29.94 s kan H,
forkastas pa nivan 5%. Alternativt kan vi beriikna sannolikheten att en x?(2)-variabel &r storre
an eller lika med 29.94 (X2cdf pa en Tl-rdknare). Denna sannolikhet, dvs p-virdet for testet,
arl.4-107%. Detta p-virde ér sa lagt att vi forkastar Hy pa risknivan 5%. Bade teststorheten och
p-virdet fas direkt med funktionen X2-Test pa en TI-rdknare.

Svar: Vi drar slutsatsen att foréndringen i kundernas fargval ar statistiskt sdkerstalld

pa risknivan 5% och att produktionen darfor skall stillas om.
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Uppgift 6

Hér antar vi att antalet drunkningsolyckor under sommarmanaderna &r Poissonfordelat. Vi antar
att X ar antalet drunkningsolyckor maj-aug 2015 och att X, &r antalet drunkningsolyckor maj-
aug 2016 , och att X; € Po(uy) och att Xo € Po(us). Nollhypotesen blir i detta fall att det inte &r
nagon signifikant skillnad i antalet drunkningsolyckor mellan de bada arens sommarmanader.D.v.s.
att skillnaden beror av slumpen.

Saledes har vi Hy : g = pto . Hy @ iy # .

Hér anvinder vi y2-test:

Eftersom E (X;) = p nir X; € Po(u;) sa skattar vi g med

T+ To _75+55_

= 65
2 2

T =

Detta ger
(75 — 65)? . (55 — 65)?

o o ~ 3.08

Q=

Eftersom Q < x3,5(1) sa forkastar vi inte Hy pa risknivan 5%.

Svar:Vi drar slutsatsen att det pa risknivan 5% inte skett nagon signifikant forandring i antalet
drunkningsolyckor under sommarmanaderna mellan 2015 och 2016
och att vi darfor inte kan utesluta att skillnaden beror pa slumpen.

Uppgift 7

Hér har vi foljande hypoteser:
H, : Kriftorna fran de bada foretagen smakar lika bra.
H; : Kriftorna fran de bada foretagen smakar inte lika bra.

Vi anvander oss av teckentestet. Vi infor den stokastiska variabeln Z som &r antal kréiftexperter
som tycker att kréftorna fran foretag A smakar bést. S. Om H, géller ska Z € Bin(n,0.5) =
Bin(18,0.5). Vi far alltsa att

p-vardet = 2-P(Z > 13) = 2-P(Z < 5) = [se tab 6;2 = 5,n = 18,p = 0.5] = 2-0.04813 = 0.09626

D.v.s. p-virdet ar 9.6%. Detta innebér att vi kan forkasta H, pa risknivan 10%.

Svar:Vi drar slutsatsen att kraftorna fran de bada foretagen inte smakar lika bra
(och att alltsa kréftorna fran foretag B &r de som smakar bést).




