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TENTAMEN I SF1904 MARKOVPROCESSER
TISDAGEN DEN 26 MAJ 2020 KL 14.00-19.00.

FExaminator: Bjorn-Olof Skytt tel. 79086 49

Kursansvarig: Bjorn-Olof Skytt tel. 790 86 49

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik, Mathematics Handbook
(Beta), hjélpreda for minirdknare, minirdknare.

Inférda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrikningar skall vara sa
utforliga och vil motiverade att de &r ldtta att folja. Numeriska svar skall anges med minst tva
siffrors noggrannhet. Tentamen bestar av 5 uppgifter. Varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Gréansen
for godként ar preliminédrt 20 podng. Mojlighet att komplettera ges for tentander med preliminért
18-19 poédng. Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och

kommer att finnas tillgénglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Uppgift 1
En Markovprocess X (¢);t > 0 med tillstandsrum 1,2, 3,4 har intensitetsmatrisen

Kedjan startar vid tidpunkt 0 i tillstand 1.
a) Berdkna sannolikheten att processen gor sitt forsta hopp fore tidpunkten 0.1. (3p
b) Motivera att en asymptotisk férdelning existerar samt berdkna denna. (4 p)

c¢) Berékna sannolikheten att processens andra hopp sker till tillstand 4. (3 p)
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Uppgift 2

I en bokhylla star tre bocker A, B och C. Fran borjan star A ldngst till vanster, B i mitten och
C ldngst till hoger. Vid tidpunkterna n = 1,2, ... tas en bok och sitts ldngst till vinster, sa att
ordningen eventuellt férdndras. Vid varje tidpunkt tas, oberoende av vad som tagit vid tidigare
tidpunkter, bok A med sannolikhet 0.5, bok B med sannolikhet 0.3 och bok C med sannolikhet
0.2.

Infor foljande tillstand:

E1 A ldngst till vanster

Es A imitten, B langst till vanster
E5 A imitten, C lingst till vanster
E; A ldngst till hoger

a) Lat X, vara tillstandet vid tidpunkt n. Motivera att {X,,;n > 0} ar en markovkedja och ange

overgangsmatrisen. (2 p)
b) Motivera att {X,;n > 0} ar ergodisk samt berédkna den asymptotiska férdelningen. (3 p)
c) Sitt

1 om A &r langst till vénster
Y =<2 om A dri mitten och

3 om A ar langst till hoger
vid en “asymptotisk” tidpunkt. Berédkna E(Y").
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d) Berdkna forvéntad tidpunkt da A for forsta gangen hamnar ldngst till hoger.

Uppgift 3

Till en servicestation anldnder anrop enligt en Poissonprocess med intensitet 2 anrop per minut.
Betrakta tiden fram till det 200:de anropet anléander.

Berikna sannolikheten att det under denna tid finns minst ett anropsfritt tidsintervall lingre &n
3 minuter. (10 p)
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Uppgift 4

En intensivvardsavdelning har plats for 20 patienter. Patienterna anlénder enligt en Poisson-
process med intensiteten 7/vecka. Tiderna som patienterna vardas pa intensivvardsavdelningen &r
exponential-fordelade med vantevérdet 2 veckor. Om alla platser pa intensivvardsavdelningen &ér
upptagna slussas anldndande patienter nagon annan stans. Dvs. det bildas ingen ko.

Hur stor ar sannolikheten att minst 16 platser 4r upptagna pa intensivvardsavdelningen? (10 p)

Uppgift 5

Var och en av 2 butiker fungerar som ett betjéningssystem av typen M/M/1. Till varje butik
anléinder kunderna enligt en Poisson-process med intensiteten A = 20/timme. I bada butikerna
ar den genomsnittlga kotiden for en kund 4 minuter. Man slar nu ihop de bada butikerna till
en ny butik med tva expediter sa att den nya butiken fungerar som ett M/M/2-system. Var och
en av expediterna betjanar kunderna med samma betjéningsintensitet p bade innan och efter
sammanslagningen av de bada butikerna. Kunderna anlénder enligt en Poisson-process éven till
den nya butiken, men nu med intensiteten 2.

Vad blir den genomsnittliga kotiden for en kund i den nya butiken? (10 p)
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Uppgift 1
) Sétt T'=tid i tillstand 1 innan hopp. Da ér T" €Exp(1/7). Vi soker P(T' < 0.1) = ffolo fr(t)dt =
Syt Tedt =1 — e =1 — 77 = 0.5034.
b) Markovprocessen dr éndlig och irreducibel, 1 — 2 — 3 — 4 — 1 ar mojliga hopp, vilket visar

att alla tillstand kommunicerar med varandra. Processen ér dérfor ergodisk och gréansfordelningen
ges av den stationédra. Vi har att 16sa 1Q = 0, d.v.s. ekvationssystemet

—7m 4+ 273 + 21, =0
3my — 4wy + 4ms + 4wy =0
2m + 219 — 913 =0

2m 4+ 2my + 33 — 614, = 0
T +my+my+my=1

vilket har 16sningen m = 4/35, m = 17/35, w3 = 2/15, my = 4/15.
c¢) Hoppkedjan har 6vergangsmatrisen (p;; = ¢;;/4;)

0 3/7 2/7 2/7
0 0 1/2 1/2
2/9 4/9 0 3/9
1/3 2/3 0 0

P=

Vi soker sannolikheten att hoppkedjan &r i tillstand 4 efter tva hopp V1d start i tillstand 1. Men

denna sannolikhet ges av p§4) som &r motsvarande element i matrlsen P Detta element fas som

forsta raden i P ganger fjarde kolonnen i P, dvs. &0 + = 3.1 —l— 2.3 —I— 0=
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Uppgift 2

a) Givet att kedjan befinner sig i ett visst tillstand ges 6vergangssannolikheterna av matrisen

05 03 02 0
05 03 0 0.2
05 0 02 03
05 0 0 0.5

Overgangarna sker oberoende av var kedjan befunnit sig tidigare och dérfor &r kedjan en markov-
kedja.

b) Kedjan ar dndlig, irreducibel ty 6vergangarna 1 — 2 — 4 — 1 — 3 — 1 visar att alla
tillstand kommunicerar med varandra. Eftersom det finns diagonalelement som &r skilda fran 0,
foljer att kedjan ar aperiodisk. Alltsa ar kedjan ergodisk. Den asymptotiska fordelningen fas ur
den stationéra som ges av w = P, dvs ur ekvationssystemet

m = 0.5m + 0.5m9 + 0.573 + 0.574
7y = 0.3m + 0.3m9
w3 = 0.2m + 0.273
74 = 0.27m9 4+ 0.313 + 0.5m4
T+ mo+my+m=1
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(??) och (??7) ger my = 0.5(m + mo + w3 + m4) = 0.5. Ur (??) och (?7) loser vi sedan omedelbart
ut 7y och 3. Den sista ekvationen ger till sist 4 som 1 minus summan av de ovriga varfor vi far
16sningen

=05, M=, M=, M=
Uy , T2 147 3 87 Ty 56

¢c) PY =1) =m =05 PY =2) =m+m = 4 och P(Y = 3) = my = 2 ger att
_ 19 9 _ 93

EY)=1-05+2-5+3 5 = =.

d) Gor om tillstand Ey till ett absorberande tillstand och lat ¢; vara forvantad tid tills absorption

i F, vid start i tillstand F;. Vi far ekvationssystemet

t1 =1+ 0.5¢ + 0.3t2 + 0.2¢5
ts =1+ 0.5t + 0.2t

Los ut ty och t3 ur de tva sista likheterna och satt in i den forsta varvid erhalls det sokta ¢t; = 10%.
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Uppgift 3

Lat T;, i = 1,2,...,200, beskriva tiden mellan anrop ¢ och i — 1 dér Ty = 0. Da &ar T; oberoende
och exponentialférdelade med intensitet A = 2 per minut. Alltsa &ar fér ¢t > 0

P(T,>t)= / e M dy = e M
t

och

P(maX(Tl,...,TQO()) S t) = P(T1 St,...,TQQO St) :P(Tl S t)P(TQOO St)
= (1- e—)\t)ZOO'
Saledes
P (max(Ty,...,Tho) >3) =1— (1 —e %20 =0.391.

Uppgift 4

Antalet patienter pa intensivvardsavdelningen beskrivs av en fédelse-dods-process med

M =A=T7 och pu=ku==%k-

DN | —

Detta ger, jmf. F'S sid. 10, att

pk_,u~2,u---k,u_ k! k!

Eftersom vi har en dndlig irreducibel markovprocess sa har vi en stationdr fordelning 7, och den
ar given av

/Y 147 147 -14
= Pi 4! T T
J 7T 920 T2 0 )i)_QO 14__20 i
© ¢ i 14
Yo v e
i=0 i=0 i=0 i=0

Har kdnner vi igen sannolikhetsfunktionen for X € Po(u), dar p = 14.

P(X >1
Saledes blir sokt sannolikhet = = [setabb5iFS] =
P(X <

~0.95209 — 0.66936

=0.2
0.95209 02969

Svar: 29.7%
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Uppgift 5

Vi soker den genomsnittliga tiden wy, i kén nér vi har ett M /M /2-system.

ly . 20 A
Xq dir (enl §16.2) 1, = T dir p= o

Enl §16.1 géller att — wy =

For ett M/M/2-system ér ¢ = 2 och hér i vart fall blir A = 2 - 20. 1 M/M/2-systemet
Vilket virde p har far vi ta reda pa fran M/M/1-systemen.

2 2
. . p , P
For ett M/M/1-sysem giller att [, = och darmed wy = ———
T l-p (1=p)-A
Eftersom wy &r 4 min enligt uppgiften far vi ekvationen
1 r* 4 P’
—=—"—— Duvs. =-=
15 (1—=p)-20 3 (1-p)

Losningen av andragradsekvationen ger att p = 3
p=—=pu=30
1

2
Nu gar vi tillbaka till M /M /2-systemet och sétter in p = 3 och =301

2p3 L £ d A 2.-20 2
w, = ————— och far me = —=—==
TT 10— ) A P= e~ 230
16
e 16 -9 4 4 .60
wy = 247 = = —— timmar = —— = 1.6 minuter
( —§)~4O 27-5-40 150 150

Svar: 1.6 minuter




