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Införda beteckningar skall förklaras och definieras. Resonemang och uträkningar skall vara s̊a
utförliga och väl motiverade att de är lätta att följa. Numeriska svar skall anges med minst tv̊a
siffrors noggrannhet. Tentamen best̊ar av 5 uppgifter. Varje korrekt lösning ger 10 poäng. Gränsen
för godkänt är preliminärt 20 poäng. Möjlighet att komplettera ges för tentander med preliminärt
18–19 poäng. Tentamen kommer att vara rättad inom tre arbetsveckor fr̊an skrivningstillfället och

kommer att finnas tillgänglig p̊a studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfället.

Uppgift 1

n partikel placeras ut i mittpunkten i nedanst̊aende figur. Den utför sedan en slumpvandring s̊a
att vid varje steg var och en av de angränsande punkterna (till höger, vänster, upp̊at, ned̊at eller
diagonalt) väljes med lika stor sannolikhet. Detta betyder att partikeln aldrig stannar kvar i en
punkt.

a) Bestäm sannolikheten att partikeln befinner sig i mitten efter l̊ang tid och motivera ocks̊a
existensen av en asymptotisk fördelning. (5 p)
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b) Beräkna förväntat antal steg innan partikeln åter är i mitten. (5 p)

Ledning till a) och b): Försök att ha s̊a f̊a tillst̊and som möjligt i din modell.

Uppgift 2

Ett system har den egenskapen att det efter en fullständig service fungerar en exponentialfördelad
tid med väntevärde 1/λ1. En s̊adan fullständig service tar en exponentialfördelad tid (med väntevärde
1/µ1) att genomföra. Man kan kan ocks̊a genomföra en partiell service, enbart syftande till att f̊a
systemet att fungera s̊a snabbt som möjligt. En s̊adan partiell service tar en exponentialfördelad
tid med väntevärde 1/µ2 och systemet fungerar sedan en exponentialfördelad tid (väntevärde
1/λ2). Fullständig service är givetvis dyrare än partiell service och därför utförs en fullständig
service bara varannan g̊ang systemfel uppträder. Beräkna sannolikheten att systemet fungerar
efter l̊ang tid uttryckt i parametrarna λ1, λ2, µ1, µ2. (10 p)

Uppgift 3

I ett elektriskt system beskrivs de kraftiga störningarna av en Poissonprocess {N(t); t ≥ 0} med
E[N(t)] = ct.

Beräkna E[N(2) | N(5) = 7]. (10 p)

P̊a grund av uppgiftens karaktär ställs stora krav p̊a den formella behandlingen.

Uppgift 4

Kunder anländer till en frisersalong med tv̊a verksamma frisörer enligt en Poissonprocess med
intensitet 6 kunder/timme. Eftersom kunderna är ganska stressade s̊a g̊ar de in i frisersalongen
med sannolikhet ett bara om det finns minst en ledig frisör. Annars ansluter de sig med sannolikhet
0.5 om det finns tv̊a kunder, med sannolikhet 0.25 om det finns tre kunder och aldrig om det finns
fler än tre kunder i salongen. Antag att tiden det tar att klippa en kund är exponentialfördelad
med väntevärde 20 minuter. Beräkna väntevärdet av antal kunder i frisersalongen vid stationära
förh̊allanden. (10 p)

Uppgift 5

En person köper varje dag en tidning p̊a väg hem fr̊an jobbet. Den kiosk där inköpen görs kan
uppfattas som ett M/M/1-system i jämvikt med ankomstintensitet λ = 1 och betjäningsintensitet
µ = 2. (Tidsenhet: minuter.) Under ett år gör personen 200 inköp i denna kiosk.

Beräkna sannolikheten för att personen under ett år ägnar mer tid än tv̊a timmar åt att köa för
att köpa tidningen. Lämpliga och välmotiverade approximationer är till̊atna. (10 p)
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Uppgift 1

v symmetri-skäl behövs bara 3 tillst̊and: 1=mitten, 2=kant, 3=hörn. Vi f̊ar d̊a överg̊angsmatrisen

P =

 0 1/2 1/2
1/5 2/5 2/5
1/3 2/3 0


och vi startar kedjan med ppp(0) = (1, 0, 0).

a) Kedjan är ändlig och irreducibel ty 1→ 2→ 3→ 1. Den är även aperiodisk eftersom p22 > 0.
Allts̊a är kedjan ergodisk, dvs efter l̊ang tid har den den (unika) stationära fördelningen. Alter-
nativt kan man motivera ergodiciteten med att kolumn nr 2 är strikt större än 0. Den efter-
fr̊agade sannolikheten är allts̊a π2 där πππ = (π1, π2, π3) uppfyller ekvationssystemet πππ = πππP och
π1 + π2 + π3 = 1. Vi f̊ar allts̊a ekvationssystemet
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Om man tar 2·ekvation 1-ekvation 2 erh̊alls π1 = 2π2/5 vilket insatt i ekvation 1 ger π3 = 3π3/5.
Sätts dessa resultat in i “normeringsekvationen” erh̊alls π2 = 5/10 och vi f̊ar πππ = (2/10, 5/10, 3/10)
och den sökta sannolikheten är allts̊a 2/10=0.2. b) Vi gör tillst̊andet 1 (dvs mitten) absorberande

(utom när vi startar i mitten). Med beteckningar enligt formelsamlingen l̊ater vi ti vara förväntad
tid tills absorbtion i mitten givet start i tillst̊and i, i=2,3 och t1 förväntad tid fr̊an mitten tills vi
återvänder till mitten. Vi f̊ar d̊a 
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Om vi sätter in sista ekvationen i ekvation 2 erh̊alls t2 = 4.2 som ger t3 = 3.8 som slutligen ger
t1 = 5.
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Uppgift 2

i inför tillst̊anden E1=funktion efter fullständig service, E2=funktion efter partiell service, E3=fullständig
service samt E4=partiell service. Om X(t)=tillst̊andet vid tiden t, t ≥ 0, s̊a inser man att
(X(t); t ≥ 0) är en Markovkedja i kontinuerlig tid med överg̊angsintensitetsmatris

Q =


−λ1 0 0 λ1

0 −λ2 λ2 0
µ1 0 −µ1 0
0 µ2 0 −µ2


Kedjan är uppenbarligen irreducibel (löper ju successivt igenom alla tillst̊and) och den är därför
ergodisk eftersom den är ändlig. Den asymptotiska fördelningen πππ = (π1, π2, π3, π4) finner vi genom
att lösa ekvationssystemet πππQ = 000 tillsammans med normeringsvillkoret, dvs ekvationssystemet

0 = −λ1π1 + µ1π3

0 = −λ2π2 + µ2π4

0 = λ2π2 − µ1π3

0 = λ1π1 − µ2π4

1 = π1 + π2 + π3 + π4

Man erh̊aller lätt

π4 =
λ1
µ2

π1, π2 =
µ2

λ2
π4 =

λ1
λ2
π1 samt π3 =

λ1
µ1

π1

som i normeringsekvationen ger

π1(1 +
λ1
λ2
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+
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) = 1

Systemet fungerar om det är i tillst̊and E1 eller E2 vilket ger att sannolikheten för systemfunktion
efter l̊ang tid är

π1 + π2 =
1 +
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λ2

1 +
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+
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+
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=
1/λ1 + 1/λ2

1/λ1 + 1/λ2 + 1/µ1 + 1/µ2

Uppgift 3

i har
E[N(2) | N(5) = 7] =

∑
n

n · P (N(2) = n | N(5) = 7).

Nu gäller

P (N(2) = n | N(5) = 7) =
P ({N(2) = n} ∩ {N(5) = 7})

P (N(5) = 7)

=
P ({N(2) = n} ∩ {N(5)−N(2) = 7− n})

P (N(5) = 7)
=

(2c)n

n!
e−2c · (3c)
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(5c)7

7!
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=
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Detta innebär att N(2) | N(5) = 7 är Bin(7, 2
5
)-fördelad, vilket ger E[N(2) | N(5) = 7] = 14

5
.

Uppgift 4

L̊at Xt vara antalet kunder i systemet vid tid t. {Xt, t ≥ 0} är en födelse-dödsprocess med födelse-
och dödsintensiteter

λ0 = λ1 = λ, λ2 = 0.5λ, λ3 = 0.25λ och λi = 0 övriga i

µ1 = µ, µ2 = µ3 = µ4 = 2µ

där λ=6 och µ=3 h−1. Sätt p̊a sedvanligt sätt ρn = λ0·λ1···λn−1

µ1µ2···µn , n = 1, 2, 3, 4 (ρ0 = 1). Vi erh̊aller

ρ1 = 2, ρ2 = 2, ρ3 = 1 och ρ4 = 0.25. Summan av dessa blir
∑4

n=0 ρn = 6.25. Den stationära
fördelningen ges därför av

π0 =
4

25
, π1 =

8

25
, π0 =

8

25
, π3 =

4

25
, π4 =

1

25

och väntevärdet av

4∑
n=0

n · πn = 0 · 4

25
+ 1 · 8

25
+ 2 · 8

25
+ 3 · 4

25
+ 4 · 1

25
= 1.6

Uppgift 5

Vi har µ = 2 och ρ = λ/µ = 1/2. L̊at Qk vara tiden i kön dag k. Enligt formelsamlingen gäller att

Gq(τ) = P (Qk ≤ τ) = 1− ρe−µ(1−ρ)τ = 1− 0.5e−τ , τ > 0.

Observera att Qk har en blandad fördelning. Vi f̊ar

E(Qk) = 0.5

∫ ∞
0

τe−τ dτ = 0.5

och

E(Q2
k) = 0.5

∫ ∞
0

τ 2e−τ dτ = 0.5 · 2 = 1

vilket ger V (Qk) = 1− 0.25 = 0.75.
Sätt X =

∑200
k=1Qk. X är d̊a den tid under ett år som personen ägnar åt att köa för att köpa sin

tidning.

Enligt centrala gränsvärdessatsen är X approximativt N
(

200 · 1
2
,
√

200 · 3
4

)
= N(100,

√
150)-

fördelad. Detta ger

P (X > 120) = P

(
X − 100√

150
>

120− 100√
150

)
≈ 1− Φ

(
120− 100√

150

)
= 1− Φ(1.63) = 1− 0.94845 = 0.05.


