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Appendix 2 i Guts bok (bifogas)

Samtliga behandlade uppgifter skall forses med utforlig 16sning och motivering.
Alla inférda beteckningar som inte ar standard skall definieras.

1. Den stokastiska vektorn (X Y') har den simultana téthetsfunktionen

1
1+ 22 +y?)?

Ixy(z,y) = o (z,y) € R

Bestim téthetsfunktionen for T = X2+ Y?2. (Det kan vara limpligt att utnyttja

poldra koordinater.) (10p.)
2. Den stokastiska variabeln X &r exponentialfordelad med vantevardet %
a) Bestdm FE[X"] for n = 0,1,.... (Det kan vara lampligt att anvinda
momentgenererande funktionen.) (5p.)
b) Variabeln N dr oberoende av X och har fordelningen Po(u), dar pu < A.
Berikna E[X Y] (5p.)

3. Den stokastiska vektorn (X Y Z)’ &r normalférdelad med vantevardet (0 0 0)
och kovariansmatris

3 2 1
2 2 0
1 0 3
Bestam fordelningen for X betingat att Y =0 och Z = 1. (10p.)

4. Den stokastiska variabeln X har den diskreta sannolikhetférdelningen
P(X =k) = (1 -Xp)kXp, k =0,1,.... Lt Y = pX. Visa att Y kon-
vergerar i fordelning da p — 0, och bestdm denna foérdelning. (Ledning:
gransfordelningen @r en kontinuerlig fordelning.) (10p.)

5. Betrakta en Poisson-process X (t) med intensiteten A. Bestdm
EX(1) [ X(3) =2]. (10p.)
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1. Lat D vara ett intervall, och Ip(t) indikator-funktionen fér detta intervall.
Da har vi

1
(1+1¢)2
funktionen, dvs. funktionen som &r = 1 pa positiva axeln och = 0 pa negativa.)

Alltsa ar téathetsfunktionen for T | fr(t) = h(t) (h(t) &r heaviside-

2a. Den momentgenererande funktionen for en Exp(%)-férdelad variabel ar

A 1
v =5 = 1—t/\

t< A

Maclaurinutveckling ger

vilket visar att E[X"] = ¢ (0) = 2. (Det gar naturligtvis bra ocksa att deri-

vera (t) n ganger i stillet for att Maclaurinutveckla.) | Svar: E[X"] = 2.

2b. E[XN] = E[E[XN | N]] = B[] = S0 B bl eh = e n Y04 =
e_/"‘L .
A—p




3. Vi bestammer konstanterna a och b sa att variabeln U som definieras genom
X=aY +02+U (2.1)

blir okorrelerad med Y och Z. Vi far
Cov(Y,X) =aCov(Y,Y)+bCov(Y, Z) + Cov(Y,U)
Cov(Z,X)=aCov(Z,Y)+bCov(Z,Z)+ Cov(Z,U)

som ger
2=2a+0b+ Cov(Y,U)

1=0a+3b+ Cov(Z,U)
dvs. Cov(Y,U) = Cov(Z,U) = 0 om a = 1,b = 3. Darmed blir U nor-

malférdelad (linjirkombination) och oberoende av Y och Z. Vi kan nu
berékna E[U] och Var(U) ur (2.1):

0=E[X]+ %E[Y] + E[U] = E[U]

1 2
3=Var(Y)+ g Var(Z) + 3 Cov(Y,Z) + Var(U) = g + Var(U)

Alltsa U € N(0,2) (2 &r variansen.) Betingat Y = 0,7 =1 giller

1
X=1-O+§1+U

(observera att U ar oberoende av Y och Z). Alltsa, betingat Y = 0,7 =1

har X | fordelningen N (3, 2).

4. Vi bestdmmer forst den momentgenererande funktionen for Y (det gar
naturligtvis lika bra med karakteristiska funktionen):

t) = PR — Ap)FAp = t< A
Yy (t) 2026 (1= Ap)*Ap T en(1—p)’
Vi far nu, med L’Hopitals regel:
Ap 77077 A
li t) = li = — =1
ey Yy (t) P01 — et?(1 — A\p) 0 po0 —tetP(1 — Ap) + eP A
A
At

Enligt kontinuitetssatsen konvergerar Y i férdelning mot fordelningen vars

momentgenererande funktion &r ﬁ, dvs. mot | Exp( %)




5. En 16sning &r att forst visa att fordelningen for X (1) | (X (3) = 2) dr Bin(2, 3),

och darefter fa fram vantevardet. Det ger den enklaste kalkylen. Om man
inte gar via den betingade fordelningen ser kalkylen ut sa hér:

Det galler att

E[X(1) I(x(3)=2)]

BIX(1) | X(8) = 2] = =5 ige

For ndmnaren géller, eftersom X (3) € Po(3)) :

by 2
P(x(3)=2) = 2L e sz

For téljaren géller att X (1) [(x(3)=2) bara kan anta vdrdena 0, 1 och 2,
motsvarande héndelserna {X (1) =0N X(3) — X (1) = 2},
{(X1)=1NnX@3)—X(1) =1} {X(1) =2nX3) — X(1) = 0}. Nu éar
X (1) € Po(A) och X(3) — X(2) € Po(2\) och dessa s.v. dr oberoende. Alltsa

2))2
E[X(1)I(x@3)=2)] =0-e - %e—” +1-de™ 202
2
+2- 564‘ ceT = 3)\%e 3

Alltsa E[X (1) | X(3) =2] = (3A\%e™3Y)/(4.5A%e3Y) | =

Wl




