(4p)

(6p)

(7p)

KTH Matematik

Tentamen del 2
SF1511, 2017-03-16, kl 8.00-11.00,
Numeriska metoder och grundlaggande programmering

Del 2, Max 50p -+ bonuspoédng (max 4p).
Inga hjalpmedel. Réttas endast om del 1 ar godkand.
Betygsgréanser inkl bonuspoéang: 10p D, 20p C, 30p B, 40p A.

P1. Givet differentialekvationen

dy d*y
— —cos(z)— —a—5 =0, y(0) = 10, %(O) =0, w(()) = 1.

a. Skriv om problemet till ett system av differentialekvationer av férsta ordningen.

b. Skriv ett MATLAB-program som loser det omskrivna problemet for o = 0.1
for x pa intervallet 0 till 5 och ritar upp funktionen w(z) = y(z) + 5y/'(x).

c. Nar ett program som loser differentialekvationen kordes for o = 0.05 fick man
y(5) till 17.46407. Nér « dndrades till 0.5 blev y(5) = 24.77647. Du vill hitta ett
a som ger y(5) = 20. Man kan gora detta pa flera olika sétt. Beskriv en algoritm,
tex i form av ett MATLAB-program, som med fem decimalers noggrannhet hittar
a. Diskutera hur effektiv din algoritm ar. Alltfor ineffektiva metoder ger inte full
poang.

Losning:
P1l.a.
Lat ui(x) = y(z), us(x) = ¢/ (x) och uz(x) = y"(x). Det ger
d uy(x) us () u1(0) 10
o us(x)| = usz(x) , u(0)| = [ 0],
ug(z) cos(x)uz(x) + auz(z) ug(0) 1

eftersom uj(z) = y"”(x) = cos(2)y' (x) + oy’ (z) = cos(x)us(z) + aus(z).

P1.b.

alfa = 0.1; % alfa

h = 0.2; % Steglédngd for oberoende variabeln x
xVek = [0:h:5]7; % x-intervall

u = [10 0 1]7; % Startvarden for y, y’> och y’’

uMat = u’; % Lagra u

for x = xVek(1l:end-1)’
u = u + hxfunk(x, u, alfa); Y% Framdt Euler
uMat = [uMat ; u’]; % Lagra u
end
w = uMat(:,1) + 5*uMat(:,2); hw =y + 5y’
plot (xVek, w)



Pl.c.

Gor forst om programmet i deluppgift (b) till en funktion som tar o som indata
och som returnerar y(5). Man behover byta ut raden alpha=0. 1 till en funktions-
header och ldgga till en rad pa slutet som ser till att ratt viarde returneras:

function y5 = yb5funk(alpha)
. <som tidigare, men utan raden som satter alpha till 0.1> ...

y5 = u(l);

Man anropar sedan funktionen y5funk i ett yttre program som anvinder tex
sekantmetoden for att hitta det o som ger y5funk= 20, enligt:

tol = 0.5e-5; % Feltolerans
a0 = 0.05; f0 = y5funk(a0)-20; % Startgissningar fran uppgiftstexten
al = 0.5; f1 = yb5funk(al)-20;

while abs(al-a0)>tol
any = al - fi1x(al-a0)/(£f1-f0); % Sekantmetoden
a0 = al; f0 = f1;
al any; f1 = ybfunk(al)-20;

end
disp(al)

P2. Andarna av en tva meter lang stav halls vid de konstanta temperaturer-
na 20°C respektive 100°C. Den stationéra temperaturfordelningen u(x) i staven
bestdms da av differentialekvationen

d*u

ko = e”, u(0) =20, u(2) = 100,

dér k ar stavens viarmeledningsformaga.

a. Formulera en andra ordningens finit differensmetod for detta randvardespro-
blem. Lat u = (ug,...,un11)" eller u = (uy,...,u,)" (vélj det du foredrar)
innehalla approximationerna u; ~ u(z;), dér x; = hj och h = 2/(n + 1). Meto-
den leder till ett linjart ekvationssystem Au = b av storlek n x n. Hérled uttryck
for elementen i A-matrisen och i hogerledet b nar n = 3. (Ekvationssystemet
behover inte 16sas.)

b. Implementera metoden i MATLAB for fallet £ = 5. Programmet ska rékna ut
vektorn u. Det ska vara generellt och kunna anropas med olika virden pa n.

c. Utoka ditt MATLAB-program sa att det ocksa berdknar en andra ordningens
approximation av u’'(1).

Var god vand



Losning:

P2.a.

I varje inre punkt, 7 =0,...,n+ 1eller j =1,...,n, approximerar vi andraderi-
vatan i ekvationen med andra ordningens centraldifferenskvot

d2u — Uj—1 — 2Uj —+ Uj+1

dx? h?2
Det ger
QU .

B P hl;]—i_uﬁl:exj, j=0,....,n+1leller j=1,... n.

Multiplicera med h? och dividera med k,
2€"

—uj,1+2uj—uj+1:h?, j:O,...,n—i—lellerj:1,...,n. (1)

For j =0,...,n+ 1, siatt in randvillkoren pa forsta och sista raden i matris A.

Det ger det linjdra ekvationssystemet Au = b med

-1 2 -1

och hogerledet
20
pRe

pren
100

Nér n = 3 har vi h = 1/2 och systemet blir

1 0 0 0 0 U 20
60‘5
-1 2 -1 0 O Uy 3
O -1 2 -1 0 Uy | = "
o o0 -1 2 -1 U3 e
0o o0 0 0 1 Uy 100
For j =1,..., n, utnyttja randvillkoren for att eliminera ug och u,1:

Ug = 20, Unp+1 = 100.

Detta ger for j =1,

L1
Ny — Uy = hQ% +20, 2)
och for j = n,

1+ 2u, = h2% +100. (3)



Tillsammans ger (1,2,3) det linjara ekvationssystemet Au = b med

2 -1
-1 2 -1
A —= t . . ,
-1 2 -1
-1 2
och hoégerledet
h?= +20
e’2
h27;
b = :
h2 efn—1

k
h?<5 +100
Nér n = 3 har vi h = 1/2 och systemet blir

2 —1 0\ [u e +20
-1 2 -1 Uy | = L5ﬁ
0 -1 2 ug g + 100
P2.b. och c.
clear all, close all, clc
n = 3; % Antal inre punkter
k =5; % Stavens vdrmeledningsforméga
h = 2/(n+1); % Stegléangd i x
x = [0:h:2]7; % Oberoende variabeln
% For j =0, ... , ntl
sup = -ones(nt+l, 1); 7% Superdiagonalen
d = 2xones(nt+2, 1); % Huvuddiagonalen
sub = -ones(nt+l, 1); 7% Subdiagonalen
A = diag(sup,1) + diag(d,0) + diag (sub,-1); % A-matrisen
A(L,1) =1; % Andra férsta raden
A(1,2) = 0; % Andra férsta raden
A(end, end-1) = 0; % Andra sista raden
A(end, end) =1; % Andra sista raden
b = 0.05xexp(x); % b-vektorn
b(1) = 20; % Andra foérsta elementet
b(end) = 100; % Andra sista elementet
u = A\b; % Berdkna u
hFor j =1, ... , n
sup = -ones(n-1, 1); % Superdiagonalen
d = 2%ones(n, 1); % Huvuddiagonalen
sub = -ones(n-1, 1); % Subdiagonalen
A = diag(sup,1) + diag(d,0) + diag (sub,-1); % A-matrisen
b = 0.05%exp(x(2:end-1)); % b-vektorn
b(1) = b(1) + 20; % Justera 1:a elementet
b(end) = b(end) + 100; % Justera sista elementet
u = A\b; % Berdkna u

u = [20 ; u ; 100]; % Lagg till rédnderna
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% Berdkna u’(1), dvs uppgift P2.c.

if 1 == mod(n,2) % Om n ar udda
uPrimVidxl = (u(n/2+2.5) - u(n/2+0.5)) / (2*h)
else % Om n &r jamnt

uPrimVidxl = (u(n/2+2) - u(n/2+1)) / h
end

P3. Givet [ = f04 f(z)dz med vérden enligt tabellen.

X 0 1 2 3 4
f(x) | 200 | 250 | 281,5 | 299,5 | 300

I}, betecknar approximationen av I, da [ berdknas med trapetsregeln med
stegldngden h.
Om nagon deluppgift behover resultatet fran en foregaende deluppgift och du inte
har egna resultat, far du anvénda en rimlig uppskattning.

a. Beradkna I, for hand.
b. Beradkna I, for hand.

c. R, betecknar en Richardsonextrapolation utifran I, och I,. Berdkna R, for
hand.

d. Berdkna I; for hand.

e. R; betecknar en Richarsonextrapolation utifran I5 och I;. Berdkna R, for hand.

f. Gor en Richardsonextrapolation for hand utifran Ry och Rj.

g. Skriv ett matlabprogram som berdknar [, déar steglangden h &r en variabel
som tilldelas ett viarde i borjan av programmet. Antag att det i samma mapp
finns en fardigskriven fil funk.m med indata x och utdata f(x) enligt ovan, d.v.s
fAvx = funk(x).

Ovanstéende tabell ska alltsd inte anvandas.

Losning:
P3.a.
4(200/2 4 300/2) = 1000

P3.b.
2(200/2 + 281.5 + 300/2) = 1063

P3.c.
1063 + (1063 — 1000)/(22 —1)=1084

P3.d.
1-(200/2 + 250 + 281.5 + 299.5 + 300/2) = 1081



P3.e.
1081—%(1081——1063)/(22——1):: 1087

P3.f.

1087 + (1087 — 1084)/(2* — 1) = 1087.2
P3.g.

clear all, close all, clc

h =0.2; % Valfri stegléngd

x = 0:h:4; % x-vektor

f = funk(x); % Fardigskriven funktion
I =hx* (sum(f) - £(1)/2 - f(end)/2)

fAvx=funk (x)
% Trapetsregeln




