Projekt-uppgifter

Version Aug. 2012,
DN1240 for 12 och DN1212 for Bio3

Innehall

1 : Varpan 2
2 * : Metallroret 3
3 : Motordrivna inversa pendeln 5
4 * : Rymdskeppet Futten illa ute 6
5 * : Stromkretsen 7
6 **: Partikeln i faltet 9
7 * : Pilbagen 10
8 : Nalle-Maja gungar 12
9 *: Naturen — vixter, m6ss och ormar 14
10 : Ljudvagor under vattnet 16
11 * : Vindkastet 18
12 * : Flodespaketet — partikelfléde forbi en cylinder 19
13 * : Glodtraden 20
14 : Struthatten 21
15 * : Kometens stoftsvans 22
16 **: Vattenraketen i provbink 24
17 ** : Vattenraketen i provilygning 26

Tvastjirnig uppgift klassas som svar och utfors av den som strdvar efter hogre betyg.
Uppgift med en stjirna klassas som svdr eller litt beroende pa om man gor utvidg-
ningen eller avstar fran den.



1 : Varpan

I varpaspel kastar man en flat sten och det géller att triaffa en maélsticka som &r
nedsatt i marken tjugo meter bort. Kastrorelsen beskrivs av differentialekvationerna

U= kg -uV,v=-981—k, oV

dir V = vu2 +v%,u = &,v = 9 och varpastenens luftmotstandskonstant i x- resp
y-led &r k; = 0.020, k, = 0.065. Stenen kastas med hastigheten V(0) = 19.0m/s
fran 1.50 meters hojd.
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Varpans nedslagspunkt beror av kastvinkeln «. Ett kast simuleras genom att
man anger en kastvinkel och 16ser differentialekvationerna med Runge-Kuttas metod
tills varpan tar mark (t o m hamnar nedanfér marknivan y = 0). Interpolera fram
tidpunkt och z-koordinat for nedslagspunkten.

Problemet att bestdmma vilken kastvinkel som ger vinnande varpakast med ned-
slag inom 1 cm fran malstickan utgdr ett ekvationslosningsproblem. Skriv en effektiv
algoritm som beréknar kastvinkeln och rita upp kastbanan. Tank pa att tva l6sningar
finns till varpaproblemet — en hog och en lag bana.

Diskutera (med hjilp av numeriska experiment) hur de numeriska metoderna och
andra eventuella osdkerheter paverkar tillforlitligheten i vinkelresultatet.

x

Interpolera sedan i de ovan erhallna och lagrade kastbanevirdena (vektorerna for
t, x, y, &, y) for att astadkomma en tabell dar kasthojden skrivs ut for varje meter i
z-led. For att berdkna tidpunkten da x antar ett visst virde duger linjar interpolation
(om det inte ar alltfor glest mellan virdena). For berdkning av y vid denna tidpunkt
ar hermiteinterpolation sarskilt lamplig eftersom y-virden finns tillgéngliga. Rita upp
detta resultat ocksa med markering av varpans hojdlage vid varje meter.
Kast i motvind

Om man kastar i hard motvind wu,, i z-led &r det stenens hastighet relativt luften
som bestdmmer luftmotstandet:

U= —ky (u—uy)V,0=—-981 -k, vV

V =/ (u—uy)?+v%u=1z,v=y. Samtidigt kriavs en hogre hastighet vid utkastet
for att varpan ska ha mojlighet att na tjugo meter. Gor egen numerisk simulering
med nagra olika u,, = 2, 10, 20 och visa bankurvor éver vinnande kast i motvind med
de data som du valt.



2 *: Metallroret

Genom ett tjockviggigt cylindriskt metallror strommar en het vétska med den kon-
stanta temperaturen 7; = 450° C. Cylindervéiggen har innerradien 1.0 cm och ytter-
radien 2.0 cm. Temperaturférdelningen u(r) i metallen bestdms av differentialekva-
tionen )
TZTZ + j—:f =0 med u=1T; vid r=1 (lingdenhet cm).

Omgivande temperatur &r 20° C. Vid r = 2 dr temperaturgradienten du/dr pro-
portionell mot temperaturdifferensen, d v s dar géller du/dr = —K - (u — T,) dér
yttertemperaturen 7, kan séttas till 20° C.
K &r en materialkonstant, som beror av varmeoverforingstalet mellan metall och luft
o (W/K/m?) och metallens véirme-konduktivitet k& (W/m/K) enligt K = ¢. Lat i
testfallet K = 1.

Gor enligt finitadifferensmetoden en diskretisering av intervallet 1 < r < 2 indelat
i N delintervall. Diskretisera randvillkoret pa enklaste sdatt - med forsta ordningens
differens-approximation. I Utvidgningen ska noggrannare metod anvéndas. Visa hur
randvirdesproblemet kan approximeras av ett matrisproblem. Los detta forst for
N = 25, fortsdtt med successiva féordubblingar av N tills 6nskad precision erhalls
— t ex fyra korrekta siffror i temperaturvirdet vid cylinderns ytterradie. Rita upp
temperaturfordelningen i metallen.

Man tillater inte att metallcylinderns utsida far bli varmare &n 100°. Berdkna vilket
som &r det kritiska K-virdet Kigg for att detta ska uppnas, pa foljande séatt:
Gor en tabell 6ver u(2) som funktion av K och interpolera i den.

Undersok dven hur kénsligt detta kritiska K-virde dr for temperaturvariationer
i vatskan, dvs. berdkna ag%oo. Det intréaffar ndmligen att T; rakar stiga till 460° C i

stallet for att halla det givnza temperaturvirdet 450° C.

(Problemet kan 16sas analytiskt, gor girna det for kontroll.)

Det visar sig att det tjockviggiga roret &r tillverkat av ett inhomogent material —
varmediffusiviteten i réret har ett radiellt beroende. Temperaturférdelningen u(r)

bestams nu av 2 )N d
U rD'(r u
—_— 1 —_— = 1<r<2.
Tare T < * D(r) ) dr 0, 1=rs

D(r) ar ett tredjegradspolynom med derivatan noll vid inner- och ytterradien, alltsa
vid r = 1 och r = 2, dessutom géller D(2) = 2D(1).

Begynnelsevillkor och randvillkor &r samma som tidigare. Los samma uppgifter
som ovan.
Utvidgning

1. Anvéind en andra ordningens noggrann diskretisering av randvillkoret, t ex vid
rN = 2:
du 9
(dT>rN = 1/(2h) -(Buy —4dun_1 +un—2) + O(h )
Visa forst att formeln ar ratt! Kor med N = 10,20, ... och visa i en tabell att
felet nu &r O(N~2?)

2. Bestamning av kritiskt K-virde s& att u(2) = 100 kan ske pa flera sitt. Nar
u(2) = 100 multipliceras ju den obekanta K med en kénd koefficient, sa om
man infor K som obekant och lagger till ekvationen uy = 100 blir det ett



linjart ekvationssystem for w;,i = 1,..., N och K. Gor pa det viset ocksa och
jamfor med dina tidigare rakningar.

. Nu byter vi varm vétska inuti mot kall som ska kyla den varma utanfor. Yt-
terytan viarms ocksd genom gra-kropps-stralning fran omgivningen. Da blir
modellen icke-linjér:

d’u  du B
TW + % = 0,
u(l) = 100,
du 4 4
—k%]rzg = a(u(2) —T.) + ope(u(2)* —T.%)

Diskretisera som ovan och anvéind Newtons metod for ekvationslosningen. Jacobian-
matrisen kan du berdkna med differensapproximation, eller analytiskt: Bara rad

N skiljer fran den matris du anvént for det linjara problemet. Anvénd data for
rostfritt stal, k = 20W/K/m,op = 5.67 - 1078, T, = 300, 400,500...K, ¢ = 0.3
och a = 100W/K/m?.

Vid vilken yttertemperatur blir stralningen den dominanta energiGverforingen?



3 : Motordrivna inversa pendeln

Modifierad version av uppgift P8-13 i Kahaner-Moler-Nash.

A famous problem of nonlinear mechanics is known as the inverted pendulum. The
pendulum is a light stiff bar of length L with a point mass at the end, supported at
the other end by a frictionless pin. The support pin is given a rapid up-and-down

2
3, b/

Aﬁ;wti

motion s(t) = Asinwt by an electric motor.
An application of Newton’s second law of motion yields (after neglecting a small
term) the equation of motion

| 5 . _

¢ = 7 (g — Aw smwt) sin ¢
where ¢ is the angular position of the bar (¢ = 0 when the bar is directly above the
pin) and g = 9.81 m/ s? is the acceleration due to gravity.

For A = 0 it is the pendulum equation ¢ = 7 sin¢. Even this equation is not

solvable in terms of elementary functions. But it is known that when A = 0 and the
pendulum is released from rest, i.e. gb(O) = 0, the period T of the pendulum is given

by
L 4 d
T=2 —K(ﬁ) where K(u):/ a:
g 2 0 V1 —cos2usin’z

Use the Runge-Kutta method to compute the motion ¢(¢) and to find the period
(some interpolation may be needed) when A =0, L = 0.4, $(0) = 7/4 and $(0) = 0
(this is an ordinary pendulum).

Compare the period computed by your Runge-Kutta program with the value of T'
above computed by an efficient numerical integration method.

The inverted pendulum

The most interesting aspect of the pendulum problem when A # 0 is that for some
A and w-values an inverted pendulum stays pointing upwards and this has been
observed experimentally. Make computer simulations for a stick of length 400 mm
(L = 0.4) which is initially released from rest at the angle 5° (¢(0) = 57/180).

Use the RK4-method to compute the motion ¢(t) for different values of amplitude:
A =0.18, 0.20, 0.22, 0.24, and a number of w-values: w = 14, 16, 24, 34, 44, 54.

Let Ts = 27 /w. Try the following time-step: dt = Ts/m with m = 50 and m = 100
and solve for 0 <t < 307s. You may also stop when the value of ¢ is less than —n
or greater than 7, why?

Plot ¢ and ¢ as functions of ¢, and also ¢ against ¢ (the phase plane). But the
most interesting plot shows the whole stick at every instant (see rkpendel.m). Also
make a plot that shows the trace of the free end of the stick.

Investigate the exciting behaviour at A = 0.20 further for w-values in the interval
30 < w < H5.



4 * : Rymdskeppet Futten illa ute

Trots att raketmotorn gar for fullt forblir Futten hdngande orérlig pa héjden H 6ver

jordytan. Goda rad &r dyra! Kaptenen later rymdskeppet vrida sig nittio grader fran

det tidigare vertikala laget, och i fortsattningen verkar raketmotorn horisontellt med

oférminskad kraft. Stortar Futten eller klarar sig rymdskeppet ut i rymden?
Newtons rorelseekvationer uttryckta i polara koordinater lyder:

d*r o\ _ o R?
W—T E = COSOé—g’r,i2

d%¢ dr d¢
rae TR
déar vinkeln a var noll fore vridningen men blir 90° efter kaptenens manéver (vid
tiden t = 0). R &r jordradien, g ar tyngdaccelerationen vid jordytan och G &r tyngd-
accelerationen pa héjden H diir Futten blev hiingande: G = gR?/(R+ H)?.
Med for vart problem lampliga enheter — ldngdenhet jordradie och tidsenhet timme
— giller att g = 20.0 jordradier/tim?. De nédvindiga startvirdena ges av det faktum
att Futten var helt stilla da kaptenen &ndrade banriktning.

Skriv ett program som med Runge-Kuttas metod eller 0DE45 loser differentia-
lekvationerna under sa lang tid att det star klart om Futten stortar eller forsvinner
ut i rymden. Futten befinner sig pa nagra jordradiers héjd da kaptenen gbér ma-
novern. Undersok forst vad som hédnder om starthojden H ar tva jordradier, prova
sedan hur Futtens bana blir vid nagra andra val av starthéjder. Experimentera dig
fram till lagom sluttid och lampligt tidssteg / lamplig tolerans. Fundera ut en bra
algoritm som med god noggrannhet och lamplig interpolation bestdmmer tidpunkt
och positionsangivelse (¢, ¢p, ) for banans allra lagsta punkt.

= Gsino

Uppgiften ar nu att med en effektiv algoritm riakna fram gransfallets H-vérde,
d v s Futtens starthéjd H, som leder till en bana utan att katastrofen blir ett fak-
tum. Bestdm hastigheten som Futten sveper forbi jordytan med i detta fall. Rita
bankurvan fran begynnelseldget till platsen dar raketen just passerar grantopparna.
Berakna bankurvans langd, alltsa Futtens tillryggalagda stracka. Gor tillforlitlighets-
bedémning av de erhallna resultaten! Understk bidragen till felen i resultatet fran
de olika killorna: 16sning av begynnelsevirdesproblem, interpolation, etc.

Bankurvan har parabelliknande form, eller hur? Bestdm och rita upp den parabel
som 1 minstakvadratmetodens mening bést anpassar sig till Futtens bana. Berékna
parabelbagens lingd och jamfér med Futtenstrickan ovan.

Utvidgning
Om kaptenen vid sin mandéver inte lyckas vrida Futten 90°, hur mycket paverkar det
raketbanan? Gor simuleringar med vridningsvinklarna o« = 70, 80, 90, ..., 130° och

studera hur det kritiska H,-virdet &ndras, likas& hastigheten vid jordpassagen. Rita
bankurvorna. For vilken vridningsvinkel kommer Futten att fa maximal hastighet
vid jordytan och vad &r maxvirdet? Anvind en effektiv algoritm for att bestamma
detta.



5 *: Stromkretsen

En enkel stromkrets bestar av en kondensator och en spole. Kondensatorn ar upp-
laddad till spdnningen Up. Spolen innehaller jarn och har strémberoende induktans:
L= Lo/ (1+1?).

Vid tiden ¢ = 0 sluts kretsen och strémmen bestdms sedan av tva samband:

dl
Spénningen 6ver induktansen: U= LE (1)

d
Strommen genom kondensatorn: I=-C d—(t] (2)

Visa att f6ljande differentialekvation kan hérledas ur uttrycken ovan (efter derivering
av forsta uttrycket):

1 20 (dI\* I(1+1%)

dt2_1+12<dt>_ LoC

Vid tiden ¢ = 0 géller I = 0 och dI/dt = Uy/Ly. Losningen I(t) till differential-
ekvationen ar en periodisk funktion som ar mer eller mindre sinusliknande beroende
av hur Up-vérdet véljs. Visa, t ex genom att derivera uttrycket E, att fér 16sningen
till begynnelseviirdesproblemet giller, att F(t) = U(t)? + log(1 + 1(t)?) = const.
Gallande data ar Lo =1 H, C' = 1uF. Nagra olika virden pa Uy ska provas, dels
spanningen 240 V d& jarnkérnans inflytande &r néstan forsumbart, dels tva hoga
spanningsvarden 1200 V och 2400 V da strémkurvan inte blir sarskilt sinuslik langre.

Fore den numeriska behandlingen kan det vara bra att bedoma storleksordningen pa svangnings-
tiden. Det &ar 1att att rdkna ut frekvensen och svingningstiden for en krets med konstant C' och
konstant L = Lo.

Anvind ode45 for att berdkna och rita stromkurvorna (standardtoleransen i
oded5 duger inte, en relativ tolerans som ar flera tiopotenser mindre kan vara nédvén-
dig). Som jamforelse ska du dven utnyttja en egen RK4 for stromkurveberikningarna.

Fundera ut en bra algoritm for att bestdmma strommens toppvérde Ipax och for
att med mycket god precision berdkna svingningstiden 7. Tillforlitlighetsbedémning
av Inax och T kravs.

Fourieranalys — anpassning med trigonometriskt polynom

Programmet ska gora en fourieranalys av stromkurvan, det vill sdga berékna koeffi-
cienterna ay, 1 fourierutvecklingen av I(t):

I(t) = ay sinwt + ag sin 2wt + agsin 3wt + - -+, dar w =27/T

Att det inte blir ndgra cosinustermer i utvecklingen foljer av att funktionen I(¢) ar udda.



For koefficienterna i formeln géller:
9 [T
ay = / I(t)sinkwtdt, k=1,2,3,...
T Jo

Vid valet av numerisk integrationsmetod bor du tdnka pa att integranden &r en

periodisk funktion. Berdkna de 14 forsta fourierkoefficienterna. Om strommen &ar

néstan sinusformad bor alla koefficienter utom den forsta vara mycket smé, stammer

det? Det symmetriska utseendet hos stromkurvan gor att vissa fourierkoefficienter &r

noll (teoretiskt i alla fall). Vilka &r det och hur vél stdmmer teori och praktik?
Rita i samma figur upp stromkurvan samt resultatet av fourierutvecklingen, dels

da bara de tre forsta termerna tas med, dels da alla fjorton finns med.
Utvidgning

1. Det kommer ett krav att strommen i kretsen inte far 6verstiga 10 A. Berdkna
med en effektiv 16sningsmetod det spanningsvarde Uy = Up* som ger I =
10 A. Man har mojlighet att variera spolens Lg-vérde och vill darfor for en
krets som uppfyller kravet Imax = 10 undersoka beroendet mellan Up* och Ly.
Berdkna och markera i ett diagram Uy* for Lo = 0.05,0.1,0.2,0.3,...,2.0H.

2. Sambanden U = LY L = Lo/(1+ 1%),I = —C% bildar direkt ett system av
tva forsta ordningens ODE for strommen I(¢) och spanningen U(t). Det leder
till en alternativ berdkningsmetod for att rita upp strom- och spanningskur-
vorna och for att bestdmma I,,,4, och svingningstiden 7. Genomfor detta for
var svangningskrets. Fourieranalysen och utvidgning 1 behdver inte vara med

hér.



6 **: Partikeln i faltet

Laddade partiklar ror sig med hog hastighet in i ett omrade dér det finns tva elektro-
magnetiska kraftfdlt. Vid passagen inuti de bada kraftfalten kroks partikelbanorna.
Utanfor kraftfalten ar banorna réatlinjiga.

Félten finns inom tva cirkuldra cylindrar bada med radien R och med axlarna
parallella med z-axeln, mittpunkter vid x = a1, y = b; respektive x = as, y = by. Det
elektriska féltet i cylindrarna &r E = FE (1, 0, 0) respektive E = E (-1, 0, 0) med
konstant faltstyrka F. Det magnetiska faltet &r riktat i z-led och &r starkast i mitten.
I forsta cylindern giller B = B (0, 0, 1 —w (%)?) med r1 = /(z — a1)? + (y — b1)?
och i den andra: B = B (0, 0, —(1 — w (%2)?). ,r2 d:o. w &r en viktfaktor med ett
virde mellan 0 och 0.5.

Om partikelns position vid tiden ¢ beskrivs med vektorn r(t) sa géaller foljande
differentialekvation for partikelrorelsen: mi = @Q (E + ¢ x B), diar m &ar partikelns
massa och @) dess laddning.

Betrakta forst rorelsen for en partikel. Den har hastigheten vy nér den kommer
farande ldngs negativa x-axeln i positiv riktning. Vi bérjar studera rorelsen néar den
passerar origo. Om partikelns hastighetskomponent i z-led &r noll utanfor falten
sa forblir den noll inuti de ovan beskrivna félten; partikelbanan blir plan och kan
beskrivas med enbart - och y-koordinater. I detta fall erhalls differentialekvationerna

j&:Q(EJr(l—w%)By), j— - (1—w%>B:ic

m m

om partikeln befinner sig i forsta kraftfaltet. Harled dessa uttryck ur kryssprodukts-
formeln ovan. P4 motsvarande sétt erhalls uttrycken inom andra kraftfiltet. Utanfor
cirklarna (som cylindrarna nu reducerats till) géller m# = 0, d v s partikelrorelsen
blir ratlinjig.

Var studie giller elektroner med massan m = 9.1091 - 1073! kg och negativ
laddning @ = —1.6021 - 10~ C. Hastigheten #r vy = 455 - 10® m/s. Ovriga data:
E =200 V/m, B = 0.92-107%* Wb/m?, R = 0.012 m, a; = 0.015, by = 0,
as = 0.030, by = 0.034. Viktfaktor w = 0.2.

Berdkna elektronens bana fran x = 0 tills den med god marginal ldmnat den
andra cylinderns kraftfdlt. Utnyttja kunskapen om rétlinjig rorelse utanfor kraftfalten
med ekvationslosning for skidrning mellan rét linje och cirkel. Anvéind en egen RK4-
metod for 10sning av ode-systemet inuti kraftfalten och utfér lamplig interpolation
for att erhalla elektronens position precis vid utgangen av varje falt. Prova dig fram
till lagom tidssteg som ger acceptabel noggrannhet och motivera det valda steget!

Lat nu tre elektroner alla med hastigheten vy i z-riktningen komma in i parallella
banor; startpositioner vid ¢t = 0 & x« = 0 och y = —0.002, 0, 0.002. Berdkna och
rita de tre elektronbanorna med samma viktfaktor w = 0.2 som ovan. Efter passagen
genom kraftfalten &r banorna inte parallella ldngre. Genom att forflytta det andra
faltet i y-led (alltsa dndra bo-virdet) kan man astadkomma att banorna for elektron
nr 1 och 3 blir parallella igen. Anvéind nagon effektiv algoritm for att bestdmma
cylinderplaceringen.
Alternativ metod

Enklare programmering blir det om man i en funktion definierar kraftfiltet for varje
(z,y) med lampliga tester om punkten ar inom forsta cirkeln, eller andra, eller utan-
for. Jamfoér banan for en partikel berdknad pa det sédttet med ode45 som anvander
automatisk stegldngdsreglering med din smartare algoritm ovan. Gor diagram Over
storleken pa odedb’s tidssteg. Tips: diff (tout) Var blir steget litet? Varfor? Hur
noggrant, blir det?



7 * : Pilbagen

Busiga Bertil upptécker att skolsalens enmeterslinjal ar s bojlig att den borde duga
till pilbage. Han spénner ett snore mellan linjalindarna — det rakar finnas smé hal
just vid nollstrecket och vid enmetersmarkeringen — och drar at snoret sa att bagen
buktar 30 cm vid mittpunkten.

%o

Uppgiften ar att bestdmma formen pa pilbagen. Den blir symmetrisk kring mitt-
punkten sa det racker att behandla hogra halvan av intervallet —a < x < a. For
utbojningen y(x) géller foljande differentialekvation

N2 3/2
1y ( dm) ] 0
dér storheten g beror av linjalens materialegenskaper som elasticitetsmodul och trog-
hetsmoment.

Randvillkoren ar: y(0) = 0.3, ¥(0) = 0, y(a) = 0. Dessutom finns villkoret att
pilbagens langd ar exakt en halv meter fran = = 0 till z = a.

Det blir fraga om ett ickelinjért randvardesproblem med tva okédnda konstanter

a och ¢, ganska komplicerat! Goda startvirden behdvs for att de iterativt ska kunna
bestdmmas.

d2

Y
2 T 9Y

Borja darfor med att 16sa det forenklade problemet d& y/-termen forsummas, for
att sedan kunna utnyttja resultatet som startgissning till det ickelinjéra problemet.
Forenklingen ger differentialekvationen y” + gy = 0 med randvillkoren ovan.

e Visa att l6sningen kan skrivas y(x) = 0.3 cos /gz och ange sambandet mellan
a och q.

Virdet pa a bestédms ur villkoret om pilbagens lingd. Det blir ett kombinerat integral-
och ekvationslosningsproblem dér baglingdsintegralen [ /1 +y/(z)?dz ingar. Da
a ar bestdmd kénner vi ockséa ¢, och ddrmed hela pilbagsformen y(z).

Nu kan den ursprungliga differentialekvationen betraktas igen.
Algoritm

1. For ett givet varde pa ¢, anviand de tva villkoren vid = 0 att l6sa begynnel-
sevardesproblemet,

2. a-vardet erhalls vid kurvans skidrningspunkt med z-axeln. Bestdm denna punkt
med stor noggrannhet - interpolation behévs!

10



3. Kontrollera darefter hur val baglingdsvillkoret dr uppfyllt. Om for daligt, vélje
ett nytt g-varde och ga till 1.)

Automatisera sokandet (tips - sekantmetoden) till en effektiv algoritm for att 16sa
ekvationen baglingd(q,a(q)) = 0.5, sa att pilbagens riatta form erhalls.

e Rita upp pilbagen!

e Hur stor blir kraften S i bagstrangen?

Tips: I bagen verkar snittmomentet

, 07 —3/2
M) = T [1 (%) ] — (e

Jamvikt omkring bagens mittpunkt P=(0,0.3) kraver att Sx momentarm for S om-
kring P = M(0).

Utvidgning
Ekvationen ovan séger att pilbagens krékning = —qy. Det &r lattare att formulera
differentialekvationen med baglingd s som oberoende variabel (d% =)

i+ aqyi =0, = V13

Haérled villkoren vid s = 0 och s = 0.5. Hur manga obekanta ar det nu? Los problemet
med inskjutningsmetoden fran s = 0.

11



8 : Nalle-Maja gungar

Bamse har satt upp en gunga i en tradgren. Nalle-Maja kan kan sétta sig pa gungan
alldeles sjélv och hon lyckas da fa gungan att bilda 25 graders vinkel med lodlinjen. I
boérjan kan inte Nalle-Maja ge fart sjélv, utan det blir en ddmpad sviangningsrorelse
dér utslagsvinkeln w beskrivs av differentialekvationen

d*u n k du n g . 0

— 4+ —— + =sinu =0.

dt2  mdt L
k = 1.20 ar en dampande konstant beroende pa luftmotstand och tradgrensfriktion.
Nalle-Maja véger tillsammans med gungan m = 17 kg, replangden L ar 2.0 meter,
tradgrenen finns 2.5 meter ovanfér marken och g ar 9.81 m/ s2.

Nér Nalle-Maja har gungat fram och tillbaka nagra ganger inser hon att hon kan
Oka farten sjilv genom att luta sig ratt vid vandlagena. Pa det sattet astadkoms en
plotslig forandring i vinkelhastigheten vid varje umax och umin. Vid tillrackligt stor
sadan hastighetsknyck kan hon gunga hogre och hogre. Infor lagom stor diskontinu-
itet i vinkelhastigheten vid gungans véindlagen! Du behdver nog ocksé hjilpa Bamse
att sétta en gréns for hur hégt hon tillats gungal

Nu borjar Nalle-Maja prova hur langt hon kan hoppa. Hon gungar om och om
igen och hoppar av i farten vid olika vinklar. Hur ska hon géra for att komma langst?
Under luftfarden géller differentialekvationerna

Uw=—k-uV,0=—-g—kKk-0V

dir £ = u,y = v,V = Vu2 +v?2 och k = 0.15 dr hennes luftmotstandskoefficient.
Hur far man begynnelsevillkoren till detta differentialekvationssystem?

Simulera hela forloppet alltifran starten med den ddmpade svangningen tills
Nalle-Maja méaste ga hem efter att ha lyckats gunga och astadkomma det allra langsta
hoppet. I algoritmen géller det att tdnka pa att nedslaget sker pa marknivan y = 0,
det kan kravas lamplig form av interpolation for att bestdmma nedslagsplatsen med
god precision.

12



Rita upp Nalle-Majas gungning och hoppbanan fran gungan dels i ett testfall da
Bamse bara tillater att Nalle-Maja gungar till en maximal utslagsvinkel pa 60°, dels
i ett fall dar du och Bamse vagar lata henne vara &nnu djérvare.
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9 *: Naturen — vaxter, moss och ormar

Vid borjan av ar noll planteras 100 exemplar av en nyttovixt pa en bordig 6. Be-
standet utvecklar sig snabbt med tiden enligt

dV/dt = a1V — asV?,

dar V(t) ar antalet véxter vid tiden ¢ (tidsenheten &r ar). Konstanterna ér a; = 16
och ay = 1.8 - 107°. Differentialekvationen &r analytiskt 16sbar (separabel) men kan
forstas ocksa losas numeriskt. Man finner att da ¢ 6kar sa ndrmar sig V' (¢) ett konstant
slutvérde, vilket?

Lat tidpunkten vara T da antalet vaxter stigit till 95% av slutvirdet. Ange hur
méanga dagar efter inplanteringen som detta uppnéas. Anvind RK4 med tidssteget
en dag, alltsd dt = 1/365, for att finna dagen. Men préva dessutom om RK4 med
tidssteget en vecka (och viss interpolation) leder till samma dag.

Just den dagen anlédnder tva vixtatande djur - de klassificera som skadedjur S - till
6n (man kan val tdnka sig ett par moss). Samspelet mellan viixterna och djuren kan
beskrivas med foljande differentialekvationer, dar S(t) betecknar antalet skadedjur:

dV/dt = a1V —aV? —a3V8s
dS/dt —_ _b151.4 + b2v0.650.8

I vaxtekvationen tillkommer termen —a3V'.S som effekt av att skadedjuren dykt upp,
konstanten a3 = 0.011. Djuren har svarigheter att 6ka ju fler de &r, ddrav den negativa
forsta termen i dS/dt, konstanten &r by = 2.0, Djurantalet okar ddremot nér de har
mojlighet att utnyttja fodan; i den positiva andra termen géller by = 0.085.

Losningen till detta differentialekvationssystem gar, da t — +o00, mot en konstant
som inte beror pa begynnelsevillkoren. Sétt derivatorna lika med noll och 16s det
ickelinjira system som ger slutvirdena for V och S.

Los differentialekvationerna numeriskt med lamplig metod fram till tidpunkten
Ty = 1.5 (d v s ett och ett halvt ar efter vaxtplanteringen). Har antalet viixter och
skadedjur hunnit stabilisera sig? Hur méanga procent (eller promille) avviker deras
virden fran slutvirdena?

Vid denna tid inférs rovdjur R (ett ormpar) pa on for att halla de vixtédtande
mossens antal nere och ddrmed 6ka méangden av vixter. Man far ett differential-
ekvationssystem dér vixtekvationen ar oférdndrad (ormarna dter inte véixterna).
Skadedjurs- och Rovdjurs-ekvationerna blir nu

dS/dt = —bS™ + by V90508 _ 3SR
dR/dt = —ciR+ SVR.

Med lampligt valda virden pa konstanterna i modellen géller &ven har att V', S och
R for stora t-viarden nérmar sig en konstant stabil 16sning. Lat b3 = 1.5, ¢; = 2.0
och co = 0.025. Berdkna som ovan slutviardena fér V', S och R.

Los differentialekvationssystemet tills tre ar gatt sedan vixterna planterades,
T3 = 3. Hur néra sina slutviarden har de inblandade parterna natt?

Hjalper besprutning?

Oborna som utnyttjar vixterna och vill skorda frukterna dr #nda inte néjda — man
tycker att skadedjuren &dter for mycket. Vid tidpunkten T3 beslutar man sig for en
arlig besprutningskampanj, som ar sa anpassad att 70 procent av skadedjuren dédas
vid varje ars besprutning som sker alldeles i slutet av aret. Effekten &r tyvérr sadan
att dven rovdjursstammen drabbas, 20 procent av rovdjuren dédas samtidigt varje
ar av giftet.
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Los alltsa differentialekvationssystemet med besprutning varje ar inford. Efter
nagon tid har bestanden stabiliserats till nya virden (en periodisk 16sning uppstar).
Har 6borna gjort ratt? Studera vixtbestandet under ett ar fére och efter besprut-
ningskampanjen.

Hur kénslig &r denna ekologiska modell f6r storningar i koefficienterna? Gor nagra
numeriska experiment med smé (eller kanske stora) férandringar i nagon eller nagra
koefficienter och undersok hur resultatet blir! For vilken koefficient &r V' kénsligast?
Experimentera ocksa med andra besprutningsmedel som paverkar skadedjurs- och
rovdjursbestanden annorlunda &n det forst provade giftet.

Utvidgning

Man kan hitta den periodiska 16sningen genom att kora flera (manga?) ar. Men
man kan ocksa hitta den genom att leta reda pa de startviarden S(0), R(0) som ger
S(1) = S(0), R(1) = R(0) dar besprutningen riaknats med vid ¢ = 1—. Man skordar
vid slutet av aret alla vixter utom 100, sa V' (0) = 100. Det &r ett ekvationssystem
med tva obekanta som man kan 16sa med Newtons metod och differens-approximation
till Jacobian-matrisen. Gor det!
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10 : Ljudvagor under vattnet

Modifierad version av uppgift P8-15 i Kahaner-Moler-Nash.

The speed of sound in ocean water depends on pressure, tempera-
ture and salinity, all of which vary with depth in fairly complicated

ways. Let z denote depth in feet under the ocean surface (so that the f) 500(52())
positive z axis points down) and let ¢(z) denote the speed of sound 500 | 4930
at depth z. We shall ignore the changes in sound speed observed 1000 | 4930
in horizontal directions. It is possible to measure ¢(z) at discrete 1500 | 4890

values of z; typical results can be found in the table. We need ¢(z) 2000 | 4870
and also ¢/(z) between data points. Fit the data in a least-squares 2500 | 4865

sense with the non-linear model function 3000 | 4860
z - 3500 | 4860
— 4800 p4 z/1000

(2) TPt P2y, TPse 4000 | 4865
To obtain startguesses, solve the linear approximation problem with 5000 | 4875
pgs = 1. Make a plot over the data points and the received model 6000 | 4885
curve c¢(z). Since the sound speed varies with depth, sound rays 7000 | 4905
. . . . 8000 | 4920

will travel in curved paths. A fixed underwater point emits rays
in all directions. Given a particular point and initial direction we 9000 | 4935
would like to follow the ray path. Thus letting x be the horizontal 10000 | 4950
coordinate we know the initial values: x = 0, z = zp, dz/dx = 11000 | 4970
12000 | 4990

tan 8y, where By denotes the angle between the horizontal line z =
zp and the ray in the start point.
The ray path z(x) is described by the following second order differential equation

@z d(2)
dx? qoc(z)3

where qo = (c(20)/ cos fp)?. Use the Runge-Kutta method (or ode45) to trace the
ray beginning at zp = 2000 feet and Sy = 7.8 degrees.

x
—_—
e -t M A
3
Lo
(%)

\_j.po Z

Follow the ray for 25 nautical miles (1 nautical mile is 6076 feet). Plot the curve
z(x). You should find that the depth at x¢ = 25 nautical miles is close to 2500 feet.

Now suppose that a sound source at a depth of 2000 feet transmits to a receiver
25 miles away at a depth of 2500 feet. The above calculation shows that one of
the rays from the source to the receiver leaves the source at an angle close to 7.8
degrees. Because of the nonlinearity of the equation there may be other rays leaving
at different angles that reach the same receiver. Run your program for £y in the
range from —10 up to 14 degrees, plot the ray paths and print a table of the values

z(xf).
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We are interested in finding values of 8y for which z(z¢) = 2500. Use an efficient
algorithm to determine the rays which pass through the receiver. Discuss the accuracy
of your results.
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11 * : Vindkastet

En aprildag med varma sydvindar tranar Pelle bollkast pa sportplanen. Han kastar i
viig bollen 6sterut med utkastvinkeln (i vertikalplanet) 30°, hastigheten 25 m/s och
héjden 1.4 m. Pelle har fotterna i origo i ett koordinatsystem med horisontella x-
och y-axlar, x at Oster, y at norr (i vindens riktning). Differentialekvationerna for
bollbanan blir

i=—qi, j=—q—a(2)), 2=-981—q%, dir ¢=c\/22+ (§—a(z))? + 22.

Luftmotstandskoefficienten ¢ beror av bollradien och massan och &r fér Pelles boll
¢ = 0.070. Vindstyrkan &r 7 m /s vid marken och 6kar den hér aprildagen med hojden
enligt: a(z) = 7+ 0.35z.

Visa hur differentialekvationerna kan skrivas om pa vektorform till ett system av
forsta ordningens differentialekvationer och ange startvektorns komponenter.

Anvind en effektiv algoritm som bestdmmer kastbanan tills bollen néatt mark
och berdknar nedslagsplatsen noggrant. Nagon form av interpolation kan behdvas
eftersom rakningarna inte ska utforas med ett onddigt kort tidssteg. Bedém nog-
grannheten i resultatet.

Rita kastbanan — plotkommandot for att rita en kurva i 3D ar plot3(x,y,z)
dér x, y och z &r vektorer som innehaller kurvpunkternas koordinater.

Pelle vill att bollen trots vinden ska sla ned rakt Gsterut, alltsd pa z-axeln. Hur
ska han vinda sig i kastogonblicket for att dstadkomma det? Hans utkastvinkel i
vertikalplanet ar fortfarande 30°. Utvidga programmet med en effektiv algoritm for
detta.

Pelles boll studsar faktiskt nar den slar ner pa marken. Bollens hastighetskom-
ponenter blir vid studsen samma i - och y-led som de var just vid nedslaget, medan
hastigheten i z-led byter tecken.

Légg pa en lagom ddmpning, till exempel en dampningsfaktor pa 0.80 vid varje
studs. Visa en bild 6éver bankurvan for den studsande bollens fem forsta studsar, nér
Pelle kastar i vig bollen sa att forsta nedslaget hamnar pa z-axeln.

Utvidgning
Nu vill Pelle prova bolltraff mot en liten grej pa toppen av en 3.5 meter hog stolpe,
6 m osterut och 2 m at norr, alltsa vid zp.y = 6.0, Ypryr = 2.0, 2ppy = 3.5. Diffe-

rentialekvationerna ar oférandrade, samma boll och samma blast). Pelle har samma
position som férut men han ar lite forsiktigare, utkasthastigheten ar 15 m/s. Pelles
forsta forsok gors med utkastvinkeln 60° i vertikalplanet och vridning 15° medurs
sd att nisan pekar ungefir ostsydost. Skriv en algoritm som berdknar bollbanan
och med god precision (viss interpolation behovs!) anger y- och z-koordinaterna nér
bollen finns vid z = x,,,;. Tdnk ut en smart algoritm for att hjéilpa Pelle att med
sa fa forsok som mojligt traffa grejen pa stolpen. Det &r tva villkor att uppfylla vid
T = Tppy: Tatt virden pa y och z och tva obekanta vinklar att bestdmma. Det leder
till ett icke-linjért ekvationssystem att stélla upp och 16sa. Gor det! Rita upp stolpen
och Pelles lyckade bollkast som slar ned grejen fran stolpen.
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12 * : Flodespaketet — partikelflode forbi en cylinder

En langstrackt cylinder med radien R = 2 befinner sig i en inkompressibel vitska som
strommar i positiv z-riktning. Cylinderns axel ar vinkelrdt mot flédesriktningen. Det
hela kan betraktas som ett tvadimensionellt problem i rummet. Laget (z(t), y(t))
for en flodespartikel vid tiden ¢ bestdms av partikelns startposition (x(0), y(0)) och
av differentialekvationssystemet

dx R%(2®> —y?) dy B 2y R?

dt (249227 dt (22 +y?)?
Vid ¢ = 0 befinner sig fyra flodespartiklar vid x = —4 med y-positionerna 0.2, 0.6,
1.0 och 1.4. Berdkna och rita deras stromningskurvor fram till tiden ¢ = 12. Notera
laget for de fyra partiklarna vid denna tidpunkt. Den understa partikeln har hamnat
pa efterkélken. Berdkna med en effektiv algoritm hur lang tid som krévs for att den
ska né fram till samma z-position som den Oversta har vid ¢ = 12.

Vi vill nu studera hur ett paket av flodespartiklar deformeras nér det strommar
forbi cylindern. Det géller att 16sa differentialekvationssystemet en tidsperiod i taget
och rita en 6gonblicksbild av partikelpositionerna. Lat startformationen for partikel-
paketet vara en regelbunden tjugohdrning med centrum i (—4, 1) och radiellt avstand
till hérnen 0.6.

Berédkna arean av varje deformerad polygon. For en sluten polygon finns féljande
trapetsregelliknande areaformel:

A = (21y2 — woy1 + Toys — T3Y2 + -+ + TpY1 — T1Yn) /2.

Gor om berdkningarna for en fyrtiohérning. Genomfor dven en richardsonextrapo-
lation pa areavirdena med antagandet att areaformeln har samma noggrannhets-
ordning som trapetsregeln. Fortséitt eventuellt med en fordubbling av antalet horn.
Vilken slutsats kan dras om partikelpaketets area under stromningen forbi cylindern?

Utfor dven egna experiment med annan startform pa partikelpaketet och andra start-
positioner i y-led.

Utvidgning

Partikelfléde forbi en sfiar (3D-problem)

Cylindern i den strémmande vatskan byts ut mot en sfar med centrum i origo och
radien R = 2. I sfiren finns en dipolskélla riktad i positiv x-led med en styrka sadan
att flodespartikelns lage (z(t),y(t), 2(t)) bestdms av foljande differentialekvationer
dir s = /22 + 32 + 22

dr/dt =1 — R3(222 — y2 — 22)/25% dy/dt = —R32y/2s°,dz/dt = —3R3x2/2s°
Borja med att berékna och rita strémningskurvor fram till tiden t = 15 for nagra
partiklar som alla startar vid x = -6. Virden pé y(0) och z(0) véljer du sjélv. Skapa
sedan ett partikelpaket i form av en polyeder med hjalp av

np=8; [X,Y,Z]=sphere(np); w=0.6; X=-6+w*X; Y=yO+wxY; Z=z0+wxZ;

Anvénd egna viarden pa y0 och z0 och utfér berdkningar for att studera hur polyedern
av partiklar deformeras nér den strommar forbi sfaren. Rdkna ocksé pa en polyeder
med np=16. Hur ar det med partikelpaketets volym under farden? Hur rdknar man
ut volymen for en deformerad polyeder? Fundera pa det! Efter lite grubblande kan
du fa tillgang till en funktion som berdknar volymen genom summation av manga
sma pyramidvolymer.
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13 * : Glodtraden

Betrakta randvardesproblemet

2
% = aut — BIl%c(u), u(0)=10, «'(L/2)=0.
Problemet ar att finna temperaturfordelningen w(z) i en stromforande metalltrad
med lingden L = 0.40 m, d& trdddndarna hélls vid den mycket laga temperaturen
10 K. P& grund av symmetrin rdcker det att betrakta halva tradens langd med
randvillkoren ovan.
Lat traden vara wolfram med radie 0.1 mm och emissivitet 0.3. Dess resistivitet &r
temperaturberoende: o(u) = 1078(1 +u/32.5)Qm, stralningskonstanten &r o = 0.01
och B =1-10'3.
1. For att fa en ide om vilka temperaturer det blir kan man férsumma vérmeled-
ningen, s& att all virme stralas bort. Da bestdms temperaturen av
0 = au* — BI%0(u).

Los ekvationen med t ex Newtons metod for I = 0.1,0.2,...,10 A. och rita u([).
Motivera varfor temperaturen inte kan bli hogre i den riktiga modellen.

2. Anvénd finitadifferensmetoden och gor diskretisering i N intervall. Visa hur
randvardesproblemet kan approximeras av ett ickelinjart ekvationssystem. Los
systemet dels for N = 40 dels for N = 80. Fortséatt att fordubbla om du tycker
att noggrannheten ar otillrdcklig. Rita upp temperaturférdelningen i traden for
I =0.1,0.2,.... Vivill finna temperaturférdelningen i traden da stromstyrkan ar
upp till 20 A. Nar strommen ar sa stark blir traden glodhet pa mitten men &r
fortfarande ytterst kall i &ndarna. Det kan vara knepigt att hitta fungerande
startgissningar.

Fundera ut en lamplig algoritm som successivt 16ser mellanliggande tempera-
turférdelningsproblem — forst for stromstyrkor strax éver 0.1 A och déarefter
lagom stréomhdjning. Algoritmen bor ddrmed klara av att berdkna de knepiga
temperaturfordelningskurvorna som hoéga stromstyrkor ger upphov till.

3. Utvidgning
En annan tankbar algoritm for randvérdesproblem &r inskjutningsmetoden.
GoOr nu en jamforande studie genom att ocksd préva denna metod pa glod-
tradsproblemet forst vid den laga stromstyrkan 0.1 A, dérefter vid allt hogre
stromstyrkor.
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14 : Struthatten

Stjarngossestrut och kriafthatt — tva utvecklingsbara ytor

En trevlig struthatt far man av en sned kon med spetsen i punkten (a, 0, b) och med
cirkelformad bas, £ = Rcosu, y = Rsinu, 2 =0, 0 <wu < 27.

Med R = 7.8, a = 5.5 och b = 11 blir hatten lagom stor for kraftskivan. Med virdena
R =28.8, a =12 och b = 36 far vi en stjarngossestrut.

Koner har den goda egenskapen att de kan astadkommas genom rullning av plant

material som t ex papper eller plat. En rymdyta av detta slag kallas utvecklingsbar
(med ett finare ord developabel) och har stor betydelse i tillverkningsindustrin. Det
géller att kunna rédkna fram konturen till rymdytans plana mall.
Med hjalp av differentialgeometri och egenskaper hos
rymdytan (i vart fall den sneda konen) kan man hérleda
foljande tre differentialekvationer som beskriver klipp-
arkets buktiga monsterkurva:

d70¢_ R —acosu
du /b2 + (R — acosu)?
s

dn .
Tu Rcosa, T Rsina

dar £ och n &r kurvans x- och y-virden da parametern u
16per fran 0 till 27, och « &r lutningsvinkeln fér kurvan

i punkten (&, n).
Startvirden i punkten A: v =0, a =0, £ =0, n = 0. Kurvan slutar i punkten

B déar parametern u har natt 2.
1. Los differentialekvationssystemet med Runge-Kuttas metod och rita kurvan
fran A till B. Fyrtio steg kan vara lampligt for att f4 snygg kontur. Konens spets

kommer pa klipparket att vara beldgen i punkten P = (0, Vb2 + (R — a)2),

motivera det!

2. Om man néjer sig med bara atta eller tio delintervall i RK4 far man faktiskt
tillrécklig noggrannhet (cirka fyra korrekta siffror) i de beriknade virdena pé a,
¢ och n (kolla det experimentellt!), men kruxet dr da att fa kurvan att bukta
snyget mellan punkterna. Hermite-Interpolation av & och 1 som funktioner
av u 1 varje intervall ger prydlig 16sning och &r enkelt eftersom nédvindiga
derivator kommer ur diff-ekvationerna. Jamfor den interpolerade kurvan med
en framraknad med RK4 och mycket litet steg.

3. Om slutvinkeln «(27) i mallen &r 7 eller 7/2 blir tillskérningen av strutmal-
larna enklare och det blir mindre materialspill. Lat R = 7.8 och a = 5.5 och
berdkna vilken héjd b som kréfthatten kommer att fa vid tillverkningskravet
a(2r) = m. For lussestruten: behall R = 8.8, a = 12 och och berdkna héjden
b sa att «(27) = 7/2. Bestdm maéatten hos det minsta rektanguldra klippark
som innehaller strutmallen for denna krafthatt respektive lussestrut. Berékna
med numerisk integration hur stort materialspillet blir. Ange ocksa hur manga
procent av arket som &r spill.

4. (Frivillig) Som kontroll bér man forstas tillverka en hatt av papper och se om
den verkligen ser ut som den ska nér bottenkonturen passar med cirkeln. Det ar
faktiskt mdojligt att visa det i rapporten, om du har tillgang till digitalkamera
eller kan flytta mobiltelefonens bild till datorn i lampligt format.

Visa mallar och strutar!
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15 * : Kometens stoftsvans

En komet ror sig i en elliptisk bana runt solen. I poléara koordinater med solen i origo
galler uttrycket: r(¢) = R/(1+ Ecos¢), 0<¢ <2m.

R &r ellipsens medelradie och E &r excentriciteten som uppfyller 0 < F < 1.

For en cirkel géller E = 0; en mycket langsmal ellips har ett F-virde néra ett.

Var kometbana har excentriciteten £ = 0.4 och medelradien R = 105 i en lamplig
astronomisk langdskala. Kortaste avstandet fran solen till kometen &r 105/1.4 = 75
langdenheter. Rita upp ellipsen.

Kometen betraktas vid positionen d& den &r nirmast solen och precis korsar
positiva z-axeln, alltsd vid (75, 0). Man kan d& observera tva kometsvansar: en
jonsvans riktad rakt ut fran solen (den ska vi inte rdkna pa) och en stoftsvans som
bestar av stoftpartiklar (kometdamm) som kastats ut fran kometen. Partiklarna foljer
inte kometbanan eftersom de férutom av gravitationen fran solen ockséa paverkas av
stralningstrycket fran solljuset.

Halliday, Resnick, Walker, Fundamentals of Physics, Sample Problem 34-2 (s813 i sjitte upplagan)
visar en fin illustration pa kometsvansfenomenet och innehaller lite teori om stralningstryck.

For att kunna berdkna stoftsvansen maste vi kénna till kometens position och
hastighet vid ett antal tidpunkter fore observationspunkten. Newtons gravitationslag
ger differentialekvationerna

x
fd:—C’S—g, 1):—08% dir s=+v22+y2,u=a,v=1y9

‘¢

%
\Q

- rv
ap 5 F

=

R S

Konstanten C beror av kometens massa, solens massa och gravitationskonstanten och
med vl valda enheter kan vi sétta C' = 1. Vi vill nyttja kometdata fran positionen
P dér ¢p = 27/3 medurs till observationspunkten. Kometens riktning vid P dr k =
(r'(¢0) cos go — (o) sin go, (o) sin go + (o) cos go) (Visa det!).

Den normerade rorelseriktningen dr kg = —k/||k||2 och hastighetsvektorn kan da
skrivas Vp kg. Om vi startar klockan i P géller alltsa att 2(0) och y(0) dr kdnda och
u(0),v(0) kan bestdmmas om Vj ar kdnd. Det okénda hastighetsvéirdet Vj bestams
ur randvillkoret att kometens xz-koordinat vid xz-axelpassagen ska vara 75 men vi vet
inte vid vilken tid det intraffar.

Stoftpartiklarna kastas ivig fran kometen i samma riktning och med samma
hastighet som kometen har. De trycks ivag av stralningstrycket som verkar rakt ut
fran solen och &r omvéant proportionellt mot solavstandets kvadrat och deras banor
foljer saledes samma diff-ekvation som kometen men med andra C-viarden. Det &r
partikelstorleken som avgdr om banan blir ratlinjig "kritisk storlek” med C' = 0,
utatkrokt (sméa stoftkorn), C' < 0, eller inatkrokt (stoftkorn, storre &n de kritiska,
0 < C < 1. Berékna och rita stoftsvanskurvan som dessa partiklar bildar.

Startviardena i utkastpunkten bestdms av kometdata just dar. Slapp ivdg nagra
tiotal stoftkorn med C-virden mellan -1 och 1 vid P och se hur svirmen ser ut i
observationségonblicket.
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Utvidgning

1. Ovan bestdmde vi komethastigheten genom att 16sa ett randvirdesproblem
numeriskt. Nu ska vi gora det analytiskt genom att anvénda kéinda satser frén
den celesta mekaniken. Vektorn fran centralkroppen (solen) till massan brukar
kallas radius vector med ldngd r(t) = +/x(t)? + y(t)2. Da giller att totala
energin ar konstant, med V = vu? + v2,

1/2v% - C/r = Br

och (som Kepler upptéckte genom observationer) att radius vector sveper lika
ytor under lika tider, dvs. '

r’p =M
Anvind de tva punkterna perihelion (ndrmast solen) och aphelion (ldngst bort)

till att bestdmma bankonstanterna E7 och M. Beridkna sedan Vj och jamfor
med ditt numeriska resultat.

2. Prova sedan att slappa stoftkorn vid tidpunkter tg + kAt,k = 1,2,..., N och
hitta lAmpligt At och ldmpliga C-vérden sa att det blir en prydlig dammplym.
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16 **: Vattenraketen i provbank

En vattenraket kan goras av en PET-flaska som halvfylls med vatten varefter man
pumpar in luft till s hogt tryck man vagar, sig N atmosfiarer. Man far anta, att luft
uppfor sig som en ideal gas med v = Cp/Cv = 7/5(exakt). Vid tiden t = 0 6ppnar
man sedan ventilen i flaskhalsen och vattnet sprutar ut och om flaskan inte satts
fast sa flyger den ivdg. Men nu sitter den i en provbank. Vi ska gora en matematisk
modell av raketen och anvénda den till att optimera fyllningsgraden s& att den totala
impuls bolir storst. For enkelhets skull antar vi att flaskan inte har nagon hals, dvs.
ar ett ror. Roret mé vara L m langt, och vattenytans position i ett koordinatsystem
med origo i roréppningen ar X (¢). Om atmosfarstrycket matt i vattenpelare ar H,
m, tyngdaccelerationen g m/s? och friktion, tréghet hos luften liksom viirmeledning
och tyngdkraft pa vattnet forsummas géller sa lange det finns vatten kvar (X > 0

och dX/dt = w < 0)
Xdw/dt = gH, (1—N<L_X°)V> (3)

L-X
dX/dt = w (4)
X(0) = Xo;w(0)=0 (5)

Vattenytans position kan anges dimensionslost med £ = X /L. Om vi infor en dimen-

sionslés tid 7 = ¢4/ e blir modellen, med d¢/dr = &,

L2
. 1%\
f = 1—N<1_€> (6)

§ = w (7)
£0) = &iw(0) =0 (8)




En svarighet &r att & kan bli noll och da blir d2¢/dr? oéndlig. Men d¢/dr och
darmed energierna forblir dndliga och det betyder bara att allt vatten verkligen aker
ut pa dndlig tid och att det darefter ar slut.

For mycket vatten ger dalig fjutt
Om man fyller for mycket orkar trycket inte pressa ut allt vatten, utan trycket blir
s& lagt att det vander, sig vid 7 med £ = & > 0. Da sugs luft in istéllet for vatten
och det blir en propp med langd &; som aker tillbaka:

i = 1—1\1(11__5;>7 (9)
§ = w (10)
E(r) = &w(n) =0 (11)

Sméaningom vander det igen. Kommer det ut mera vatten da? Hur ser sdidana l6sning-
ar ut? Plotta dels £ som funktion av 7 och dels w som funktion av £, dvs. 16sningen
i fasrummet.
Lagom vatten ger bast fjutt

Om man vill fa fart pa raketen ska allt vatten ut. Troligen far trycket inte sjunka
under 1 atm i flaskan, for d& bromsas ju det utstréommande vattnet. Det ger ett
villkor pa &p. Vilket? Framdriften upphor nér vattnet tar slut, dvs. nér & blir 0.
Det intraffar vid obekant tidpunkt, 7 = 7*. Vi vill att den totala impulsen ska bli
maximal. Uppgiften ar nu att vélja &y sa att

I(6) = /O dr

blir s& stor som mojligt.

Losningsmetoder
Lagg till lamplig differentialekvation som beréknar I tillsammans med ekv. 8 och 11.
& blir aldrig noll sa det blir ingen division med noll att undvika. Det handlar om att
byta diffekvation nar det vander. Det kan goras pa flera satt:

e Anviind 8 och berdkna &1, 7 genom lamplig interpolation i en med ode45 eller
RK4 eller annan metod framriknad tabell 6ver 16sningen. Koér sedan 11. Kan
du motivera varfor inget mer vatten rinner ut?

e Infoér i 8 ytterligare en ny variabel n som ska betyda vattenproppens undre
koordinat. Da géller dn/dr = w, utom nér n < 0 och w < 0 da dn/dr = 0,
for n kan ju aldrig passera réroppningen. Utdka ODE-systemet med denna
ekvation och lampligt initialvérde.

Néar € ar nara 0 gar det valdigt fort och & = 0 ger division med noll. Modifiera

systemet sa, att ndr w < 0 med mycket litet & > 0 sa sétts alla tidsderivator till noll
- processen ar slut.
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Z= w=dz/di
u = dX/dt
0 X(1) 3

Vatten strommar ut

v

17 ** : Vattenraketen i provflygning

En vattenraket kan goras av en PET-flaska som halvfylls med vatten varefter man
pumpar in luft till sa& hogt tryck man vagar, sig N = 10 atmosfarer. Man far anta,
att luft uppfor sig som en ideal gas med v = Cp/Cv konstant = 7/5 (exakt). Vid
tiden ¢t = 0 6ppnar man sedan ventilen i flaskhalsen, vattnet sprutar ut och flaskan
far ivdg rakt uppat. Vi ska gora en matematisk modell av raketen och anvénda
den till att optimera fyllningsgraden. Roret mé vara L m langt med radie R =
5 cm, och vattenytans position i ett koordinatsystem som féljer med raketen &r
X(t), raketens hojd 6ver marken Z(t),dZ/dt = w. Flaskhalsens tvérsnitt ar 1/«
av flaskkroppens. Raketens luftmotstand modelleras med en motstandskoefficient
Cpr ([-]), inre friktion i vattnet i flaskan med en friktionskoefficient C'y ([m~!]), och
forlusten i sjalva utstromningen med Cp (|-]) Sa lange det finns vatten kvar (X > 0)

géller
pA L—-X(0)\"
P () Y .
Xu+ (X +L0)w = (a—1)u*—g(L0+ X) — Cprw|w| (13)
Xi+Xw = —f—gX—CiXulu|+Cp-u*(a? 1) (14)
X = u (15)
7 = w (16)

dir p = 1000kg/m? &r vattnete densitet, pa lufttrycket (100 KPa), g tyngdaccele-
rationen 9.81 m/s? och L0 #r en lingd som motsvarar tomflaskans vikt (se nedan).
Nar vattnet tagit slut géller

i@ = 0 (17)
W = —g— Cprwluwl (18)
X =0 (19)
Z = w (20)

Det handlar om att byta diffekvation nér vattnet tar slut. Néar X &r néra 0 gar det
villdigt fort och vid X = 0 blir d?X/dt? oéindlig. Men dX/dt och dirmed energierna
forblir andliga och det betyder bara att allt vatten verkligen aker ut pa andlig tid
och att det déarefter ar slut. Modifiera systemet sa, att niar X > d anvénds ekv.16
och nar X < d anvands ekv.20, med mycket litet d > 0

Nu géller det att vilja o och fyllnadsgraden X (0)/L s att raketen flyger s& hogt
som mojligt. Foljande géller for den valda flaskan:

L = 0.5m; L0 = 0.006m; Oy = 0.001 (m™'),Cp = 1.2,Cpr = 0.01

och Myom flaska = LO - pmR? blir da ca. 50 g.
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Utstromningshélets storlek o och fyllnadsgraden X (0)/L kan varieras. Om man
fyller for mycket orkar tryckluften inte pressa ut allt vatten, och om man fyller for
lite &r trycket fortfarande hogt nér vattnet tar slut. Med stort « tar det langre tid
att tomma flaskan, drivkraften verkar ldngre men det blir mindre fart pa vattnet.
En svarighet ar att X kan bli noll. Observera att man méaste 16sa ut du/dt och
dw/dt ur Eq. 16 ovan for att kunna anvinda RK4 eller ODE23 eller ,,,. Den som
har erfarenhet vet att vattnet far ut pa brakdelar av sekund och flaskan kan flyga
hogt flera sekunder. I den numeriska 16sningen behovs dérfér mycket korta tidssteg i
bérjan men pa slutet kan stegen okas. I en sadan korning observerades en variation
over fem dekader; konstant steglingd ar MYCKET oekonomisk.
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