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Analytiska och numeriska metoder for differentialekvationer SF1523
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Formelsamlingen BETA ar tillatet hjalpmedel men ej minirdknare.

Rad for att undvika podngavdrag: Skriv l6sningar med fullstandiga meningar och utforliga motiveringar.
Del 2 rattas om del 1 ar godkéand.
Betygsgranser: D 10, C 20, B 30 och A 40 poang.

Det finns tva alternativa uppgifter 7.

6a. (6p) Betrakta en ddmpad ickelinjar fjader vars position x(t) vid tiden ¢t uppfyller differen-
tialekvationen

2"(t) = —az®(t) — B2/ (t) + v sin(wt)
dar «, 8,7 och w ar givna positiva konstanter. Formulera Eulers metod for att bestdmma

en numerisk approximation av x(t), 0 < t < 10, med givet begynnelsevirde x(0) = 0
och 2/(0) = 0.

6b. (8p) Skriv ett matlabprogram som utfér Eulerapproximationen i uppgift 6a.

6¢. (6p) Utvidga formuleringen i uppgift 6a till att ocksa approximera arbetet folo f)z(t)dt dar
f(t) = vsin(wt). Motivera utifran teorin noggrannhetsordningen i approximationen av
detta arbete.

6a. Lat

Vi har

/ /
v = |0 | = Lo | = | ot — sy sy | = 800)
Gor indelningen ¢, = nAt, n =0,1,2,..., N, dir At = 10/N fér nagot positivt heltal
N. Approximera y(t,) med y,, enligt Eulers metod:
Voil = Yu + Atg(t,,yn), n=01,2,...,N—1.
6b. Ett exempel pa matlabprogram &r

%Eulermetod for ickelinjar fjader

% x’’=-ax"3-bx’+c sin(wt), x(0)=x’(0)=0
a=1.0;

b=1.0;



c=1.0;

w=1.0;

N=1000;  ‘%antal tidsteg
dt=10/N; ‘steglangd

g=0(t,y) [y(2);-axy(1) "3-b*xy(2)+c*sin(w*t)];

Y=zeros(2,N); %Begynnelsevarde och skapande av minne for y-varden
t=zeros(1,N); Y%vektor for tider
for n=1:N-1
Y(:,n+t1)=Y(:,n)+dt*g(t(n),Y(:,n)); %Eulerapproximation
t(n+1)=(n+1)*dt; htidsindelning
end
plot(t,Y(1,:)); Jplottning av forsta komponent

6c. Lat y3(t) = fg f(s)y1(s)ds och

y1(t)
y(t) = | w2(t)
ys(t)
Vi far
ya(t) '
y'(t) = | —ayi(t) = Bya(t) +sin(wt) | = h(t,y(1)),
f)y(t)
0
med beygynnelsevirdet y(0) = | 0 | . Eulerapproximationen av detta system har nog-
0

grannhetsordningen O(At) eftersom funktionen h &r Lipschitzkontinuerlig lokalt. Kom-

ponenten y3(10) ger darfér en approximation av fow f(t)z(t)dt med noggrannheten O(At)
(detta géller &ven om integrationen skulle goras med trapetsmetoden).

7. (15p) Vinkelutslaget z(¢) (mot rotationsaxeln) vid tiden ¢ for en roterande dampad pendel
beskrivs av differentialekvationen
2" (t) = 2sinx(t) cos z(t) — sinx(t) — |2'(¢)|2'(¢t) — 2'(¢) .

Bestdm pendelns jamviktspunkter och avgoér med hjalp av linjarisering (om méjligt) om
de ar stabila eller instabila.
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(15p) Alternativ uppgift 7. Formulera och bevisa en sats om stabilitet for skaldra differen-
tialekvationer y/(t) = g(y(t)) i en jamviktspunkt y;.

7. Lat

Da blir

{yi(t) ] _ { a'(t) ] _ { ya(t)
Yo (t) 2"(t) 2sin (y1(1)) cos (y1(t)) — sin (y1(1)) — 2(t) — () ly2(1)]
vilket ger jamuiktsvillkoren
Yo = 07
2siny; cosy; —siny; = 0,
vars losning ar
Y2 = 07
siny; =0  eller 2cosy; = 1.
Jamwiktslosningarna blir da (nm,0), n € N och (£7/3+2n7,0), n € N. Jamuviktspunkterna
(/34 2nm,0) och (—7/3 + 2nm,0) svarar mot symmetrin att mdta vinkel i positiv eller
negativ riktning.
Vi har Jacobianen

J( ) = 0 L
Y1, %2 2cos(2y;) —cosyr —2Jya| —1 |7
I jamuiktspunkten (nm,0) blir

0 1
J(nm,0) = [ 29— (—1)" —1 1
vars egenvdarden \ uppfyller
1 1

0:—A(—1—A)—2+(—1)":A2+A—2+(—1)":(A+§)2—2+(—1)"—Z

vilket ger A = —% + \/2 — (=) + i. Eftersom ett egenvarde ar positivt och ett negativt
ar (nm,0), en instabil sadelpunkt n =0,1,2,....
Den andra och den tredje jamuiktspunken har Jacobianen
0 1
J(£7/3 4 2nm,0) = { ~3/2 -1 }
vars egenvarden uppfyller

1
0:A2+A+1:(A+—)2+§—

1
2 4



med losningen A = —% + i\/Tg, sa jamuiktspunkterna (+m/3 + 2nm,0) ar stabila spiraler,
n=20,1,2,....

8.(15p) Bestdm utbdjningen, wu(z,t), i positionen x vid tiden t, av en svingande string som
uppfyller vagekvationen

2 ¢ 2 t
Pu(x,t)  O®u(z, )+g<x7t)7 reR >0,

o2 Ox?
u(z,0) =0, z€R,
dulzh)) o pemr
ot li=o

u(z,t) = 0, |z| — oo,

med en drivande kraft g(x,t) = j—;e*ﬁﬂ/\/ 2.

8. Lit Uw,t) = [° u(z,t)e”™"dx vara Fouriertransformen av u(z,t) i z-led. Vi har
Fouriertransformerna
ule,t) = Ulw,),

2
TUED) 2 w1,

Pu(z,t) £ 0°U(w,t)
H s
ot? ot?
e 2 )\ 2m o o2
g(x,t) Fe, Glw) = —w?e /2,
vilket ger den transformerade ekvationen
0*U (w, t)
ot?
Vi kan dela upp U = Uy, + U, dar Uy, loser den homogena ekvationen
82 Uh (w, t)
ot?
och U, ar en partikular losning till
DU, (w, t)
ot?
Den karakteristiska ekvationen for den homogena ordindra differentialekvation dr

= —wU(w,t) + Gw).

+ w?Up(w,t) =0,

+ w?Uy(w,t) = G(w) .

m?+w?=0



vilket ger
Up(w,t) = A(w) cos(wt) + B(w) sin(wt).
En partikuldr ansats dr Uy(w,t) = C(w) vilket ger
WC(w) = Gw) = —Wle W2
och vi far C(w) = —e /2, sd
U(w,t) = Up(w,t) + Up(w,t) = A(w) cos(wt) + B(w) sin(wt) — e /2
Begynnelsevillkoren visar att
0=U(w,0) = A(w) — e /2

och

_ oU (w, t)

’ ot

=wB(w).
Detta ger
iwt —iwt
U(w, t) = efwz/Z(Cos(wt) — 1) — _67""2/2(1 _ %)
vars inverstransform (for translation) blir
—x2/2 1
e

_|_
\ 2T 24/ 21

U([E,t) - (6—(x+t)2/2 + 6—(x—t)2/2) )



