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Tentamen del 2

Analytiska och numeriska metoder for differentialekvationer SF1523
9.00-12.00 24/8 2015

Formelsamlingen BETA ar tillatet hjalpmedel men ej minirdknare.

Rad for att undvika podngavdrag: Skriv l6sningar med fullstandiga meningar och utforliga motiveringar.
Del 2 rattas om del 1 ar godkéand.
Betygsgranser: D 10, C 20, B 30 och A 40 podng. Maximalt kan 50 podng erhéllas.

Det finns tva alternativa uppgifter 7, varav endast en far 16sas.

6a. (10p) Temperaturen wu(z) i en stav vid positionen z, 0 < z < 1, med léngd 1 uppfyller
randvardesproblemet

—u"(x) + u(x)
u(0)
u(l1)

z, O0<z<l,
0,
3

Formulera en finit differensmetod for att approximera funktionen wu.

6b. (10p) Skriv ett Matlabprogram som utfér approximationen i uppgift 6a.

6a. Lat x, = nAx, n=0,1,2,...,N + 1 vara en indelning av intervallet |0, 1], dar
Az =1/(N +1), och approximera med differenskvoten

Differensapproximation ger differensekvationerna

_un—i-l - 2un + Un+1

(Az)?

+u(z,) =2, n=123,...,N,

UOZO,

UN+1 = 3.
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Ekvationerna © matrisform lyder Au = f dar

_ g . i;
T3
u= , f=
L Un Ve 2
L $N+3/A]} ]

och form=1,2,3,...N ochm =1,2,3,...,N har N x N matrisen A komponenterna

20Az)2+1,  n=m,
Apn = —(Az)™%,  |In—m|=1,
0, |n —m| > 1.

2b. Ett exempel pa Matlabpogram dar

N=100;
dx=1/(N+1) ;
u=zeros(N,1);
A=zeros(N,N);
F=zeros(N,1);
X=zeros(N,1);

for n=2:N-1
x=n*dx;
X(n)=x;

A(n,n)=2/dx"2+1;
A(n,n+1)=-1/dx"2;
A(n,n-1)=-1/dx"2;

F(n)=x;
end
A(1,1)=2/dx"2+1;
A(1,2)=-1/dx"2;

A(N,N)=2/dx"2+1;
A(N,N-1)=-1/dx"2;

X(1)=dx;
X(N)=Nx*dx;



F(N)=X(N)+3/dx"2;
F(1)=X(1);

u=A\F;

hold on
plot(X,u,’b’)

Temperaturen u(z,t) i positionen x vid tiden ¢ i en stav med ldngden 1 uppfyller

ou(z,t)  *u(x,t)
% a2 +u(z,t), 0<z<l1, t>0,

wz,0)=1, 0<z<l,
uw(0,t) =u(l,t) =0, ¢t>0.

Bestdm temperaturen u(x,t), for 0 <z <1, ¢t > 0, som en Fourierserie.

7. Variabelseparationsansatsen u(z,t) = X (x)T(t) insalt i ekvationen ger

T't)X (z) =T(t)(X"(z) + X(z))

och vi far

e) ,_X"(@)

T(t)  X(x)
Eftersom hogerledet beror bara pa x och vdnsterledet bara pa t maste hogerledet och
vinsterledet vara en konstant \. Vi far X" = AX. Om A\ = —a?® < 0 far vi med
karakteristiska ekvationen losningen X (x) = acos(ax) + bsin(ax), dar a och b dr god-
tyckliga konstanter. Randvillkoren ger a = 0 och bsin(a) = 0 som har losningen
a=nm, n=0,1,2,.... Pasamma sitt ger A > 0 endast losningen X (x) = 0.

Ekvationen, for T blir T' /T — 1 = —n?x% och vi far losningen T(t) = ce="" ™D med

en godtycklig konstant c. Eftersom ekvationen dr linjar dr ocksa summan

u(x,t) = Z cne T D sin (nr)

n=1



en losning till varmeledningsekvationen. Koefficienterna c, bestdms av begynnelsevillko-
ret u(z,0) = 1. Ortogonaliteten av {sinnwx}S°, ger da

1 1
—Cp = / sin(nmx)dx
2 0

B [cos(nm:} 1

—nm o
(-1
nwo
Svar: u(zx,t) = 07, %;1)2)6(_”2”24_1)'5 sin(nmz).

(15p) Alternativ uppgift 7. Formulera och bevisa en sats om stabilitet for skaldra differen-
tialekvationer y/(t) = g(y(¢)) i en jamviktspunkt y; € R.

8. (15p) En model av antal rovdjur z(¢) och antal bytesdjur y(¢) vid tiden ¢ (métt i en referensen-
het av 1000 djur) lyder

/() = x(t)(1 - 2(t) — y(t)) ,
3 x(t)

Y0 =y (G -yt - 57).

Bestédm systemets alla jamviktslosningar (d.v.s. kritiska punkter) och avgor stabiliten
for de jamviktslosningar dar bada populationer fortlever.

8. Vi bestammer forst jamuiktslosningarna. De uppfyller
z(l—xz—y)=0
3 x

yi;—y—35)=0

Forsta ekvationen ger x = 0 eller 1 —x —y = 0 och andra ekvationen ger y = 0 eller
8 —y—2=0. Detta ger fyra alternativ: (z,y) = (0,0); x =0 och y = 3/4; y =0 och
r=1;1—xz—y=0 och3/4—y—x/2=0 som har ldsningen (z,y) = (1/2,1/2). Den
enda jamuiktslésningen med x > 0 och y > 0 dar (z,y) = (1/2,1/2).

Jacobianen till systemet

2'(t) = x(t) — 2*(t) — 2(t)y(),

y(0) = 2y(t) - () - 1Y)
blir
| 1-2x—y -



och vi far

Dess egenvdrden A uppfyller

1 1 1 1 1
O=(—=—-N(——==-AN—==A+2)*—-.
(-5~ N5 =N -g=0+32-3
Losningen blir
A=ty ! :_Qiﬂ<o,
27 2V/2 4

vilket visar att (z,y) = (%, %) ar en asymptotiskt stabil jamuviktspunkt.



