KTH Matematik

Tentamen del 1
Analytiska och numeriska metoder for differentialekvationer SF1523
9.00-12.00 den 24/8 2015

Grénsen for betyg E dr 12 podng. Om kontrollskrivning n ar godkdnd erhalls 4 poédng pa
uppgift n, n = 1,2, 3,4, d.v.s uppgift n.a och n.b behover ej 16sas.

Beta ar tillatet hjilpmedel men ej minirdknare.
Skriv svaren pa detta papper: ett kryss per uppgift.

1. Om din kontrollskrivning 1 &r godkénd kryssa i héar

D Kontrollskrivning 1 &r godkénd, sa uppgift 1 behover ej 16sas.

1. (4p) Differentialekvationen
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D nagot annat
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2. Om din kontrollskrivning 2 &r godkénd kryssa i hér

D Kontrollskrivning 2 ar godkénd, sa uppgift 2 behover ej 16sas.
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2a.(2p) Anta att konstanta symmetriska 3 x 3 matrisen A har ett enkelt egenviirde som &r

2, med tillhorande egenvektor

tillhérande egenvektorer

—1

X : [0,00) — R3, till systemet

1
1 |, och ett dubbelt egenvirde som &r —1, med
1
0
respektive 1 |. Da ar den allménna losningen,
-1

X'(t) = AX(¢)

for godtyckliga reella konstanter ¢y, ¢y och c3
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2b. (2p) Differentialekvationen




D har precis en stabil jamviktslosning och tva instabila jamviktslosningar
har precis tva stabila jamviktslosningar och en instabil jamviktslosning
D har ingen jamviktslosning (d.v.s. kritisk punkt)

D har precis tre stabila jamviktslosningar

D har precis en stabil och en instabil jamviktslosning

D har precis en stabil jamviktslosning och ingen instabil jamviktslosning.
D har precis en instabil jamviktslosning och ingen stabil jamviktslosning.

D har nagon annan kombination av antal stabila och instabila jamviktslosningar.

3. Om din kontrollskrivning 3 dr godkénd kryssa i hér

D Kontrollskrivning 3 ér godkind, sa uppgift 3 behdver ej 16sas.
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3a. (2p) Matrisen A = { 1

_95 1 har ett dubbelt egenvirde som dr —2 och bara en egen-

vektor s { _31 ] , for s € R. Den allméinna 16sningen, x : [0, 00) — R? till differenti-

alekvationen

x'(t) = Ax(t), ¢ >0,

kan da for godtyckliga reella konstanter ¢; och ¢y skrivas
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3b.(2p) Anta att konstanta 2 x 2 matrisen A har egenvirdena 3 och —1, med tillhérande
egenvektorer [ ; } respektive [ _12 } D4 ar jamviktslosningen x(t) = [ 8 } , t >0,
till systemet av differentialekvationer
x'(t) = Ax(t), ¢ >0,

D en instabil nod,
D en stabil sadelpunkt,

D en stabil spiral,
en instabil sadelpunkt,

D en instabil spiral,
D en stabil nod,

D nagot annat.

4. Om din kontrollskrivning 4 ar godkdnd kryssa i hér

D Kontrollskrivning 4 ar godkénd, sa uppgift 4 behover ej 16sas.

4a. (2p) Cosinusserien

n

1 4
Cn( _§ _22 n2 cos(nmx)

och sinusserien

i ((—1)"+1 + - (=™ = 1)) sin(nmx)

n n3m?2
approximerar funktionen f(z) = 2% for 0 < z < 1, d.v.s.

lim Sy(z) = A}im Cy(z) = f(x), 0<z<l.

i
Da gller for N = 100
<] o 1 ©)[2de < [} |f(z) — Sy(x)[2dz,
L1 J1f(@) = Cn(@)Pdz > [} f(x) - Sn()Pde,
L1 (@) = Ox(@)2de = [} |f () = Sn(x)[2da,

Tips: For en ortonormerad bas av funktioner {e,(z)}°, pa intervallet [0, 1], d&r

= Z Cnén ()



galler
1 o0
/ 9(@)Pdz = 3 Jeu?
0 n=1

och

o = /0 ' o(2)en(@)dz

4b. (2p) Cosinusserien N
Co(z) = % + ; ay, cos(nmzx)
som ger Coo(z) = 22, 0 < x < 1, bestams av
D ap =2 f_ll x? cos(nmw)dx
D ap =2 f_ll 22 cos(2nmx)dx
D ap =2 f_ll x? sin(nwx)dr

D ap =2 f_ll x? sin(2nmz)d

ap =2 fol z? cos(nmx)dx
[ Ja, =2 f01 22 cos(2nmx)dx
D ap =2 fol 2? sin(nww)dx

[ Ja, =2 f01 r? sin(2nmw)dxr
D nagot annat,

5a. (2p) Tva steg med explicita Eulermetoden (d.v.s. framat Euler) och steglangd 0.1 for
approximation av y(0.2), dér

y(t)=1—t+4y(t), t >0,
y(0) =1,

ger virdet
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5b. (2p) Finita differensmetoden

Un+1 — 2un + Up—1

—4u,, =0, =1,2,3,...,N,
Az u n

med Az = 1/(N + 1), dér u, &r en approximation av u(n/(N + 1)) och ug = 1 och
uny1 = 3, ger en approximation av randvéirdesproblemet

[ w'(x) = du(x), w(0) =0,u(l) =1,
D u'(z) = u(x), u(0) =3,u(l) =1,

D nagot annat.



