Institutionen féor Matematik, KTH
Formelsamlingen BETA ar tillatet hjalpmedel men ej miniraknare.

Rad for att undvika podngavdrag: Skriv l6sningar med fullstandiga meningar och utforliga motiveringar.
Del 2 rattas om del 1 ar godkéand.
Betygsgranser: D 10, C 20, B 30 och A 40 podng. Maximalt kan 50 poéang erhallas.

Det finns tva alternativa uppgifter 7, varav endast en far 16sas.

6. Utbojningen u(x) i positionen z av en fritt upplagd balk med jamn lasttathet 1 uppfyller
Bernoulli-Eulers ekvation

d? o d?u(z)
u(0) =u(1) =0,
d®u(0)  d*u(l) 0
dz2 — da2

6a.(10p) Formulera en finit differensmetod for att approximera utbéjningen w.

6b.(10p) Skriv ett matlabprogram som utfér approximationen i uppgift 6a och berdknar och

skriver ut den maximala utbojningen.
6a. Lat w(x) = (1 + 2*)u"(x). Vi har

och

Lat x, = nAz, forn = 0,1,2,...,N + 1, vara en indelning av intervallet [0,1] dar
zni+1 = 1/(N +1). Differensapprozimationerna

wy, ~ w(xy,),

Wp+1 — 2wn + wp—1

~ ol
Uy, >~ u(xy,),
n - 2 n n—
s e L u' (),

(Az)?
1



6b.

ger

1
W(wnH—an—i—wn,l):l, n:1,2,3,...,]\7,
wo = wny1 =0,
och
1 2
ﬁ(unﬂ — 22Uy + Upq) =w,, n=123,... N,
Up = UN+1 = 0.
w1
FEkvationerna (1) och (2) kan skrivas pa matrisform med vektorn W = . och
WN

N x N matrisen A dar
—2/(Ax)?, n=m

Apm =< 1/(Az)?, |n—m|=1
0 In—m|>2
1
som AW = F, dirF = | - | € RN, respektive som AU = G, dir G =
1
Ett exempel pa Matlabkod ar
N = 1000;
dx= 1/(N+1);
F = ones(N,1);
U = zeros(N,1);
W = zeros(N,1);
G = zeros(N,1);
A = zeros(N,N);
for n=2:N-1
A(n,n) = -2/(dx*dx);

A(n,n-1)= 1/(dx*dx);
A(n,n+1)= 1/(dx*dx);
end

A(1,1)=-2/(dx*dx);
A(1,2)= 1/(dx*dx);

wi/(1+ )

wa /(14 a3)



7. (15p)

A(N,N)=-2/(dx*dx) ;
A(N,N-1)= 1/(dx*dx) ;

W=A\F;

for n=1:N
x(n)=nx*dx;
G(n)=W(n)/(1+x(m)*x(n));
end

U=A\G;
umax=max (U) ;

%% alternativ om max(U) ej anvands
% umax=0;

% for n=1:N

pA if (U(n)>umax)

% umax=U(n) ;

yA end

% end

Dot

display(’maximal utbojning ar’)
display (umax)

Koncentrationen u(x,t), i positionen x vid tiden ¢, av ett &mne med konstant konvek-
tionsfart a och absorptionsfunktionen b(¢) uppfyller

ou(z,t) aau(x, t)

BT + o +b(t)u(z,t) =0, —oo<x<oo, t>0,
u(z,0) = g(z), —o0 <z < o0,
lim wu(x,t) =0, t>0.
|x|—o00

Bestdm funktionen wu(z,t), uttryckt i b, g och a for = € R och ¢t > 0, ddr b ar en
godtycklig given absorptionsfunktion b : [0,00) — R, funktionen g ar en godtycklig given
begynnelsefunktion g : R — R och konstanten a € R &ar en godtycklig given positiv
konstant fart.



7. Lat U(w,t) vara Fouriertransformen i x—led:

U(w,t):/ u(z, t)e ™ dr.

[e.9]

Vi har Fouriertransformerna

ou(z,t) F
Ox

Fouriertransformering av ekvationen ger

oU (w, t)
ot

Denna ekvation ar separabel

+ (iaw + b(t))U(w,t) =0, z€R,¢t>0.

dFU = —/ (iaw + b(t))dt

som medfor

U(w,t) , ¢
l _— = — t —_
og 0(@,0) iaw /0 b(s)ds

och
Ulw,t) = U(w,0)eat=Jo blo)ds

Translation ger
. 1
U(w, t) = U(w7 0)€*zwat*f(f b(s)ds F u(x — at, O)Gi fot b(s)ds

och svaret

u(.]f, t) = g(x _ at>€_ fot b(s)ds ]

(15p) Alternativ uppgift 7. Formulera en differenskvot som approximerar derivatan av en
reellvard funktion av en variabel och harled en feluppskattning.
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8. (15p) En model av antal rovfiskar x(¢) och antal bytesfiskar y(¢) vid tiden ¢ (métt i en refer-

(3)

ensenhet av 1000 fiskar), utan ménniskors fiske, lyder
2'(t) = x(t) (1 — 2(t) — y(t)) ,
3 x(t
v =0~y - 10).

Anta nu att bytesfiskarna fiskas med en konstant relativ fiskekvot o € [0, 1] sa att antalet
rovfiskar x och bytesfiskar y istallet uppfyller

2'(t) = x(t) (1 — z(t) — y(1)) .
3 x(t
v (® =) (2 =5t~ 20) —ay(t).
Hur ska den konstanta fiskekvoten « véljas for att maximera fangsten ay, dar (x,,y,)
ar en jamviktslosning till (4) (d.v.s. kritisk punkt) med z, > 0 och y, > 0.
Visa ocksa att det optimal valet av « ger en stabil jamviktslosning (z,, yp).

. Jamwikt leder till

xr=0 eller 1—z—y=0

och
3 x
—0 eller S—a-y—<=0.
y=0 eller 1 a—y 5 0
Villkoret fran (5), x =1 —y, insatt i (6) ger
0_3_ =y 1Ty
Ta YTV T Ty

say, =+ —2a och x, = 1—y, = s +2a. Villkoren x, > 0 och y, > 0 medfor 0 < 3+ 2a,
dvs. a>—1/4, och0 < i —2a, dvs. o <1/4, si|a| <1/4. Fangsten blir

1
g = (5 - 20)a

2
som mazximeras om % —4da =0, dv.s. om a = 1/8, vilket ger y, = % —2a = %1 och
T, =1—y,= %.
Jacobianen dar
1—-2x—y —T
J(ZE,y) = 3 z
-5 iTa-2y—j3
och , ;
1 1
J(Tp, yp) = . )
8 1

vars egenvdarden \ uppfyller

B 3 1.3, 3 1, 3
0_(A+4)(/\+4) 32_A +>\+32—(/\+2)+32

1
1



De tva egenvirdena

1 ) 1 5
e

dr bada negativa och dirfor dar den kritiska punkten (x,,y,) = (2, ;11) en asymptotiskt
stabil jamuviktspunkt.



