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Tentamen del 2

Analytiska och numeriska metoder for differentialekvationer SF1523
8.00-11.00 18/8 2017

Formelsamlingen BETA ar tillatet hjalpmedel men ej minirdknare.

Rad for att undvika podngavdrag: Skriv l6sningar med fullstandiga meningar och utforliga motiveringar.
Del 2 rattas om del 1 ar godkéand.
Betygsgranser: D 10, C 20, B 30 och A 40 podng. Maximalt kan 50 podng erhéllas.

Det finns tva alternativa uppgifter 7, varav endast en far 16sas.

6. Temperaturen u(z) i positionen z av en stav uppfyller virmeledningsekvationen

—u"(x) +u(z) = f(z), 0<z<2,

dar f(z) = 1022
6a.(5p) Formulera en finit differensmetod for att approximera temperaturen w.

6b.(7p) Skriv ett matlabprogram som utfér approximationen i uppgift 6a.

6¢.(3p) Byt hogerledet f(x) mot 10z% — (%)2 och formulera en numerisk metod for detta
ickelinjara randvardesproblem.

6a. Gorindelningen x, = nAzx, n=0,1,2,..., N+1 med steglingden Ax = 2/(N+1)

och approzimationen u, ~ u(z,), dir u, uppfyller systemet av finita differensekvationer

_un—i-l - 2un + Un+1

(Ax)? +u, = f(z,), n=1,...,N
Ug = 07
unt1 = 1,
med f(x) = 102%. Vi har de obekanta u = (uy,...,ux)T och ekvationerna kan skrivas
Au=Db med N x N matrisen A,
2+ Az omn=m,
Apn = —1 omn—m|l=1 n=1,...N, m=1,... N,

0 annars,

och hégerledet b € RN, dir b, = (Az)*1022, n=1,..., N —1, och by = 10(Az)*z% +1.
6b. Ett exempel pa Matlabkod dr
1



% Finit differensmetod for randvardesproblem
N=100; hantal frihetsgrader

dx=2/(N+1) ; % steglangd

b=zeros(N,1); % hogerled

u=zeros(N,1); % obekanta

A=zeros(N,N); Y% matris

for n=1:N % bilda A,Db,
b(n) = 10*dx"2*(n*dx) ~2;
if n==
b(N)=b(N)+1;
end
A(n,n)=2+dx"2;
if n>1
A(n,n-1)=-1;
end
if n<N
A(n,n+1)= -1;
end
end
u=A\b; #Ekvationslosning
x=dx:dx:2-dx;
plot(x,u)

6c. Hogerledet i uppgift a byts nu mot b — g(u) dir g : RY — RY med g, =
0.01A22sin*(u,), n = 1,...,N. De ickelinjira ekvationerna kan skrivas F(u) = 0,
dir F(u) = Au — b + g(u). Newtons metod blir

u(k +1) = u(k) — (F'(u(k))'F(uk)), k=0,1,2,...,

och ett alternativ med fizpunktiterationer (dédr Jacobianen i Newtonmetoden approx-
imeras av A) dar

Au(k+1)=b —g(u(k)), k=0,1,2,...

. En svéngande string med utbdjningen w(z,t), i positionen z vid tiden ¢, uppfyller
vagekvationen

82u(x,t)<_ Q®u(x,t)
ot? O0x?




med randvillkoren u(0,¢) = u(2,t) = 0, for ¢ > 0, och begynnelsevillkoren
u(z,0)=0, 0<z<2,

=, 0<z<2

7a.(10p) Bestdm utbdjningen u(x,t). Svaret far innehalla en oéndlig summa.

7b.(5p) Bestdm ocksa tidpunkterna ¢ nir u(z,t) = 0 for all x € [0, 2].
Ta. Variabelseparationsmetodens ansats u(x,t) = X (x)T'(t) ger i ekvationen

T"(#)X () — X"(2)T(t) = 0

sa
T//(t) X//(x>
0 X(o) onstan
Ekvationen X"(x) = AX(x) och negativt A\ = —a? ger den karakteristiska ekvationen

m? + o? = 0 med losningen m = +ia och
X(z) = Acos(ax) + Bsin(ax),  for reella konstanter A, B.

Randvillkoren ger A =0 och sin(2a) = 0 som har losningen o = %F for heltal n.
Om X\ > 0 har vi bara losningen X (x) = 0.
Vi far da
T”(t) n27r2

Tt 4

sa T(t) = a, cos(nmt/2) + by sin(nnt/2) och u(x,0) =0 ger a,, = 0. Variabelseparations-
metoden har gett oss losningen

u(z, t) = Z b, sin(nmt/2) sin(nmwz/2)

n=1

och

ou >\ nm ,
E(az, t) = Z 7()” cos(nmt/2) sin(nmrx/2).

n=1



Begynnelsevillkoret x = Ou(z,0)/0t = Y77 | 1T cos(nm0/2) sin(nwx/2) ger Fourierko-
efficienterna

2
2 'nmh, :/ sin(mrx/2)g—(x 0)dx
0

2 2
b, = — [ sin(nmz/2)zdx
nt Jo

nm nm
. >
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2| [t ) [ 2entomaf),,
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=—(—)(—=1)"2
(—)(-1)
och losningen

e 8 n+1

u(z,t) = g — 2 sin(nmt/2) sin(nmwx/2).

n?m

n=1

Tb. Villkoret u(x,t) = 0 for alla x ger ekvationerna % sin(nwt/2) = 0 for alla
n, som galler om och endast om t ar jamt heltal.

(15p) Alternativ uppgift 7.
Formulera och bevisa en sats om stabilitet for skalara differentialekvationer

y'(t) = g(y(t))

i en jamviktspunkt y; € R.

8. (20p) Anta att antalet ton fisk i en sj6 « : [0,00) — R bestdms av
2 (t) = (1—=z(t))z(t) —¢, t>0,

dar ¢ anger en konstant fiskefangst per tidsenhet. Hur stort kan ¢ hogst vara for att sjon
ska ha ett fiskbestand som inte dor ut.
8. De kritiska punkterna ger oss relevant information om lb'snmgars asymptotik. De

kritiska punkterna loser f(z) :== (1 —z)z —c =0 som ger v = £ + /3 —c.

Om ¢ > 1/4 finns inga (reella) losningar och ' = f(x) dr negatw (bortom noll) med
limy o z(t) = —o0.

Om ¢ <1/4 och om x(0) > 3 — /3 —c=12_ har vilimy_ oo x(t) = 1 +,/3 —c =2y
eftersom . ar en stabil kritisk punkt (ty f'(z5) <0).

Om ¢ < 1/4 och om z(0) < x_ har vi lim;_, x(t) = —00.



Om c<1/4 och x(0) =x_ har vi z(t) = x_.

Om ¢ =1/4 och x(0) > 1/2 har vi z(t) — 1/2 och om z(0) < 1/2 har vi z(t) — —o0
(ty ' = —(x —1/2)% ger med y = x — 1/2 att y' = —y? som har l6sningen y(t) = y(0)/(1 + ty(0)) och y(0) > 0 ger
y(0) — 0 medan y(0) < 0 ger y(t) — —oo).

Vi ser att fiskbestandet inte dor ut om ¢ < 1/4 och x(0) > x_.



