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Bengt Lindberg LABORATION 2
100820
DN1241, 1243 Numeriska metoder for D och E

Integral, Bezier och differentialekvationer

Sista bonusdag, se kursplanen. Kom wvdl férberedd och med ordnade papper
till redovisningen. Bada i laborationsgruppen ska kunna redogora for teori och
algoritmer!

Alla numeriska resultat som efterfragas ska finnas (girna handskrivna) med
lampligt antal siffror motiverade av tillforlitlighetsbedémningen!

Obs! Uppgifterna behover inte goras i nummerordning.

1. Rotationssymmetrisk lur

Konturen for en rotationssymmetrisk lur definieras av funktionskurvan
y(z) = e */3)(2 —cosmz), 0<z<L.

Luren uppstar genom att kurvan roteras kring x-axeln och rotations-
volymen ar V =m fDL y? dx. Vi onskar berdkna volymen for en lur med
langden L = 2.6. Borja med trapetsregeln med stegldngderna 0.1 och
0.05 och extrapolera en gang sa att simpsonvéardet erhalls. Hur manga
siffror verkar tillforlitliga?

Prova sedan MATLABs quad med standardtolerans (gor help quad).

En fin tredimensionell lurbild gér man s& har: Lat x och f vara ko-
lumnvektorer for konturkurvan y(z). Skapa en radvektor for rota-
tionsvinkeln 0 <¢ <27 med lagom steg, t ex 27/30. Bilda matriser X,
Y och Z:
X=x*ones(size(fi)); Y=f*cos(fi); Z=f*sin(fi);

Skriv mesh(X,Y,Z) som ger en natfigur eller vilj surf(X,Y,Z) eller
surfl(X,Y,Z) som ger en fylld 3D-figur (gor girna help surfl). Ver-
kar berdknad volymen stdmma Gverens med figuren?

Uppgift 1 godkand (datum, lGrarsign): .......cccccccooeiiieeiiiiiiiinnnneees.

2. Lurig differentialekvation

Givet ar differentialekvationsproblemet
y" + my et/ 2y sinmw + Ty cosmx) = y/9, y(0) =1, y'(0) = —1/3.

a) Infor nya variabler u; = y och ug = 3’ sa att differentialekva-
tionen kan skrivas till ett system av tva forsta ordningens ODE. Ut-
nyttja MATLABS ode45 for numerisk 16sning fram till x = 2.6. Anvénd
en relativ tolerans pa 1076, (mopt=odeset (’RelTol’,1.E-6);, ), Gor
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help ode45 for mer information.
Rita upp l6sningskurvan och jamfor den med lurkonturen i uppgift 1.

b) Om man utéver u; och wug infér ug med egenskapen dus/dx =
my? = wui, med uz(0) = 0, si far systemet tre forsta ordningens
differentialekvationer.

Vilken innebo6rd har den nytillkomna ekvationen? Lds med ode45 med
toleransen ovan och skriv ut det numeriska vérdet av ug vid x = 2.6.

Verkar det bekant? Forklara den geometriska inneborden av resultatet.

MATLABs ode45 har standardtoleransen reltol = 1073 som anvinds
om man inte tar med toleransparametern i funktionsanropet. Préva
detta och skriv ut virdet av ug vid z = 2.6. Vad ar din kommentar till
resultatet?

Uppgift 2 godkand (datum, lGrarsign): ........cccccooeiieeeiiiiiiinnnnnieeee

. Kaustikan approximerad av bézierkurva

Nu géller det kaustikan igen och vi vill approximera kaustikakurvan
med en kubisk bézierkurva som bérjar i punkten (1, 0) och slutar i
punkten (0, 0.5). Styrpunkterna placeras vid b = (1.0, y3) och ¢ =
(0.12, y.) dar y, och y. ligger mellan 0.5 och 1. Prova dig fram till
lampliga vérden for y, och y. (tva decimaler réicker) sa att approxima-
tionen blir bra.

Gor girna en bézierkurvemun pa kaustikagubben och cirklar som 6gon.

Uppgift 3 godkind (datum, lararsign): .........cccceevvieeeiiiiiiiinnnieeee.

. Bézierfigur med kalligrafieffekt

Konstruera ett hjarta (helst lite osymmetriskt) eller din sektionsbok-
stav (0, €) eller en delfin, fjaril, ... (fritt fram for fantasifulla former)
med hjilp av nagra kvadratiska eller kubiska bézierkurvor.

Gor forst for hand en skiss av din 6nskade figur och markera lampliga
interpolationspunkter — négra placeras t ex dér kurvan lutar vertikalt
eller horisontellt. Skriv ett program och modellera fram en formskoén
bézierkurvefigur. Lagra alla berdknade x- och y-virden i varsin vektor,
sdg X och Y.

Kalligrafieffekt far man genom att forskjuta hela kurvan en aning snett
uppat (med pyttelitet d-vérde) och rita om den manga ganger (tjugo
eller kanske fler) enligt: ~ for k=1:20, plot(X+k*d, Y+k*d), end

Uppgift 4 godkand (datum, lGrarsign): .......ccccccooviieeiiiiiiiiinnnnieeee.
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5. Icke-linjart randvirdesproblem Problemet

d*u
dx?
skall 16sas med finitadifferensmetod med intervallet 1 < x < 3 delat
i N+1 lika delintervall. Skriv upp differensapproximationer for diffe-
rentialekvationen i de N inre punkterna. Skriv ekvationerna f(u) = 0.

Som kontroll &r det bra att pa papper i detalj stdlla upp problemet
med N=3 och aven rita upp diskretiseringspunkterna.

—2?u(u—1) =0, u(l)=2,u(3)=4

Skriv en Matlabfunktion som for givet u berdknar f(u). Ingen matris
skall stéallas upp eller anvindas!

Skriv darefter ett Matlabprogram som IGser ekvationssystemet
f(u)=0

med Newton iteration och Jakobianmatris berdknad med rutinen minjac
fran kursbiblioteket. Hur gissar ni startvirden? Hur ménga iterationer
behovs? Gor berdkningar med olika N-viden och uppskatta diskretise-
ringsfelet med hjalp av dessa berdkningar.

6. Stangning av ventil, differentialekvationssystem
Vid en vattenkraftstation matas en turbin med vatten fran reservoaren
(den uppdamda floden) via en cirkuldr forbindelseledning (enligt den
schematiska figuren nedan).

stigtank med arean A

Reservoar

I‘
d h
I
I
I
I

Ventil

Turbin
e St

Vid t.ex. turbinhaveri behdver ventilen stdngas snabbt. For att undvika
onddiga tryckokningar anvinds dérfor en stigtank med tvérsnittsytan
A m?. Vi skall studera stigtankens inverkan pa tryckstegringen.

Foljande beteckningar anvéands
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vattenhastigheten i férbindelseledningen m/sek

h(t) vattenhdjd i stigtanken m

H fallhéjd fran reservoar till ventil 30 m

L férbindelseledningen langd 600 m

d férbindelseledningen diameter 0.6 m

A stigtankens area m?

g tyngdaccelerationen 9.81 m/sek?
far friktionskoefficient 0.024

For medelhastigheten wu(t) géller foljande differentialekvation

du 1 L
Lo = g(H = h) — 5 fur—ulul

Vidare giller att inflodet vid punkt B &r lika med utflédet fran punkt
B:

Flodet @, genom ventilen under stdngningsforloppet 0 < t < t. ges
enligt

Qu=k(1 - W=

For ventilen giller k=1.05 m%3 /s, h*=20 m, t. = 5 sek.

Berdkna h(t) sa linge som nigot intressant pagar. Prova med olika
virden pa A, A—=1, 2, 4,10 m?.

Borja med att bestdmma h, u och @, d& ventilen &r och har varit
helt 6ppen en langre tid (jamvikt). Detta kan ni géra genom att anta
att du/dt = 0 och dh/dt = 0 och succesivt berdkna h och wu. Dessa
berdkningar kan goras analytiskt. De tva teknologerna Slarver Da och
Fixarsig Fy har var for sig genomfort berakningarna och kommit fram
till féljande resultat:

1.
2
gH . wd?
== d Ci=|—
ey, T ( ak )
" gH 1 L
ho=h"+C1——— h Cy==fu=
0 + 1gC1—|—Cz oc 2 ZfMd
1I. )
gH + Ch” 4k+/ho — h* . 1, L 16k
—guTvn — VW TR g — 2
ho g+C o wd? ir C 2 Jur d w2d*

Harled dven du uttryck for hg och ug. Har nagon av teknologerna réak-
nat ratt? Lat datorn kontrollera startviarden for u och h genom att 16sa



17

differentialekvationsproblemet med beréknade startvirden vid ¢t = —5.
Hur skall 16sningern se ut for —5 < ¢ < 07 Lat ventilen borja stédngas
vid ¢t = 0 och f6lj 16sningen tillrackligt linge, sa att ni atminstone kan
observera den maximala stigh6jden. Observera att efter ¢. sekunder sa
ar ventilen helt stdngd, d.v.s.

kvh — h* t<0
Qu=1 k(1—EH)Vh—h* 0<t<t,

0 t >t
Redovisa grafer 6ver h och u for de olika A-varden. Légg gédrna graferna

i samma figur.

Hur manga timmar ungefdr har Laboration 2 tagit?

DN1241, 1243, Num met for D, E =~ Laboration 2 redovisad och god-
kind!
Datum: .......cooovviiiiiiinnn.

NAIIL e, Godkand av .....cooeviinneennn.



