Institutionen féor Matematik, KTH
Tentamen del 2

Numeriska metoder SF1545
8.00-11.00 13/3 2014

Inga hjdlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).

Rad for att undvika podngavdrag: Skriv l6sningar med fullstdndiga meningar och utforliga motiveringar.
Del 2 réattas om del 1 ar godkand.

Betygsgranser: D 10, C 20, B 30 och A 40 poéng.

Det finns tva alternativa uppgifter 3.

1. Givet ar en differentialekvation

d*y dy
7 + Sm(dt> +yy =0, y(0) ;o 0)=0

dér « ar en parameter (oberoende av t).

(a) [4p] Skriv om differentialekvationen som ett system av forsta ordningens differentialekvationer
pa vektorform, dvs.

E - f (ta u)'

(b) [7p] Skriv en MATLAB-funktion som tar parametern 4 som argument, och returnerar en
approximation till (1), berdknad med Eulers metod med steglangd h = 0.001.

(c) [7p] Vi vill hitta ett virde pa v som ger y(1) = 0. Skriv ett MATLAB-program som med
intervallhalveringsmetoden eller sekantmetoden bestammer detta virde. Programmet
kan anropa den funktion du konstruerat i uppgift (b). En lésning ligger i nirheten av

v =3.

Lat u = [ul

} = [ y/ } Da blir ekvationen
U2 Yy

—sinug(t) — yuq(t)

Ett exempel pa matlabfunktion dar

w(t) = [ wat) — (b ult)).

function yl1= eulerg( gamma )
h=0.001; Y%steglangd
N=1/h;
u=[1;0];
for n=1:N
u=u+h* [u(2) ;-sin(u(2))-gamma*u(1)];
end
yi=u(1);
end

och ett exempel pa intervallhalvering dr
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g0=2.5; Ystartvarde
g1=3.5; ‘startvarde
fO=eulerg(g0); “motsvarande funktionsvarde
fl=eulerg(gl);
N=20; % antal intervallhalveringar
if (£0*£1>0)
error (’startfunktionsvarden med samma tecken’)
end
for n=1:N
g=(g0+g1)*0.5;
fx=eulerg(g);
if (f0*fx<0)
gl=g;
fl=fx;
else
g0=g;
f0=£fx;
end
end
disp(’gamma=")
disp(g)

2. Foljande tva kurvor ar givna: 2
x(t) = sin(?)
y(t) = sin(2t) + cos(t)
och > 0
z(s) = sin(s)
y(s) = cos(as).

For a = 3 ar kurvorna plottade i figuren bred-
Vld -1 -0.5 0 0.5 1

(a) [3p] Visa att nir o = 3 har kurvorna en skdrningspunkt fér ¢ = 27 och s = 27. Ange = och
y-koordinaten for punkten.

(b) [6p] Vi ska nu hitta en skdrningspunkt ndr o = 3.01. Formulera problemet som ett olinjart
ekvationssystem i tva variabler.

(c) [7p] Skriv ett MATLAB-program som med Newtons metod bestdmmer en 16sning.

Vi har (z(27),y(27)) = (sin 27, sin 47 + cos 2m) = (0,1) i forsta kurvan och (z(27),y(27)) =
(sin 27, cos 6m) = (0, 1) i andra kurvan.



Ekvationssystemet lyder
sint —sins =0
sin 2t 4 cost — cos(as) =0

vilket for y = (t,s) kan skrivas

B siny; — sin yo _
f(y) - |: sin 2y, + cosy; — COS(ayZ) :| =0

och Jacobianen blir

Loy coS 1 — COS ¥
fly) = [ 2cos2y; —siny;  asin(ays) }

sa Newtonsteget ar: los f'(y)d = f(y) och lat y =y — d.
Ett exempel pa matlaprogram dar

%Newtons metod for skarande kurvor

alfa=3.01; Jparameter
y=[2%pi;2*pil]; Ystartgissning
tol=1e-10; Y%tolerans
r=norm(y) ;

while r>tol
f =[sin(y(1))-sin(y(2)); sin(2*y(1))+cos(y(1))-cos(alfaxy(2))] %funktion
fp=[cos(y(1)), -cos(y(2));
2%cos(2*y(1))-sin(y(1)), alfa*sin(alfaxy(2))]; %Jacobian

d=fp\f;
y=y-d; ’Newtonsteg
r=norm(d) ; %handring i y
end
disp(’ (t,s)?)
disp(y)

Uppgift 3 eller den alternativa uppgiften far goras, inte badal!

3. (16p) Betrakta potensmetoden

function [lam,u]=powerit(A,x,k)

for j=1:k
u=x/norm(x) ;
x=Ax*u;
lam=u’*x;
end

u=x/norm(x) ;
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end
. : . 5 —4 3 . . .
Lat funktionens indata vara A = 9 _1 och z = e Bestdam asymptotiska varden
av matlabfunktionens utdata nar k£ vaxer mot oéndligheten och avgor konvergenshastigheten
(d.v.s. feluppskattning).

Matrisen A har egenvdrden \ som uppfyller

5— A —4

Ozdet{ 9 1y

} =B-AN(-1-N+8=\-2)*+3—-4
vilket ger losningarna A =1 och A = 3. Motsvarande egenvektorer v; = [ Z } ger

o] = =1

—1/2
} och normalisering ger v; = l ;_1/2 ] for X\=1 och

o] =12 51

sdvlza[l

~1/2
sa vy =b % } och normalisering ger vy = { 2 ;_?/2 ] for A=3.
Vi har da
3 272 2x 572 [ ¢
]| TaVitava=oap 5o e
dar

[cl]_ 1 { 5712 —2><5—1/2} {3} _[ 5 x 21/2 }

c | T —10-1/2 | —27V2 2712 1| | —2x5Y2 "

Vi ser att utdata u efter k potensiterationer har samma riktning som AFx ddir
Arx = c; vy + c\bvy = 37 (1370, + o))

dvs A*x dr asymptotiskt parallell med vs, for stora k, och

A covy + 137 %,

|| Akx|| Ve + 3372k + 2¢1003 kv T v,

dir |ag|| = O(37%), sd ||[ug —vs|| = O(37%). Utdata 1am blir asymptotiskt det storsta egenvirdet

lam = 'U,gflA’U,k = (’02 + ak_l)TA(’Uz + ak)

u

= v+ Oy

T T T T
= v, Ave + o Avs + vy Aoy, + o Ao,

=X+ 0B =34+0037").
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Alternativ uppgift 3. (16p) Formulera och bevisa en sats om konvergens av Newtons metod.
Se sats 1.11 1 kursboken



