Institutionen féor Matematik, KTH
Tentamen del 2

Numeriska metoder SF1545
9.00-12.00 16/1 2015

Inga hjdlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).

Rad for att undvika podngavdrag: Skriv l6sningar med fullstdndiga meningar och utforliga motiveringar.
Del 2 réattas om del 1 ar godkand.

Betygsgranser: D 10, C 20, B 30 och A 40 poéng.

Det finns tva alternativa uppgifter 3.

la. (5p) Formulera en finit differensapproximation av temperaturen w(z) i positionen x € [0, 1] i
en stav, som uppfyller virmeledningsekvationen

— L (k(z)Z(z)) = f(z), 0<z<1,
u(0) =0,
u(l) =0,
dér f(z) = x &r en given kéllfunktion och k(z) = 1+ &r en given konduktivitetsfunktion.
1b. (5p) Skriv ett Matlab-program for att l6sa problemet i uppgift 1a.
lc. (5p) Byt konduktiviteten k(x) = 14z mot den temperaturberoende konduktiviteten k(z, u(x)) =
1+ %f). Formulera en numerisk metod for detta ickelinjara problem (Matlab-program
behover inte skrivas).

la. Lat x, =nAz, n=0,1,2,...,N + 1 vara en indelning av [0, 1] ddr Az =1/(N + 1) och
approximera med differenskvoterna

u(Ty) = Up,
d Up4+1 — Up—1
dxu(xn) o 2Ax ’
d2 Un41 — 2un + Un+1
gz (n) = Ax?

FEkvationen kan skrivas
—k(x)u"(x) — K (x)u(z) = f(z), O0<zx<1

och differensapprorimationerna ger

_k(xn)unJrl — 2Up + Upy1

= K () T ey =1,2,3,..., N,
xXr

2Ax
Ug = 0,

uny1 =0,
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vilket kan skrivas

(1)

Azk' (z, Azk' (z,
_(k(xn> + %)urﬂrl + 2k($n>un - (k($n> - %)unl = A$2f<xn)7 n = 17 27 37 s
Uy = 0,
un41 =0,

dir k(xz,) =14z, och k'(z,) = 1. Ekvationerna i matrisform lyder Au = f ddr

Uy f(a1)Az?

uN flxn)Ax?
och
—(14+x,+Ax/2), m=n+1<N
2(1 + z,,), n=m
—(1+z,—Az/2), m=n—1>1
0, lm —n|>1.

Anm -

1b. Ett exempel pa matlabprogram dr

clear all
close all
N=100;
dx=1/(N+1);
u=zeros(N,1);
A=zeros(N,N);
F=zeros(N,1);

k=0(x) 1+x;
kp=0(x) 1;
f=0(x) x;

for n=2:N-1
x=n*dx;

A(n,n)=2xk(x);
A(n,n+1)= -k(x)-kp(x)*dx/2;
A(n,n-1)= -k(x)+kp(x)*dx/2;

F(n)=f(x)*dx"2;
end



A(1,1)= 2xk(dx);
A(1,2)= -k(dx)-kp(dx)*dx/2;

A(N,N)=2xk (N*dx) ;
A(N,N-1)=-k (N*dx) +kp (N*dx) *dx/2;

u=A\F;

plot(u)

le. Lat nu k(x) =1+ u(x)/10. Vi har k'(xz) = u/(x)/10 och far enligt (1) ekvationssystemet
F.,(u)=0, n=1,2,....N, wy=uyny =0 dar
un)unJrl - 2un + Up—1 1 (un+1 — Up—1
10 Ax? 10 2Ax
och ug = uns1 = 0. Jacobimatrisen har komponenterna

—(1 4+ up/10)/Ax* — 55 (Uni1/(282%) + Fup—y/(2A2%), m=n+1< N
a1 ) m=n

10
—(14 un/10)/Az? — L,y /(2027) + Gupi1/(2827%), m=n—-12>1
0, |m —n| >1

)2_f($n), n:1,2,...,N

/ —
an_

Newtoniterationerna uli] € RY med startgissningen u[0] = 0 € RY kan skrivas

ufi + 1] = uli] — (F'(u[z]))f

'F(uli]), i=0,1,2...

dir F(u) € RY dr vektorn med komponenterna F,,, n=1,...,N och F'(u) dr N x N matrisen
med komponenterna F!_ .

2a. (4p) Formulera en Monte Carlo-metod for att approximera integralen

1 2
/ e " dx
0

och skriv ett Matlabprogram som utfér approximationen numeriskt.
2b. (5p) Formulera Monte Carlo-metoden for att approximera

(2) /1 /1 /1 dl’ldl‘gdl'g
0 0 0 696% + e””g + exg

och skriv ett Matlabprogram som utfér approximationen numeriskt.

2c. (2p) Anta att det ricker med 1000 funktionsevalueringar i Monte Carlo-metoden for att ge ett
forvantat fel av storleksordningen 0.1. Hur manga funktionsevalueringar behévs ungefér
for att ge ett forvantat fel av storlek 10737
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2d. (4p) Formulera en numerisk metod for att approximera integralen (2) som inte bygger pa
Monte Carlo-metoden. Antag att 10* funktionsevalueringar ricker for att fa berikningsfelet
av storlek 0.1. Hur manga funktionsevalueringar behévs ungefar for att fa felet 10737

2e. (5p) Monte Carlo-metoden har en fordel jamfort med vanlig kvadratur vid integralberédkningar
i hog dimension. Motivera matematiskt varfor Monte Carlo-metoden ocksa har en fordel
nar integranden inte ar deriverbar.

2a. Lat X(n), n =1,2,3,..., N vara oberoende likformigt fordelade stokastiska variabler
e—(X(n))?
N

pa [0,1]. Da approzimerar medelvirdet 22721
Ett exempel pa matlabprogram dar

integralen.

N=100000;
I=0;
for n=1:N
x=rand;
I=I+exp(-x~2)/N;
end
display(’integral=’);
display(I);

2b. Lat X1(n), Xo(n),X3(n), n=1,2,3,..., N vara oberoende likformigt fordelade stokastiska
variabler pa [0,1]. Da approximerar medelvdrdet

N

N—l
Z eX1(n)? 1 eX2(n)? 1 oXs(n)?

n=1

: 1 1 rl daydzoda:
integralen —GHdris .,
g fo fO !O ez%+€z%+ez§ )
Ett exempel pa matlabprogram ar

N=100000;
I=0;
for n=1:N
x1=rand;
x2=rand;
x3=rand;
I=I+1/(exp(x172)+exp(x272)+exp(x372))/N;
end
display(’integral=’);
display(I);



2¢. Lat I := fo fo ! %. Vi har kvadraten av medelkvadratfelet

0 o1 +e”24e"3

N1
*=E[D — 1)
‘ [(nzl et + e%3 + e /]

(3) = iIE[( : =1y

9”1 —+ (33’2 + e%

2
I)d dzod
N/// e P10r0Es

—: C/N

si om € = 0.1 krdver N = 10%/3 har vi €2 = C/N och C = Ne* = 10% x 1072/3. Detta ger for
e=10"3att N = C/e* = 103°x1072x371 /107% = 107/3 och svaret blir 107 funktionsevalueringar.
2d. Gor en indelning (x1,x2,x3) = (nAx, mAx, kAx) dar

n=0,1,2,..., N,
m=20,1,2,..., N,
k=0,1,2,..., N.

Vi har da for f(xy,xq, x3) = 1/(633% + €% 4 ¢%3) integralapprozimationen

N—-1N-1N-1

/ / / f(x1, 29, w3)dx1drodrs = Z Z Zf (nAx, mAz, kAz)Az® + O(Ax)

n=0 m=0 k=0

och felet ¢ = O(Ax) =~ CAx ~ 0.1 Antal funktionsevalueringar dr N* = 10* sa N = 10*/3 =
1/Ax och vi far C = 0.1/Ax = 0.1 x 10*3. Detta ger for e = 107 att Ax = ¢/C = 1073/(0.1 x
10%3). Dd blir antal funktionsevalueringar N> = 1/Ax = (0.1 x 10*3/1073)3 = 10'°.

2e. Monte Carlo-metoden for approximation av fo x)dx ger kvadraten av medelkvadratfelet

(enligt (3) med I := fo r)dx)

1
Zf DN =17 = [(f@) - 17da/.
0
Felet for integration med Eulermetoden blir © varje intervall

/::"H f(x)dx — f(x,) Az = /Q:LH (f(x) = flzn))da
S G

xn+1
< max |/ (x — x,)d

Tn <y<xn+1

= max |f'(y)|Az?/2,

Tn<Y<Tpi1
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for nagot & mellan x,, och x,,1 bestimt av Taylors formel. Om f dr deriverar blir det globala

felet begrdnsat av
N-1
"(y)|Az?/2 < "(y)| Az /2
> g hax |f(y)lAa7/2 < max [f(y)|Az/

men om [’ inte dar begrinsad far vi ingen eller ligre konvergensfart. Monte Carlo-metoden
ddremot konvergerar om fol(f(x) —I)2dx dr begrinsad vilket det kan vara dven om f' ej existerar,
teex. f(x) =273 forx € (0,1) har f'(x) = —2=%3/3 och maxo<y<1 | f'(y)| = o0 men fol(f(x)—
I?dz = f01($_1/3 —3/2)%dr < .

3. Vinkelutslaget x(¢) vid tiden ¢ for en pendel med lingden L uppfyller

d?>x(t
CZE ) _ —%sinaz(t), 2(0) = 0,2°(0) = 1,

dar g ar gravitationskonstanten.

3a. (5p) Formulera Eulermetoden for att numeriskt bestdmma en approximation till z(t).

3b. (5p) Skriv ett Matlabprogram for Eulermetoden i uppgift 3a som bestdmmer en approxima-
tion i tidsintervallet [0,0], b > 0.

3c. (bp) Modifiera programmet i uppgift 3b sa att en approximation av periodtiden skrivs ut.
Periodtiden T" definieras av z(t + 1) = x(t), for alla t.

3a. Lat x1(t) = x(t) och x5(t) = 2'(t) da uppfyller X (t) = [ 28 } ekvationen

xo-[99]-[ 50, |

dt z5(t) 4 sin x4 (t)

Definiera f : R? — R fory = l ??jl } som
2

fly) = [ 4 gin(a) } :

2
Med At > 0 och indelningen t, = nAt, forn =0,1,2,..., och approximationen X (t,) ~ X, far
vi framat FEulermetoden

(X1 — X)) = f(X), n=0,1,2,...

- 2] =[]

3b. Ett exempel pa program dar
N=100;
TT=1;
dt=TT/N;
g=1;
L=1;



a=g/L;

X=zeros(N,2);
F=zeros(2,1);
t=zeros(N,1);

X(1,:)=[0;1];
t(1)=0;

for n=1:N-1
x1=X(n,1);
x2=X(n,2);

X(n+1,:)=X(n,:) + dt*[x2; -a*sin(x1)];
t(n)=(n-1)*dt;

end

t(n+1)=t(n)+dt;

plot(t,X(:,1));

3c. Vi kan bestamma periodtiden med den tid pendeln passerar x = 0 andra gangen efter
starten (eller dubbla tiden tills den passerar forsta gangen). Hdar dar ett exempel pa matlabprogram

clear all
close all
N=10000;
TT=10;
dt=TT/N;

X=zeros(N,2);
F=zeros(2,1);
t=zeros(N,1);

X(1,:)=[0,1];
t(1)=0;

forsta_perioden=0;
for n=1:N-1

x1=X(n,1);
x2=X(n,2);



X(n+1,:)=X(n,:) + dt*x[x2, -a*sin(xl)];
t(n)=(n-1)*xdt;

% if (x1<0 && forsta_perioden==0) Y%alternativ 1
A T=2%t (n) ;
pA forsta_perioden=1;
pA end
if( X(n,1)<0 && X(n+1,1)>0 && forsta_perioden==0) %alternativ 2
T=t(n);
forsta_perioden=1;
end
end

t(n+1)=t(n)+dt;
plot(t,X(:,1));
display(’periodtid=’);
display(T);

Alternativ uppgift 3. (15p) Formulera och bevisa en sats som relaterar det globala och lokala
felet for approximation av ordindra differentialekvationer med Eulers metod.



