Institutionen féor Matematik, KTH
Tentamen del 2

Numeriska metoder SF1545
8.00-11.00 10/4 2015

Inga hjdlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).

Rad for att undvika podngavdrag: Skriv l6sningar med fullstdndiga meningar och utforliga motiveringar.
Del 2 réattas om del 1 ar godkand.

Betygsgranser: D 10, C 20, B 30 och A 40 poéng.

Det finns tva alternativa uppgifter 3.

la. (9p) Antag att antalet fiskar y(¢) vid tiden ¢ i en population som fiskas med det konstanta
relativa uttaget o = 5/2 uppfyller differentialekvationen

y(t)=yt)(5-yt) —ay(t),0<t<T
Skriv en matlabfunktion som berdknar Eulerapproximationen av y, for givet begynnel-

sevarde y(0), tidsteg At och sluttid 7" (som &r heltalsmultipel av At), samt visar en figur
med approximationen.

1b. (5p) Modifiera programmet i uppgift la for att ocksa approximera det totala antalet fiskar
som fangas i tidsintervallet ¢ € [0,2] om y(0) = 2.

lc. (4p) Avgdr noggrannhetsordningen i At av resultatet i uppgift 1b och motivera svaret fran
teorin.

la. Ett exempel pa matlabprogram dar

function euler_fish(y0,dt,T)

%Eulerapproximation av y’=y(5-y)-ay i intervallet [0,T]
Jmed begynnelsvarde y(0)=y0, tidsteg dt och sluttid T
N=1+T/dt;

y=zeros(N,1);

t=zeros(N,1);

for n=1:N
t(n)=(n-1)*dt; %indelning
end
y(1)=y0;
a=b/2; hrelativt fiskeuttag
for n=1:N-1
z=y(n) ;

y(n+1)=z+dt*z*(5-a-z); ‘Eulerapproximation
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end
plot(t,y);
end

1b. Ett exempel pa matlabprogram dr

function Y = euler_fiske(y0,dt,T)

%Eulerapproximation av y’=y(5-y)-ay i intervallet [0,T]
Jmed begynnelsvarde y(0)=y0, tidsteg dt och sluttid T
%hoch total fangst Y=sum_{n=1}"{T/dt}ray((n-1)dt) dt
N=1+T/dt;

y=zeros(N,1);

t=zeros(N,1);

for n=1:N
t(n)=(n-1)*dt; %indelning
end
y(1)=y0;
a=b/2; hrelativt fiskeuttag
Y=0; hantal fangade fiskar
for n=1:N-1
z=y(n) ;
Y=Y+a*xzx*dt; %fangst per tidsenhet vid tiden t(n)
y(n+1)=z+dt*z*(5-a-z); ‘Eulerapproximation
end
plot(t,y);
end

le. Vi vet att Eulermetoden har noggrannhetsordningen O(At). For att ocksa uppskatta
noggrannheten i antalet fangade fiskar kan vi lata Y,, vara Eulerapproximationen av antalet
fangade fiskar upp till tiden ¢,,. Eulerapproximationen kan skrivas som systemet

Yni1 = Yn + Alyn(5 — a —yy)
Yn-‘rl =Y, + Atayn

som ar FKulerapproximationen av systemet
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med begynnelsevillkoret (y(0),Y (0)) = (2,0). Noggrannhetsordningen av denna approximation
ar O(At), sa felet 1 Y har ocksa denna ordning (detta géller &ven om integrationen skulle goras
med trapetsmetoden).

2a. (9p) Formulera en finit differensmetod for att approximera temperaturen u(x), i vinkelposi-
tionen x i en ring, som uppfyller
2
)
e o xzwu(m‘), 0 <z <2m,

och u(x + 27) = u(z) for alla x € [0, 27] samt fo% u(x)dr =1.

2b. (8p) Skriv ett matlabprogram for att bestimma approximationen i uppgift 2a.

2a. Lat z, = nAzx, n = 0,1,2,...,N wvara en indelning av [0,2n]| dir Ax = 27/N och

approximera med differenskvoten
d? Ups1 — 2Up + Uy
——u(r,) =~ ntl T !
dx Ax

Differensapprozimationen ger for f(x,) = e~ 5m@n)

Unp1 — 2un + Up—1

Ax?

= f(z,), n=2,3,...,N,

Up = UN+1,
<U1+U2—|—U3+...+'LLN)A£E: 1.

Ekvationerna © matrisform lyder Au = f ddr

_ - [ 1/Ax ]

u.l f(x9)Ax?
u=| : f=| f(xs)Az?
L UN i f(.iI:N)Aaj2 |
och

1, n=1,
1, n#1,ln—ml=1
-2 n=m#1

0, 1<n<N-1,lm—n|>1,
0, n=N,1<m<N —1,
1, n=N,m=1.




2b. Ett exempel pa matlabprogram dar

clear all
close all
N=100;
dx=2%pi/N;
x=zeros(N,1);
for n=1:N
x(n)=n*dx; ’% indelning
end
u=zeros(N,1);
A=zeros(N,N);
F=zeros(N,1);

f=0(x) exp(-sin(x));

for n=2:N-1
A(n,n)=-2;
A(n,n+1)= 1;
A(n,n-1)= 1;

F(n)=f (x(n))*dx*dx;
end
F(1)=1/dx;
F(N)=f (x(N)) *dx*dx;
for m=1:N
A(1,m)=1;
end
A(N,N)=-2;
A(N,N-1)=1;
A(N,1)=1;

u=A\F;

plot(x,u)

3.(15p) Betrakta problemet f(t) = u/(t), t € [0,1], och en approximation F av f med
differenskvoterna

n=012..N-1,
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givet funktionsvéardena U(t,) och indelningen ¢, = nAt, n = 0,1,2,..., N, dar N =
1/At. Antag att maximumnormen av storningen w av indata, U = u + w, r ||w||s &
1072, Maximumnormen defineras av ||w||oo = maxyep1) |w(t)|. Vad ar ett lampligt val
av At for att approximera f med F', om vi vet att ||u”]|, &r ungefar 27 Vad blir felet i
approximationen av f?

3. Vi har feluppskattningen
u(t, + At) — u(t,) + w(t, + At) — w(t,)

|F(tn) = f(tn)] = | AL — u/(tn)]
o ult, + A —u(t,) - (t) A w(t, + At) —w(t,)
= At - At |
< |u(tn + At) — u(t,) — u'(t,) At N w(t, + At) —w(t,) ]

- At [+ At
Taylors formel ger
u(t, + At) — u(t,) — u'(ty,)

At
| - | < oo rt/2,

medan
‘w(tn+At) —w(tn)| 2||w|| 0o
At - At
Ett lampligt val av At blir da det At som minimerar
2||wloo
Moo At/2 + ——=
o it2 + 20
vilket uppfyller
[u'lloe , lwllos
-2 =0
2 At? ’

med losningen At = \/4]|w||so/||t"]|o0 &~ 0.14 .

Alternativ uppgift 3. (15p) Formulera och bevisa en sats om konvergens for Newtons metod.



