INTEGRATION, MONTE-CARLO OCH BLACK-SCHOLES EKVATION
FOR OPTIONER

Avsikten med denna laboration ar att:

- berdkna integraler med tva olika metoder: Monte Carlo och kvadratur,

se forvantade varden av slumpvandring som differensmetoder,

studera ett exempel pa integrationsmetod i hog dimension,

ge exempel pa differentialekvationer med stokastiska data,

Ova pa numerisk integration, derivering, differentialekvationer, Monte Carlo metoden,
och Matlabprogrammering.

Laborationen handlar om deterministiska och stokastiska integrationsmetoder tillimpat pa
optioner. En europeisk saljoption ar ett kontrakt som ger mojligheten att silja en aktie for
ett fixt pris K vid en fix tid 7" i framtiden. Vardet f av optionen &r en funktion av nuvarande
aktiepris s och nuvarande tid ¢. Black-Scholes ekvation

Of(s,t)  Of(s,;t) | 0®sf(s,t) )
(0.1) ot s Os T D52 =rf(s,t) fort<TochseR

f(s,T) = max(K — s,0)

beskriver hur optionsvéirdet beror pa rdntan r € [0,00) och aktiens volatilitet o € [0, 00).
Merton och Scholes fick 1997 Riksbankens ”Nobelpris” for harledningen av denna ekvation
fran en precis matematisk beskrivning av en sjalvfinansierad riskfri portfolj utan arbitrage;
hérledningen bygger pa den "hedgning” som utfiardaren (banken) genomfor for att hantera
optionen. Kolla garna vad sjalvfinansierad riskfri portfolj utan arbitrage betyder.

Ett alternativt sitt att bestdmma optionspriset (i fallet » = 0) &r att rdkna ut det
betingande forvintade vardet f(s,t) = E[max(K —Sr,0)|S; = s] dar S 16ser den stokastiska
differentialekvationen

(0.2) dS; = oS;dW.
som kan tolkas som gransvardet av Eulermetoden
S((n+1)A7) = S(nAT) + 0 S(nRAT) AW,

dar (AW, ..., AW, ...) ir oberoende stokastiska variabler som alla &r normalférdelade med
vintevirdet noll och variansen At. I hég dimension, d.v.s. om S(t) € R® for d > 1, ér det

ofta mer berdkningseffektivt att anvanda Monte Carlo alternativet.
Hér foljer en kort motivering varfér véntevardet av den stokastiska 16sningen E[max (St — K,0) | St = s] 16ser den determin-
istiska Black-Scholes ekvation. Lat oss betrakta slumpvandringsapproximationen

(0.3) Xni1 — Xn = aAW,

dér (AW, ..., AW,,...) ir oberoende stokastiska variabler och AW;, = ++/A7 med sannolikheten 1/2 och a > 0 &r en konstant.
Da uppfyller vantevardet f7 = E[g(Xn) | Xn = maVv Ar7] differensekvationen
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eftersom X, kan ga fran mav AT till (m £ 1)avV/ AT med sannolikhet 1/2 pa ett tidsteg. Denna differensekvation kan skrivas

A,;LL+1 —f" o fnt+1l _ 2 m+1 +]En+1

m + 047 m—+1 m m—1 -0
AT 2 (aVAT)?
vilket ar en approximation av
0 a? 92
af(ﬂ?,t)-‘r?@f(ai,t):o, t<’1—'7 z€eR

f(z,T) =g(x), x € R.
Vi ser att det forvantade vardet av diskreta slumpvandringen uppfyller en differensekvation, som approximerar virmeledningsekvationen.
Pa liknande sétt approximerar den stokastiska differentialekvationen (0.2) Black-Scholes ekvation (0.1) med r = 0, vilket kan
generaliseras till » > 0.

Del A 1. Integration av en funktion f : [0,1] — R kan goras pa olika sétt: med hjilp
av kvadratur, t.ex. med trapetsmetoden eller med slumptal och Monte Carlometoden. Lat
f:10,1] — [0,00) vara hojden av en kurva. Arean fol f(z)dz kan tolkas som den férvantade
hojden E[f(X)] om positionen X &r slumpmaéssig och likformigt foérdelad pa [0, 1].

Skriv ett Matlab program som bestammer arean fol(l +2)"'dx med hjalp av slumphdjder.
Implementera ocksa trapetsmetoden och jamfor de bada metoderna med avseende pa berakningsarbete
for givet fel.

Del A 2. Bestam med hjalp av Monte Carlo metoden priset pa en kopoption

max(Sr[n| — K, 0)
N

N
E[max(Sy — K,0) | So = s] ~ Y
n=1

och anvand att
(0.4) Srin| = e~ T/2+oWrlnl g

dér (Wr[1], ..., Wr[N]) &r oberoende och Wr[n| dr normalférdelad med véntevéardet noll och
variansen 7'. Vi kan verifiera (0.4): definiera

Agn _ Sn+1 - Sn

— = = ocAW,.
Sn Sn
Taylorutveckling ger
~ ~ Snt1 AS,.  AS, 1,AS, ., S o2 3/
log Spy1 — log Sy = log 2252 = log(1 + —2) = == — 2 (= =AW, — — AT+ O(AT
og Sp+1 — log 8 % 0g(+5n) z. 2(Sn)+ o 5 AT+ O(ATY7)
och
~ ~ N-—1 _ _ N—1 B o2 o2
log Sy —log So = > (log Sp41 — log Sn) = (UAWn - AT+ O(AT3/2)) = oX(NAY 7T + O(ATY?)
n=0 n=0

dar X(NAT) ar slumpvandringsprocessen (0.3) med « = 1, som har vantevirdet noll och variansen T och i gransen nar At gar
mot noll blir den normalférdelad enligt centrala gransvardessatsen.

Del A 3. Bestam med hjalp av Monte Carlo metoden priset pa en regnbags-kop-pa-max-
option

E[max (max (Sl(T), SQ(T)) — K, O), ‘ 51(0) = 51, SQ(O) = So
och anvand att
) )
Si (T) — e ° T/2+UW’(T)SZ-

dar Wi (T') och Wy(T) &r oberoende och bada &r normalférdelad med véntevirdet noll och
variansen T'. Generalisera exemplet fran dimension tva till hogre dimension och undersok hur
berdkningsfelet vixer med dimensionen.
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Del B 4. Lat r = 0. Motivera, t.ex. med hjélp av Taylors formel, varfr f(m, n) definerad
av

f(m,n) — f(m,n—1) N o2m2(As)? (f(m+1,n) — 2f(m,n) + f(m — 1,n))
(0.5) At > (As)?

f(m, N) = max(K —mAs,0)
approximerar f(mAs,nAt) i Black-Scholes ekvation for heltal m och n dar n < N och
NAt =T med (sma) positiva reella tal At och As.
Del B 5.) Skriv ett Matlabprogram som léser Black-Scholes ekvation (0.1) for r = 0 med
hjalp av differensmetoden (0.5). Du behdver ange begynnelsedata motsvarande
f(s,T) = max(K — s,0).
Du behover ocksa reducera s till ett andligt intervall

51 < mAs < s9

=0

och bestamma approximativa virden for f(si,t) och f(sy,t) for alla ¢ € [0,T]: motivera
varfor

f(0,t) =K

flaK,t) =0

kan vara lampligt for ett stort viarde pa a. Valj T = 1, ¢ = 0.2 och K = l.zsx3 och
bestam f(K,0), dar x; € {0,1,2,...,9} och K = l.xoxs &r decimalutvecklingen relaterad till
fodelsedagen for nagon i gruppen sa héar: 31:a maj: zixor3ry = 0531. Testa hur As, At och
a ska valjas for att felet ska bli mindre &n 1 procent.



