SF1545 Laboration 1 (2015): Optimalt sparande

Avsikten med denna laboration ar att:

- snabbt komma igang med traning pa matlabprogrammering (uttnyttja garna alla schemalagda
laborationstillfallen),

- l6sa ett optimeringsproblem med en differentialekvation som bivillkor,

- repetera och hantera metoden med Lagrangefunktioner for att 16sa optimeringsproblem med
bivillkor

- studera ett exempel nar en differentialekvation anvands for att bestdmma koefficienter i ek-
vationen, d.v.s. losa ett inverst problem,

- Ova pa numerisk approximation, ekvationslosning, optimering och Matlabprogrammering.

Frank P. Ramsey skrev 1928 uppsatsen ” A Mathematical Theory of Saving” [The Economic Jour-
nal, vol 38 (1928), 543-559] dér han besvarar fragan hur mycket av inkomsten som en nation ska
spara, genom att 16sa foljande optimeringsproblem. Betrakta en ekonomi med kapitalet X (¢) och
konsumtionen «(t), vid tiden ¢, och anta att produktionen ges av f(X(t)), for en given funktion
f:R—=R, saatt ;

5 X (1) = f(X(?) —al), (1)
vilket betyder att produktionen f(X(¢)) dr uppdelad i konsumtion «(t) och investering dX (t)/dt.
Anta att X(0) = zg ar ett givet begynnelsekapital. Fragan &r hur mycket nationen ska spara. Hog
konsumtion idag &ar attraktivt men leder via (1) till lag investering. Anta att samhiéllet varderar
konsumtionen med en given nyttofunktion U : R — R som ar strangt viaxande, strangt konkav
och begriansad uppat, d.v.s. lim, o U(a) = Uy € R och for alla a € R géller U'(a) > 0 och
U"(a) < 0. Detta antagande betyder att manniskor med hég konsumtion varderar en given dkad
konsumtion lagre &n manniskor med lag konsumtion. Ramsey bestdmmer den konsumtionsfunktion
som funktion av X, @ : R — R med a(t) = &(X(t)), som minimerar onyttan U := Uy, — U ver

tiden o
/0 0 (a(t))dt (2)

dér X och « l6ser (1) med givet startkapital X (0) = xo. Variabelbytet ¢ — X(¢) ger dt =
dX/(f(X) — &(X)) och onyttan

* - _ [ Ulax))
|, tetna= [ i

Man kan minimera detta uttryck med avseende pa funktioner & men det ar enklare att minimera
en diskret approximation

e Ulan)
min ;—f( ———AX (3)



med avseende pa vérden &, som approximerar &(X,), dir X,, = nAX forn=10,1,2,... .

Laborationen har tva delar: alla uppgifter A1, A2 och B1 till B5 redovisas muntligt den 8/10 och B-
uppgifterna redovisas ocksa skriftligt i rapporten, som ldmnas senast den 17/11, d.v.s. uppgifterna
A1 och A2 redovisas bara muntligt och de andra bade muntligt och skrifligt.

Del A 1. Lat X'(t) = f(X(t)) —&(X(t)) med produktionsfunktionen f(X) = X +X?/5, ¢ € [0,1]
och begynnelsedata X (0) = 1. Skriv ett matlabprogram som loser denna differentialekvation med

Eulers metod ¥ v
%;n:f(Xn)_d(Xn) n:07172"'.N_1’

dér X,, ar en approximation av X (nAt) med tidsteget At = 1/N, for olika val av konsumtions-
funktionen & : R — R. Visa figurer med Eulerapproximation av funktionen X : [0,1] — R for
a(X) = f(X)/2, a(X)=1/2, &(X) = 0 och lampligt val av tidsteg At. Vad blir vérdet av nyttan
fol U(a(X(t))dt om nyttofunktionen ar U(a) = —1/a? I uppgift B4 formulerar vi en metod att
bestamma den optimal konsumtionsfunktionen for en given nyttofunktion med andlig tidshorisont.

Del A 2. Den implicita Eulermetoden for problemet i uppgift Al lyder

Xn+1 - Xn
At

Skriv ett matlabprogram for implicita Eulermetoden dér f(X) = X + X?/5 och a(X) = 2f(X)
med Xy = 1 baserat pa

:f(Xn+1) _&(Xn—i—l) TLZO,].,Q,...N— 1.

a) fixpunktiterationer (utan att anvianda f'),
b) Newtoniterationer (som &r en slags fixpunktiteration).

Betrakta modellen

dar A\ ar en positiv konstant. Visa att

Xni1 = (1 = MAY) X, for explicita Eulermetoden,
Xp+1 = X,/(1 + AAt) {6r implicita Eulermetoden,
X((n+ 1)At) = e "X (nAt) for den exakta l3sningen.

Vi har limy_,, X (t) = 0. Vad géller for explicita och implicita Eulermetoderna nir n — oo och At
ar fixerad? Implicita Eulermetoden kréver nagot mer arbete per tidsteg (och att implementera)
an explicita Eulermetoden. Ungefar hur manga iterationer per tidsteg kravs. Har den implicita
metoden nagon fordel jamfort med den explicita?



Del B1. Motivera varfor en minimipunkt & = (&g, &1, @o, . ..) till (3) satisfierar

o Ula)

0= =0,1,...
Oen F(X0) — a0
och visa att det leder till ~
_ U(dm)
X,) —a, =—= , 4
FX,) s (@)

vilket ar Ramseys regel for sparande ”the rate of saving multiplied by the marginal utility of money
should be equal to the amount by which the total net enjoyment falls short of the possible rate of
enjoyment”.

Del B 2. Skriv ett Matlabprogram for minstakvadratmetoden och bestam den produktionsfunk-
tion f(X) = aX + bX? som bist approximerar foljande produktionsvirden f(0) = 0, f(0.5) =
0.52, f(1) = 1.09, f(1.5) = 1.75, f(2) = 2.45, f(2.99) = 3.5, f(3) = 4.0 .

Skriv ocksa ett Matlabprogram for polynomapproximation och jamfor minstakvadratmetoden med
att interpolera ett polynom som antar dessa varden. Uppskatta felen i bada metoder. Vad &r din
slutsats om val av approximationsmetod?

Del B 3. Ramsey ger foljande skattning av nyttofunktionen: U(150) = 2,U(200) = 3,U(300) =
4,U(500) = 5,U(1000) = 6,U(2000) = 7,Uy = 8, déar 150 &ar familjearskonsumtionen i pund.
Bestam en approximation av U som har positiv derivata, t.ex. genom att ansétta

1/U(&) = 1/8 + a/a (5)
eller
U(d) =8 —ad (6)

och anvanda minstakvadratmetoden. Vilken ansats ar bast? Vad leder polynomapproximation av
U till?

Malet &r nu att bestdmma konsumtionen som funktion av kapitalet, &(X). Med hjéalp av (4) bestdms
produktionen f(X) som funktion av konsumtionen & och din skattning av U i fall (6). Anvénd
sedan din skattning av f(X) for att bestimma funktionen &(X). Antag sedan att nyttofunktionen,
U(@), och nyttofunktionens derivata, U’(&), bada har 10% relativa fel. Hur stort blir det maximala
relativa felet ungefér for bestdmningen av funktionen &(X)?

Sparande med andlig horisont

Ett relaterat sparproblem med &ndlig tidshorisont 7" kan formuleras som en model for ett eget
foretag med kapital X, produktion f(X), loneuttag o och mojlig forséljning vid T. For ett givet
tidsintervall [0, 7] &r problemet att bestimma l6neuttaget (d.v.s. konsumtionen) a: [0, 7] — R sa
att nyttan

/0 U (a(t))dt + g(X(T)) (7)

3



maximimeras, dar X och « léser (1) och g : R — R &r en given nyttofunktion for sparat kapital
vid tiden T, t.ex. fran forsdljning, som uppfyller ¢’(X) > 0 och ¢"(X) < 0.

Del B4. Vi ska 16sa optimeringsproblemet (7) numeriskt med hjélp av Eulers metod
XnH:Xn—i—At(f(Xn)—an), n=20,...,N —1, (8)

dér (X, a,) approximerar (X (nAt),w(nAt)) med tidsteget At = 1/N och Xy = wy &r ett givet
startkapital.

Malet ar att maximera nyttan

i

max (Y U(a,)At + g(Xy))

acRN
n

Il
o

med bivillkoret (8). Lagranges metod &r anvindbar for att studera maximering med bivillkor
och ger en formulering av optimering med bivillkor som liknar villkoret att gradienten blir noll
i optimering utan bivillkor. Repetera garna avsnittet om Lagranges metod fran kursen analys i
flera variabler. Lagrangefunktionen, som beror pa X, a,, och Lagrangemultiplikatorerna A, € R,
n=1,...,N, definieras av

N-1

L(X,a,) == Y Ulan) At + g(Xy) - ZAW< w1 — X — At(F(X,) —an)>

n=0

dir X = (zo, X1,...,Xn) € RN a = (ag,...,any_1) € RV, X = (\,..., \y) € RY. Visa att
Lagrangefunktionen satisfierar

oL

8)\ (X « )\) Xm— mfl—At(f(mel)—Oémfl), m = 1,...,N,
oL ,

% (X, A) = (U'(an) — Apy1)At, n=0,...,N—1,

oL oL

8Xn(X’a7)\) =X+ N H AL (X)) Ay, n=1,...,N—1, Xn — (X, a,\) = ¢ (Xn) — My

Lagranges metod visar att i en punkt (X*, o*) dér nyttan, Zg;ol U(a,)At + g(Xy), dr maximal



med (8) som bivillkor, finns A = A\* € RY som uppfyller

oL

aT(X*,CY*,)\*>:O, mzl,...,N,
oL

5 (X", a",\")=0, n=0,...,N—1,
Qp,

oL

E)e (X", 0", A")=0, n=1,...N

d.v.s. gradienten av Lagrangefunktionen &r noll i punkten (X*, a*, A*). Vi far da ekvationssystemet
A1 =U'(a), n=0,...,N—1,

)\n = An+1+Atf,(Xn))\n+1, n = 1,...,N— ]_7 )\N :g/(XN)
Xnt1 =X, + At(f(X,) —an), n=0,...,N—1, X,=u.

Lat nyttofunktionen vara U(a) = —2a~2/3. Visa att detta ger ay, = (A\ys1) >/ forn =0,..., N—1.
Det ickelinjara systemet

)\n = >\n+1 + Atf/<Xn))\n+1, n = 1, e N — 1, )\N = g/(XN)
1 (9)

_>\3T)’ n:O,...,N—l, X():ZE(),
n+1

Xop1 = X, + At(f(Xn)

har begynnelsevirdet X, = xg for kapitalet och slutvardet Ay = ¢'(Xy) for Lagrangemultiplikatorn,
vilket betyder att systemet inte ar ett begynnelseviardesproblem dar det racker att stega fram
varden fran begynnelsedata. Istdllet behovs iterationer for att losa systemet, som for ickelinjara
randvéardesproblem. Systemet kan i vissa fall 16sas med iterationerna

Xn[0l=29, n=0,...,N,
Anli] = Mg [i] + AL (Xn[i)Angali], n=1,...N =1, Ay[i| = ¢ (Xn]i])

A2 ]

for i = 0,1,2,... . Har & X,[i] kapitalet vid tiden nAt for iteration nummer i. Om vektorerna
X[i] = (Xolt], Xu[i], ..., Xn[i]) och A[i] = (Ai]i],..., An[i]) konvergerar nér ¢ — oo sa erhalls
systemet (9).

Skriv ett Matlabprogram som l6ser systemet (9), t.ex. med iterationerna med [i] ovan.
Exempel pa programidé (egna andra losningar far gérna anvéndas):
e bilda en vektor vars N + 1 komponenter lagrar kapitalet X vid tiderna 0, At, 2At, ..., NAt,

>



e bilda en till vektor med N + 1 komponenter for att lagra uppdatering av kapitalet och

e bilda en vektor med N komponenter for att lagra Lagrangemultiplikatorvardena vid tidpunk-
terna At,2At, ..., NAt.

e Ge vektorn med kapital lamplig startgissning for alla tider.

e Lat ditt program ha en yttre slinga for att hantera iterationerna (indicerade med [i] ovan)
och tva inre slingor (indicerade med n ovan).

e Den forsta inre slingan stegar bakat i tiden och ger Lagrangemultiplikatorn varden med start
Av = ¢ (Xy) vid t = 1 och slut A\; vid ¢ = At, med hjélp av andra raden i ekvationen ovan
(dvs forsta raden i (9) som anvinder vérden pa kapitalet).

e Den andra inre slingan stegar sedan uppdaterade kapitalvardet framat i tiden fran X, = 1
till sista viardet Xy, med hjilp av tredje raden i ekvationen ovan (som anvénder Lagrange-
multiplikatorn).

e Efter att bada inre slingor gjorts bestams normen av skillnaden av kapital och uppdaterat
kapital, sedan uppdateras kapitalet och slutligen testas om kapitalvardet dndrats tillrackligt
lite for att avsluta den yttre slingan.

Studera iterationernas konvergens/divergens och formulera ett lampligt stoppvillkor. Vad blir
losningen kapital X,, och konsumtion «,, vid tidpunkterna ¢, = nAt for n = 0,..., N — 1, och
g(X) = 2V/X,T = 1,29 = 1 och alternativen f(X) = X, f(X) = X + X?/10 och f fran uppgift
B2?

Del B 5. Beskriv de felkallor din 16sning av optimalt sparande har och jamfor felens storlek. Ar
stora konditionstal inblandade? Gor garna experimentell storningsanalys.



