Institutionen féor Matematik, KTH

Tentamen del 2
Numeriska metoder SF1545
8.00-11.00 16/3 2016

Inga hjdlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).

Rad for att undvika podngavdrag: Skriv 16sningar med fullstdndiga meningar och utférliga motiveringar.
Del 2 rittas om denna tentamens del 1 dr godkind (godkédnd KS ricker ej).
Betygsgranser inklusive bonuspoing: D 10, C 20, B 30 och A 40 poéng.

Det finns tva alternativa uppgifter 2; bara en av dem far ldmnas in.

1. Utb6jningen w;(x) i positionen z av en strang uppfyller egenvérdesproblemet

(1) ’

dér A\; € R &r egenvérdet med tillhérande egenfunktion w; : [0,1] — R, for j =1,2,3,. ...

la. (10p) Formulera en finit differensmetod och ett egenvirdesproblem for en matris som ap-
proximerar egenvardesproblemet (1).

1b. (10p) Skriv ett Matlabprogram som utfoér approximationen i uppgift la och skriver ut en
approximation av Z;; )\]-_2. Du far anvinda matlabrutinen eig diar kommandot help eig ger
utskriften

eig Eigenvalues and eigenvectors.

E = eig(X) is a vector containing the eigenvalues of a square matrix X.

[V,D] = eig(X) produces a diagonal matrix D of eigenvalues and a full matrix V
whose columns are the corresponding eigenvectors so that X*V = VxD.

la. Gor indelningen z, = nAz, n = 0,1,2,...,N + 1, med Ax = 1/(N + 1), och finit
differensapproximationerna

A~ )\j,
U, > U (X)),
Un41 — 2Un + Un+1 —~ o

(Ar)? ~ i (xy,).
1




2

FEkvationen (1) approximeras dda av

Un+1 — 27)71 + Un+1

+ermv, = A, n=12....N,

(Ax)?
Vg = O,
'UN+1 = 0,
som kan skrivas som egenvdrdesproblemet
Av=M\v
med N x 1 egenvektorn
U1
v =
UN
och N x N matrisen
ﬁ + €$n7 n = ma
A = j%f, In—m| =1,
0, annars.
Vi har egenvdrdesekvationen
(A—M)v =0,

ddr \ och v dr obekanta, som bestims analytiskt av det(A— \I) = 0 och numeriskt enligt uppgift
1b. Matrisen I ar N x N enhetsmatrisen.
1b. Ett exempel pa matlabprogram dr
N=100;
dx=1/(N+1) ;

A=zeros(N,N);
V=zeros(N,N);
D=zeros(N,N);

for n=2:N-1
x=n*dx;
A(n,n)=2/dx"2+exp(x);
A(n,n+1)=-1/dx"2;
A(n,n-1)=-1/dx"2;
end
A(1,1)=2/dx"2 + exp(dx);
A(N,N)=2/dx~2 + exp(Nx*dx) ;
A(1,2)=-1/dx"2;
A(N,N-1)=-1/dx"2;



[V,D]=eig(A);

s=0;

for n=1:N
s=s+D(n,n) "~ (-2);

end

display(s)

2a. (7p) Fungerar Eulers metod for att approximera funktionen y(z) = (4%)5/ 4 som 16ser begyn-

nelseviardesproblemet

)1/5, x>0,

y(z) = (y(x)
y(0)=07

Motivera ditt svar.

2b. (8p) Formulera en numerisk metod som approximerar losningen till

(@) = (y(x)"", 0<z<5/4,
y(5/4) = 1.
2a. Indelningen x,, = nAx, med Az > 0, och approximationen y, ~ y(x,) ger Eulers metod

3/0:0,

= yo + Azyy®

och ypi1 = yn+Axyi/5 medfor att allay, =0,n=20,1,2,.... Viseratty, = 0 inte approzimerar

(42, /5)Y° for alla n.
2b. Indelningen x, = nAx,n=1,2,..., N, med Ax = 1/N, och approximationen
Yn = y($n),
Yn — Yn-1 ~ o
Yn = 17
Yn —Yn-1 _ 1/5 ~N.N—1 )
A:L’ yn 9 n 9 AR 9

ger den explicita metoden
Yn = 17
Yn1=tn — Azyt5 n=NN-1,...,2
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Alternativ uppgift 2. (15p) Formulera och bevisa en sats om konvergens fér Newtons metod.

3a. (bp) Formulera en Monte Carlometod som approximerar arean innanfor ellipsen

2

T 2
i -1
1 Y

genom att generera likformigt fordelade slumptal i rektangeln [—2,2] x [—1,1].

3b. (10p) Skriv ett matlabprogram som utfér approximationen i uppgift 3a.
3a. Lat x,, och y,, n=1,2,..., vara oberoende likformigt fordelade stokastiska variabler, ddr
Xy, ar likformigt fordelad pa [—2,2] och vy, dar likformigt fordelad pa [—1,1]. Definiera funktionen

f(x,y)Z{

En Monte Carlo approximation av ellipsens area ges av

A, L1
A_ = Z Nf(xm yn)
r n=1

dir Ae dar en approximation av ellipsens area och A, = 8 dar arean av rektangeln [—2,2] x [—1,1].
3b. Ett exempel pa matlabprogram dr
N=10000;
s=0;
for n=1:N
x=4xrand-2;
y=2%rand-1;
if (x*kx/4+y*y-1 < 0)
s=s+8/N;
end

2 2
L, om % +y <1,
0, annars.

end
display(s)



