1. Analys av ett resistansnatverk med hjalp av kvadratisk optimering

Krister Svanberg, 4 dec 2003.

I detta avsnitt ska vi analysera ett givet resistansnétverk bestaende av fem stycken noder,
numrerade fran 1 till 5, samt sju stycken ldénkar mellan vissa par av noderna.

En lank som forbinder noderna ¢ och j, dar i < j, betecknas (1, ).

Det nétverk vi ska analysera bestar av foljande méangd av lankar:

L£={(1,2), (1,3), (2,3), (2,4), (3,4), (3,5), (4,5)}.

Pa varje lank (i, j) € £ sitter ett motstand med en given resistans R;; (Ohm).

Antag nu att vi skickar strommen 1 (Ampere) genom nétverket, fran noden 1 till noden 5.
Detta fororsakar lankstrommar z;; (Ampere), i de olika linkarna. Om strommen i lank (i, 5)
ar riktad fran nod ¢ till nod j sa &r z;; > 0, medan om strommen i lénk (7, ) &r riktad fran
nod j till nod 7 sa &r x;; < 0.

Vi ska hér visa att dessa lankstrommar kan erhallas som losningen till ett visst kvadratiskt
optimeringsproblem.

Till att borja med har vi foljande fem villkor fér strombalanser i de olika noderna:

1 = =x19+ 213 strom in till nod 1 = strém ut fran nod 1

T12 = 93+ Toyg strom in till nod 2 = strom ut fran nod 2

T13 +T93 = X34 +x35 strom in till nod 3 = stréom ut fran nod 3
Tog + X34 = X45 strom in till nod 4 = strom ut fran nod 4
T35 +x45 = 1 strom in till nod 5 = stréom ut fran nod 5

Detta kan kortfattat skrivas Ax = b, dir x = (212, 213, T23, T24, T34, T35, T45) ',
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Men detta ekvationssystem har odndligt manga l6sningar, s& det racker inte for att bestdmma
x entydigt. Vi maste ocksa anvanda oss av Ohms lag som séger att spanningsfallet 6ver ett
motstand ges av produkten av resistansen och strommen genom motstandet.

Vi ansétter dirfor (obekanta) nodpotentialer u; (Volt) i de olika noderna.
Spanningsfallet s;; (Volt) pa lanken (i, j) € £ ges da av s;; = u; — u;.
Detta kan skrivas s = ATu, dir s = (s19, 513, 523, 524, 534, 535, 545) ',

u = (u1, ug, us, ug, us)', och dir A #r samma matris som ovan!

Vi behover ytterligare en uppséattning villkor, namligen det ovanndmnda sambandet mellan
spanningsfall och strom, dvs Ohms lag, som séger att s;; = R;jz;; for alla (i, j) € L.
Detta kan skrivas s = Rx, dér R &r en diagonalmatris med diagonalelementen R;;, (i,7)€ L.



Sammanfattningsvis har vi foljande samband: Ax=b, s = ATu och s=Rx.

Har kan vektorn s elimineras, varefter vi far féljande ekvationssystem i x och u:

Rx — ATu = 0

Ax b (1.1)

Eftersom matrisen R &r positivt definit sa ar ovanstaende ekvationssystem ekvivalent med
foljande kvadratiska optimeringsproblem under linjéra bivillkor (se exempelvis avsnitt 12.2 i
Grona héftet):

minimera %XTRX

o (1.2)
da Ax=Db.

Bland alla vektorer x som uppfyller strombalansvillkoren Ax = b sa véljer alltsa naturen

den vektor x som minimerar den kvadratiska funktionen %XTRX. Denna malfunktion kan

tolkas som (halva) totala effektforlusten, ty x' Rx = Z Rijx?j.
Vi antar for enkelhets skull att R;;=1 for alla (i,j)€ L, sa att R =1 = enhetsmatrisen.

Forst 16ser vi optimeringsproblemet (1.2) genom att l6sa ekvationssystemet (1.1).
Ur Rx — ATu = 0 (med R = I) erhalls att x = ATu, som insatt i Ax = b ger oss
ekvationssystemet AATu = b.
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Gauss-Jordans metod ger efter nagra radoperationer att 16sningarna till AATu=b

ges av u = (8/7, 5/7, 4/7, 3/7, O)T +t- (1,1, 1,1, 1)7, dér ¢ &r ett godtyckligt reellt tal.
Fér samtliga dessa 16sningar giller att x = ATu = (3/7, 4/7, 1/7, 2/7, 1/7, 4/7, 3/7)T.
Lankstrommarna x;; ar alltsa entydiga trots att inte nodpotentialerna u; ar det.

Nu l6ser vi i stéllet optimeringsproblemet (1.2) med hjélp av en nollrumsmetod.
Gauss-Jordans metod pa ekvationssystemet Ax = b, ger att en tillaten 16sning ges av

% =1(0,1,0,0,0,1,0)T, medan en bas till underrummet A'(A) ges av de tre vektorerna
z1=(1,-1,1,0,0,0,0)7, 20 =(-1,1,0, -1, 1,0, 0)T och z3 = (1, -1, 0, 1, 0, =1, 1)T.
Lat matrisen Z ha dessa tre basvektorer till kolonner, dvs Z = [zl Zo 73 }

Direfter bestims vektorn v ur ekvationssystemet ZTRZv = —Z'x, dir
3 -2 2 -1 1/7
Z'RZ=Z"Z=|-2 4 -3 |ochZ™x= 1 |, med l6sningen v = | 1/7
2 -3 5 -2 3/7

Slutligen erhalls den optimala l6sningen till problemet (1.2) ur
x=X+2Zv=(3/7,4/7,1/7, 2/7, 1)7, 4/7, 3/7)T.



