Svar till tentamen i 5B1760 Linjar och kvadratisk optimering,
19 december 2002.

Uppgift 1.(a)

Lat a; och as beteckna kolonnerna i den givna matrisen A.
Vi ska bestdmma, tva ortonormala vektorer q; och qs som spanner upp samma,
underrum som aj och as. Gram-Schmidts metod ger att:

pi=ar och qi=pi/|pi|=(3 3 3)T
p2=ay—(qlag)-q1=(022)T—2-(3 2 1)T=(-
Q2 = p2/|p2| = p2/2=(-5 5 3)".

Nu ar a; = |p1|-q1 =3-q; och
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a2:(an2)'Q1+|p2\'Q2:2~q1+2-q2.

Detta innebéar att

2 2
20 303 3 2
A=|2 2|=|2 1 [0 2]:QR
1 2

Uppgift 1.(b)

Forst LU-faktoriseras den symmetriska matrisen H utan nagra radbyten. Om déarvid alla
diagonalelement i U blir > 0 sa #r U = DLT, dér diagonalelementen i diagonalmatrisen D
bestar av diagonalelementen i U, varvid H = LDLT &r positivt definit.

10 0 00 1-1 0 0 0
01000 -1 2 -1 0 0
Startamed L=I=]0 0 1 0 0| och U=H-= 0-1 2 -1 0
00010 0O 0 -1 2 -1
0 0001 0O 0 0-1 2

Utfor sedan Gausselimination pa U, dvs radoperationer som 6verfor U till en uppat triangulér
matris, genom att upprepat dra lampliga multiplar av en rad fran raderna nedanfor.
De anvanda multiplarna bygger upp den nedat trianguléra matrisen L.

Drag forst —1 ganger forsta raden i U fran andra raden i U (dvs addera rad 1 till rad 2).

1 00 00 1-1 0 0 O

-11 0 0 0 0 1 -1 0 O

Det ger L = 001 00| och U=|0-1 2 -1 0
00010 0 0-1 2 -1

0 0001 0 0 0-1 2



Drag sedan —1 ganger andra raden i U fran tredje raden i U (dvs addera rad 2 till rad 3).

1 0000 1-1 0 0 O
-1 1 0 0 0 0 1 -1 0 0
Det ger L = 0-11 00 och U=]10 0 1 -1 0
0 0010 0 0-1 2 -1
| 0 0 0 0 1 0 0 0-1 2
Drag sedan —1 ganger tredje raden i U fran fjarde raden i U (dvs addera rad 3 till rad 4).
1 0 0 0 0 1-1 0 0 O
-1 1 000 0 1 -1 0 0
Det ger L = 0-1 1 0 0] och U=]0 0 1 -1 0
0 0-1 10 0 0 0 1 -1
0 0 0 01 0 0 0-1 2

Drag sedan —1 ganger fjarde raden i U fran femte raden i U (dvs addera rad 4 till rad 5).
1 0 0 00 1 -1 0 0 0

-1 1 0 00 0 1 -1 0 0
Det ger L = 0-1 1 00 och U=(0 0 1 -1 O
0 0-1 10 0 0 0 1 -1
0 0 0-11 0 0 0 0 1

Dérmed har vi beréknat L och U. Eftersom diagonalelementen i U blev > 0 sa “lyckades”
LDLT-faktoriseringen.

1 0 0 0 O 100 00
-1 1 0 0 O 01000
Vi har att H=LDLT, dir L = 0-1 1 0 0] och D=]0 0 1 00
0 0-1 1 O 00010
0 0 0-1 1 0 00 01
Uppgift 1.(c)
Det duala problemet D kan skrivas:
maximera 6y; + 6y2 + Ty3
da  y1 + w2 + 2y3 < 5
21 + y2 + ys < 3
v+ 2y + yz < 4
Y1 > 0
Y2 > 0
ys > 0

Enligt dualitetssatsen géller att X och ¥ &r optimala losningar till P resp D om och endast
om % uppfyller alla bivillkoren i P, § uppfyller alla bivillkoren i D samt c'%* =b'¥.

Med % = (2 2 1)T far vi genom insittning att alla 6 bivillkoren i P blir uppfyllda.

Med ¥ = (0 1 2)T far vi genom inséttning att alla 6 bivillkoren i D blir uppfyllda.
Slutligen &r c'* =5-2+3-24+4-1=20, medan b'y =6-0+6-1+7-2 = 20.
Pastaendet var alltsa korrekt.



Uppgift 2.

Vi har har ett QP-problem pa formen: minimera %XTHX +c’x da Ax=Db,

1 0 00 0
B 0100 0 1 2 2 1 10
dir H=1= 0010l =10 ’A_[l—l 1_1] och b—<4>.
00 01 0

Matrisen H = I ar positivt definit, s& optimal 16sning ges ur ekvationssystemet

H -AT] /(x —c
= , som i vart fall blir
A 0 | \u b

[ 1 AT | [x 0
= , dvs Ix— ATu=0 och Ax=b.
A 0 u b

Ur de forsta ekvationerna erhalls x = ATu, som insatt i Ax = b ger systemet

10 0 u 10 1
T _ 1 _ . . ~
AA'u=Db,dvs [0 4}(u2>—<4>,medlosmngen u-(l).

1 1

2 1 1
1 —1
Problemets optimalvirde ges av %(22 +124+3240%) =T.

2
Dérmed dr ® = ATa = 2 —1 <1> = Zl’> en optimal 16sning till problemet.
0

Uppgift 3.

Problemet #r pa formen: minimera ¢'x da Ax > b,
2 -1 3 —4
1 -3 2 —6 1

dir A=|1 0 0], b= 0| och ¢c=1] -1
0 1 0 0 1
0 0 1 0

Forsta iterationen:

Vi startar forsta iterationen med o = (3,4,5) och v = (1,2). Da ar

100 0
A,=101 0],ba=1{0 ,Ayz{f :; g] och b7:<:§>.
001 0

Motsvarande baslosning x erhalls ur ekvationssystemet A,x = by, dvs

1 00 T 0 T1 0
010 zo | = | 0], medlésningen x= | z2 | =10
0 0 1 T3 0 T3 0
2 -1 3 0 —4 4
Sedan beraknas vektorn s, = A,x —b, = [ 1 3 9 ] 01l — (—6) = <6>
0



Direfter beriknas vektorn u ur Alu = c, dvs

1 0 0 Ui 1 Ul 1
010 uz | = | —1 ], med losningen u= | u | = [ —1
0 01 U3 1 us3 1

Eftersom wus < 0 (medan bade uj och us dr > 0) sétter vi ¢ = 2 och beréknar
vektorn d ur A,d = eo, dvs

1 00 dy 0 dy 0
010 do | =1 1], medIlosningen d=[ds | = | 1
0 01 ds 0 ds 0
Kantlinjen ges nu av x(¢) = x + ¢t-d med x och d enligt ovan.
2 -1 3 0 -1
Vidare beraknas vektorn g, = A,d = 1] = .
1 -3 2 0 -3

Nu ar x(t) en tillaten 16sning for varje t > 0 sadant att s, +t-g, > 0.

. Sy 4 6
Eftersom g inte ar > 0 berdknar vi ¢ = min{ 2 | 9+, < 0} = min {I , §} =2.
J Vi

Minsta kvoten intraffade for s, vilket betyder att vi sdtter p = 2.
Iterationen avslutas med att oy = ap = 4 och 7y, = 2 = 2 byter plats.

Andra iterationen:
Nu ar a = (3,2,5) och v=(1,4). Da ar
1 0 0 0

A,=|1 -3 2|, by=|-6],A,= [g *1 ﬂ och b, = (g).
0 01 0
Motsvarande baslosning x erhalls ur ekvationssystemet A,x = by, dvs
1 0 0 I 0 T 0
1 -3 2 xo | = | —6 | , med losningen x= [ 22 | = | 2
0 0 1 I3 0 I3 0
2 -1 3 0 —4 2
Sedan beraknas vektorn s, = A, x —b, = 2] - = .
0 10 0 0 2
Direfter beriknas vektorn u ur Alu = c, dvs
1 10 U1 1 U1 2/3
0 -3 0 ug | = =11, medlésningen u= | us | = | 1/3
0 21 u3 1 u3 1/3
0
Eftersom u > 0 sa ar den aktuella baslosningen x = | 2 | en optimal 16sning.
0

Déarmed ar vi klara och kan avbryta hér!
Optimalvirdet till problemet ges av ¢'x=1-0—1-24+1-0= —2.



Uppgift 4.
Eftersom |Ax|? = (Ax)T(Ax) = x"ATAx sa kan de bigge problemen skrivas

maximera x'Hx  respektive  minimera x'Hx

da x> =1 da x> =1

6 —1
ir H= ATA = :
dar [ 1 ]
En optimal 16sning till det vdnstra problem erhalls genom att lata x vara en normerad
egenvektor svarande mot det storsta egenvardet till matrisen H.

En optimal 16sning till det hégra problem erhalls genom att lata x vara en normerad
egenvektor svarande mot det minsta egenvardet till matrisen H.

Egenvérdena till H erhalls ur karakteristiska ekvationen det(H — X\ -I) =0,
vilket ger (6 — X)(6 — \) — 1 = 0, med 18sningarna A; = 7 och A\g = 5.

Egenvektorer svarande mot det storsta egenvardet A\; = 7 ges ur ekvationssystemet

B 1 —1) (= [0 (1
(H-7-I)x=0, dvs [_1 _1]<x2>—<0>,medlosn1ngen x=k <_1>,

dar k &r en godtycklig konstant. Genom att vilja k sa att x far lingden 1 (och ddrmed
uppfyller det givna bivillkoret x'x = 1) sa erhalls den till det vinstra problemet

optimala l6sningen %X = (i;g) (eller alternativt % = <_i?g> )-

Det viinstra problemets optimalvirde = *TH% =7, dvs |[A%X| = /7.

Egenvektorer svarande mot det minsta egenvardet Ay = 5 ges ur ekvationssystemet

B 1 1] (z\ _ (0 o (1
(H-5-I)x =0, dvs [1 1]<x2>—(0>,medlosmngen x=k <1>,

dar k &r en godtycklig konstant. Genom att vélja k sa att x far lingden 1 (och ddrmed
uppfyller det givna bivillkoret x"x = 1) s& erhalls den till det hdgra problemet

. L _ (12 o (12
optimala l6sningen X = ( 1 \/5> (eller alternativt X = (_ 1/v2 ).

Det hogra problemets optimalvirde = XTHX =5, dvs |AX| = /5.

Den storsta mojliga langden pa vektorn Ax da vektorn x har langden 1 ges darmed
av |A%| = v/7. medan den minsta mojliga lingden pa vektorn Ax da vektorn x har
lingden 1 ges av |A%| = /5.



Uppgift 5.
Uppgiften kan 16sas pa flera olika séatt. Har presenterar vi ett av dessa.

Forst bestammer vi en bas till vart och ett av de fyra fundamentala underrummen till A
(dvs R(A), R(AT), N(A) och N(AT)) genom att utfora radoperationer (Gauss-Jordan) som
overfor matrisen A till trappstegsform. Dessa radoperationer motsvarar mutiplikation fran
vanster med en viss matris P. For att halla reda pa denna matris P placerar vi till hoger om
A en enhetsmatris I och later radoperationerna verka dven pa denna. Dessa extra kolonner
ar “passiva” och paverkar inte valet av radoperationer.

101 1 00O
. . o oo . 022 0100 . .
Vi utgar alltsa fran matrisen [ A1 ] =303 0010l Efter nagra fa enkla
044 0001
101 1 0 0 O
. . . 011 0 05 0 O0f U Py
radoperationer erhalls matrisen 000 -3 o0 1 0ol~ [T P] = [ O Py ],
0 00 0 -2 0 1
. 1 01 0 00 1 0 00 -3 0 1 0
darU_[o 1 1]’ O_[o 0 0}’ Pl_[o 05 0 0}’ PQ‘{ 0 -2 0 1]'

Déarmed ar A overford till trappstegsform med tva trappstegsettor.

En bas till R(A) erhalls genom att som basvektorer véilja de kolonner i A som svarar
mot trappstegsettor i U, dvs i vart fall de tva forsta kolonnerna i A.
Basen bestar alltsa av de tva vektorerna (1 0 3 0)T och (0 2 0 4)T

En bas till R(AT) erhalls genom att som basvektorer vilja kolonnerna i UT.
Basen bestar alltsi av de tva vektorerna (1 0 1)T och (0 1 1)T.

En bas till A'(AT) erhélls genom att som basvektorer vilja kolonnerna i PJ.
Basen bestar alltsa av de tva vektorerna (=3 0 1 0)T och (0 —2 0 1)T

En bas till N(A) har dimensionen 1, och en basvektor kan bestdmmas enligt f6ljande:
Sétt x3 = 1 och vélj sedan x1 och z9 sa att Ux =0, dvs 1 = 20 = —1.
Basen bestar alltsa av vektorn (—1 —1 1)T.

Den givna vektorn b ska nu delas upp i tva (ortogonala) delar p € R(A) och q € N(AT).
Eftersom vi bestdmt baser till underrummen s vet vi att p € R(A) och q € N/(AT) &r

1 0 -3 0
ekvivalent med att p = g ?) <Zl> respektive q = (1) _(2) (Zl )’
) 2
0 4 0 1

for nagra skélarer vy, vo, wy och ws.



Kravet att p+q=b = (1 11 1)T medfor att dessa skaldrer ges av ekvationssystemet

1 0 -3 O V1 1

002 0 —2||lw]| |1 - . o
2 0 1 0 o | = 1] med 16sningen (erhallen mha Gauss-elimination)
0 4 0 1 w2 1

v = 0.4, Vo = 0.3, w1 = —0.2 och Wy = —0.2.

10 0.4 3 0 0.6
L 0 2[[/04 0.6 0 —2| (/=02 0.4
Dimeddr p= 3 (0.3) 2] A= (—0.2) — | 02
0 4 1.2 0 1 —0.2

Man kan notera att eftersom R(A) och N(AT) ar varandras ortogonala komplement sa &r
p ortogonala projektionen av b pa R(A) och q ortogonala projektionen av b pa N(AT).

Nu ska den givna vektorn c delas upp i tva (ortogonala) delar y € R(AT) och z € N(A).

Eftersom vi bestimt baser till underrummen sa vet vi att y € R(AT) och z € N(A) &r

10 -1
ekvivalent med att y= |0 1 (Ul) respektive z= | —1 |- wq ,
11|\ 1

for nagra skaldrer v, v och wi.

Kravet att y +z = c = (1 1 1)T medfor att dessa skalirer ges av ekvationssystemet

1 0 -1 V] 1
0 1 -1 vy | = [ 1|, med lsningen (erhallen mha Gauss-elimination)
1 1 1 w1 1

v =2/3, v9=2/3 och w; =—1/3.

107 g 2/3 1 1/3
11 4/3 1 ~1/3

Man kan notera att eftersom R(AT) och N(A) dr varandras ortogonala komplement s& #r
y ortogonala projektionen av ¢ pa R(AT) och z ortogonala projektionen av ¢ pa N(A).

0 AN s
Alltsa: p = 1:2 , q= _0:2 , y=12/3] och z= 1/3
1.2 —0.2 4/3 -1/3



