Losningar till tentan i 5B1760 Linjar och kvadratisk optimer-
ing, 17 december 2003.

Uppgift 1.(a)

11 2 3
Vi anvander Gauss-Jordans metod for att 6verfora A = |1 2 3 5| till trappstegsform.
1 3 47
Addition av (—1) ganger forsta raden till andra raden, samt addition av (—1) ganger forsta
11 2 3]
raden till tredje raden, ger till resultat matrisen [0 1 1 2 |.
0 2 2 4]
Addition av (—1) ganger andra raden till forsta raden, samt addition av (—2) ganger andra
[1 0 1 17
raden till tredje raden, ger till resultat matrisen [0 1 1 2 | =T.
00 00O

En bas till R(A) ges da av de kolonner i A som svarar mot trappstegsettor i T,
dvs av vektorerna a; = (1, 1, 1)T och ay = (1, 2, 3)T.

Lat matrisen U besta av de nollskilda raderna i T, dvs de tva oversta raderna i T.
En bas till R(AT) ges d& av kolonnernai U, dvs av vektorerna (1, 0, 1, 1)T och (0, 1, 1, 2)T.

Uppgift 1.(b)

Angaende forsta pastaendet:

x = (4, 0)T &r en tillaten 16sning till P och y = (0, £)T &r en tilliten 18sning till D.
Sa langt ar allt val. Men 6x1 + 7z = 24 medan 8y; + 9ys = 12.6 # 24.

Enligt dualitetssatsen dr darmed pastaende nr 1 inte sant.

Angaende andra pastaendet:

Med x = (4, 0)" och y = (3, 0)7 sa giller visserligen att 6x1 4 7T2o = 24 = 8y; + 9s.
Men y uppfyller inte alla bivillkor i D, sa y ar inte en tillaten 16sning till D.
Pastaende nr 2 ar darmed inte sant.

Angaende tredje pastaendet:

Med x = (0, %)T och y = (0, %)T sa galler for det forsta att x uppfyller alla bivillkor i P, for
det andra att y uppfyller alla bivillkor i D, och for det tredje att 6x1+7x2 = 15.75 = 8y +9ys.
Enligt dualitetssatsen ar ddrmed pastaende nr 3 sant.

Angaende fjarde pastaendet:

Med x = (0, 0)T och y = (0, 0)7 s& giller visserligen att 6x1 4+ Tzo = 0 = 8y; + Yyo.
Men x uppfyller inte alla bivillkor i P, sa x &r inte en tillaten 16sning till P.
Pastaende nr 4 ar darmed inte sant.



Uppgift 1.(c)

Lat a; och as beteckna kolonnerna i den givna matrisen A.
Vi ska bestdmma tva ortonormala vektorer i och s som spanner upp samma
underrum som a; och as. Gram-Schmidts metod ger att:

35

) =1, 1, -1, )T

pr=a;=(1, -1, 1, 1)". ai=pi/lpil=p1/2=(3, -
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Nuédra; = |p1|-a1 =2-q; och ap=(q;a2) -qi+[p2]-q2=2-q1 +2-qy,

B T B 1 1
1 2 I
-1 0 -3 31 [2 2
vilket innebér att A = = = QR.
10 =310 2
1 1
2] L3 9]

Uppgift 2.(a)

Vi utfor radoperationer (Gauss-Jordan) pa matrisen [ A b ] = [ 1 _i 1 1 g ]
.- o .. . 1 1 6
Addition av (—1) ganger forsta raden till andra raden ger [ 9 o _4 ] .
e 1111 6
Multiplikation av andra raden med (—1/2) ger
01 01 2
o . _— 010 4
Addition av (—1) ganger andra raden till forsta raden ger [ 101 2 ]
Hir ser vi att en (av flera) 16sningar till Ax =b dr X = (4, 2, 0, 0)7

Uppgift 2.(b)

De radoperationer som just utfordes i (a)-uppgiften medfor att ekvationssystemet Ax = 0
1010 }

ar ekvivalent med ekvationssystemet Ux = 0, dar U = [ 010 1

Matrisen U dr pa trappstegsform, med tva trappstegsettor. Nollrummet A (A) har darmed
dimensionen n — r = 4 — 2 = 2, och tva basvektorer kan bestdmmas pa foljande sétt:

Forst satter man 3 = 1 och x4 = 0, varefter x1 och x5 véljs sa att Ux = 0,
dvs 21 = —1 och x5 = 0. Det ger den ena basvektorn z; = (-1, 0, 1, 0)T.

Sedan satter man x4 = 1 och x3 = 0, varefter 1 och xo viljs sa att Ux = 0,
dvs 1 = 0 och x5 = —1. Det ger den andra basvektorn zy = (0, —1, 0, 1)T.

-1 0
En matris vars kolonner utgor en bas till N'(A) &r alltsa Z = (1) _(1)
0 1



Uppgift 2.(c)
Vi har ett QP-problem pa formen: minimera %XTHX +c'x dia Ax =b,
dir H, ¢, A och b ar givna i texten.

En tillaten 16sning X och en nollrumsmatris Z ges enligt (a) och (b)-uppgifterna av

4 -1 0
- _ 0 -1
X= 0 och Z = 1 0
0 0 1

Varje tillaten 16sning x kan nu skrivas pa formen x = X + Zv, for v € IR.

Optimalt v erhalls genom att 16sa ekvationssystemet (ZTHZ)v = —Z" (HxX + c),

.o . |4 0 v (6 . (15
som i vart fall blir [0 6} <U2> = (6>,med l6sningen v = < 1 )

2.5
1.0
1.5
1.0

Optimal 16sning till QP-problemet ar d&a X =X+ ZV =

Uppgift 3.(a)

Vi har ett LP-problem pa formen minimera ¢'x da Ax > b,

1 10 4
01 1 6 3
dir A=|1 0 0|, b=]0] och ¢c=1]2
010 0 2
0 01 0
Enligt instruktionen ska vi starta med « = (1,2,4) och v = (3,5). Da &r
1 1 0 4
A,=10 1 1|,by=1]6 ,AW—[(ll 8 ?} ochb7—<8>.
010 0

Man kan snabbt konstatera att matrisen A, ar icke-singulér (exempelvis ger
Gauss-Jordan till resultat 3 st trappstegsettor).
Motsvarande baslosning x erhélls da ur ekvationssystemet A,x = by, dvs

1 1 0 1 4 T1 4
01 1 xo | = | 6], medlosningen x=| 22 | =10
010 T3 0 I3 6
1 0 0 4 0 4
Sedan beraknas vektorn s, = A, x —b, = [ 00 1 ] 0] — <O> = <6>
6

Eftersom s, > 0 sa ar x en tillaten baslosning.



Uppgift 3.(b)
Nu ska vi l6sa problemet med Simplexmetoden, utgaende fran var tillatna baslosning x.

D4 beriiknas vektorn u ur ekvationssystemet Alu = ¢, dvs

i 1 00 i Uil 3 (51 3
1 1 1 uo | = | 2], medIésningen u= | uy | = 2
L 010 | us 2 us -3
Eftersom w3 < 0 sétter vi ¢ = 3 och berédknar vektorn d ur A,d = es, dvs
(1 1 0] /dy 0 dy -1
011 do | =1 0], medIlosningen d= | dy | = 1
|0 1 0] \ds 1 ds -1
Kantlinjen ges nu av x(¢) = x + ¢t-d med x och d enligt ovan.
1oo] (! -1
Vidare beraknas vektorn g, = A,d = 1] = .
0 0 1 1 -1

Nu ar x(t) en tillaten 16sning for varje t > 0 sadant att s, +t-g, > 0.

. Sy 4 6
Eftersom g inte ar > 0 berdknar vi ¢ = min{ R | 94, < O} = min {I , I} = 4.
J v

Minsta kvoten intraffade for -y, vilket betyder att vi sétter p = 1.
Iterationen avslutas med att oy = a3 = 4 och 7y, = 1 = 3 byter plats.
Andra iterationen:

Nu ar a = (1,2,3) och v=(4,5). Da ar

1 10 4
A,=10 1 1|,b,=1]6 ’AV:[S (1) (1)} ochb7:<8>.
1 00 0
Motsvarande baslosning x erhalls ur ekvationssystemet A,x = by, dvs
1 10 xT1 4 T1 0
01 1 xo | = | 6], medlosningen x= |22 | = | 4
1 00 xs3 0 xs3 2
Dérefter beriknas vektorn u ur ekvationssystemet Alu = c, dvs
1 01 U1 3 Ul 0
1 10 ug | = | 2|, med I6sningen u= [ uy | = | 2
010 us 2 us 3
0
Eftersom u > 0 sa ar den aktuella baslosningen x = | 4 | en optimal 16sning.
2

Darmed ar vi klara och kan avbryta har.



Uppgift 4.(a)

Att minimera |Ax — b|? dr ekvivalent med att 16sa normalekvationerna ATAx = ATb.

Vi utfor déarfor radoperationer pa matrisen [ ATA ATb ] = [ _g _g _g } .
T .. 1 -1 2
Multiplikation av forsta raden med faktorn 1/3 ger 3 3 _gl

Addition av 3 ganger forsta raden till andra raden ger [ (1) _(1) 3 ] .

Miéngden av l6sningar till detta systemet ges av x1 =2 +t, zo =1, for t € IR,
dvs x = (2, 0)T +¢-(1, 1)T. En 16sning till normalekvationerna ir alltsi % = (2, 0)7.
Sitt p = AX = (2, —2, 2)T. D4 giller ekvivalensen ATAx = ATb <= Ax =p.
Vi ska nu minimera 1 |x[? d& Ax=p.
Optimal 16sning till detta problem ges av x = ATu, dir AATu = p.
2 =2 2 2

Vi utfor darfor radoperationer pa matrisen [ AAT p } =|-2 2 =2 =2
2 -2 2 2

1 -1 1 1
Multiplikation av forsta raden med faktorn 1/2 ger | -2 2 -2 =2
2 -2 2 2

Addition av 2 ganger forsta raden till andra raden, samt

1 -1 1 1
addition av (—2) ganger forsta raden till tredje raden, ger 0 0 O 0
0 0 0 0

En (av flera) 16sningar till detta system &r @ = (1, 0, 0)7.
Dirmed #r % = ATt = (1, —1)T den sékta MN-16sningen till MK-problemet.

Uppgift 4.(b)

Den sokta vektorn v ar den vektor i R(A) som ligger ndrmast den givna vektorn b,
dvs v = A% = (2, -2, 2)T. (Observera att v = p.)

Eftersom underrummen R(A) och N(AT) #r varandras ortogonala komplement,
s& ges den sokta vektorn w € N(AT) avatt w=b —v = (2, 1,-1)T.

(Som en kontroll kan man konstatera att ATw = 0.)



Uppgift 5.(a)
Vi ska hér 16sa foljande optimeringsproblem i variabelvektorn x € IR™ (dar n = 4):

maximera |Ax]|

0.1
da |x|=1. (0.1)

Eftersom |x|? = x"x och |[Ax|? = xT ATAx s #r % en optimal 16sning till problemet (0.1)

om och endast om X ar en optimal 16sning till problemet

maximera x'ATAx

0.2
da x"x=1. (0.2)
Om vi infér matrisen H = ATA s& kan problemet (0.2) skrivas
maximera x'Hx
. T (0.3)
da x'x=1.

Det #r vilkdnt att om H har spektralfaktoriserats pa formen H = QAQT sa ges en
optimal 16sning till problemet (0.3) av X = qi, dér q; ar forsta kolonnen i matrisen Q.
Det forutsatts hér att egenvardena till H ar sorterade i fallande storleksordning,

sa att q; ar en normerad egenvektor svarande mot det storsta egenvérdet till H.

Antag nu att A har singulirviirdesfaktoriserats pa formen A = USVT,

Da ar ATA = VSTUTUSVT = VSTSVT dir V ér en ortogonal nxn-matris

medan STS ir en nxn diagonalmatris med diagonalelementen o%,...,02,...,0.

Det betyder att ATA hir ar spektralfaktoriserad med A = STS och Q = V.

Enligt ovan ges da en optimal 16sning till problemet (0.2) av X = vy = forsta kolonnen i

matrisen V, forutsatt att singuldrvardena till A ar sorterade i fallande storleksordning.

Vektorn v ér alltsa en egenvektor till ATA svarande mot det stérsta egenvirdet o? = 25.
Dirmed erhalls v; som en normerad 16sning till ekvationssystemet (ATA —25-1)x = 0,
som kan skrivas:

—18 6 6 6 1
6 —18 6 6 T2
6 6 —18 6 T3

0 1

0 - 1
=0l med l0sningen x =k - L

6 6 6 —18 T4 0 1

dar k ar en godtycklig konstant. Genom att vélja k sa att x far langden 1 sa erhalls den
normerade egenvektorn vi = (0.5, 0.5, 0.5, 0.5)T, som alltsa &r en optimal 16sning till
problemet (0.1).

Uppgift 5.(b)
Den matris av rangen 1 som béast approximerar A ges av X = ulalv}—.
Vi har att oy = 5, vi = (0.5, 0.5, 0.5, 0.5)T och u; = Avio; ' = (0.5, 0.5, 0.5, 0.5)7.

1.25 1.25 1.25 1.25
1.25 1.25 1.25 1.25
1.25 1.25 1.25 1.25
1.25 1.25 1.25 1.25

Var sokta matris blir darfor X = ulalv}— =



