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KTH Matematik

Hemuppgift 3, SF1851 Optimeringsldra for E

Examinator: Per Enqvist, penquist@math.kth.se.

Hemtalsassistent: Maja Karasalo, karasalo@math.kth.se.

I denna hemuppgift ar det tillatet att samarbeta i grupper om hogst tva personer.
Begrinsat samarbete med andra grupper dr ocksa tillatet men maste ndmnas i
rapporten. En rapport per grupp ska liamnas in, och ni ska berétta med egna ord hur ni
har 16st problemet. Det &r inte tillatet att kopiera delar av annans grupps rapport!
Svaren till fragorna i uppgiften ska finnas i den skriftliga huvudrapporten. Relevanta
utskrifter av matlabkorningar och plottar ska bifogas till rapporten. Fullstdndig
programkod ska finnas tillginglig pa begéran.

Skriv era namn, personnummer och emailadress pa framsidan av rapporten.

Rapporten ska ldmnas in (utskriven pa papper) innan mandagen den 12:e oktober
klockan 17.00. Notera att denna deadline &r strikt.

I den hir uppgiften skall skall du balansera en kula pa en balk med hjilp av modelprediktiv
reglering (MPC). Genom att variera tippvinkeln § med en elektrisk motor skall kulan foras
till balkens mittpunkt. Kulans avvikelse fran balkens mittpunkt betecknas y och uppfyller
foljande differentialekvation

i = bsin 6 =~ bl

dér b &r en konstant som beror pa diverse systemparametrar. Har antar vi det normali-
serade vardet b = 1. Om du vill veta mer om systemet och hur det modelleras sa rekom-
menderar vi att du soker upp dokumenten [1, 4] pa Internet.
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Figur 1: Kulan antages rulla i ett spar langs balken och kan dérfor bara falla av balken da
den nar endera &ndpunkten.

I fortsittningen kommer vi att kalla vinkeln ovan for u i stéllet for 6 (eftersom styrvariabler
ofta betecknas u inom reglertekniken).
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Vi ska styra systemet med en datoralgoritm och behéver darfor en diskrettidsbeskrivning
av ovanstaende differentialekvation. Vi anvénder foljande tillstandsbeskrivning

Zp+1 = Pzg + Tuy,

(1)

yr = Czy,
dir T &r samplingstiden, ug, = w(kT') = 0(kT), y. = y(kT), gx = y(kT),

[ +-b T [ e

Att detta dr en rimlig approximation av den kontinuerliga dynamiken foljer av att till-
standsformen i (1) &r ekvivalent med foljande differensekvation

1 1
72 W2 = 201+ yp) = 5 (e + up),
dér vénsterledet approximerar §j(t) medan hogerledet approximerar u(t).

Vid modelprediktiv reglering 16ser man i varje samplingsinterval ett optimeringsproblem
som definierar styrsignalen, se Figur 2.

Zg|k

> Process

Uk |k

Optimering <

Figur 2: I varje samplingsinterval méter man tillstandet i processen (dvs zg; kulans position
och hastighet). Med hjilp av en optimeringsalgoritm bestdmmer man sedan en styrsig-
nal (dvs en ny tippvinkel) som appliceras pa processen. Detta forfarande repeteras varje
samplingstidpunkt.

I MPC algoritmen nedan inf6r vi en ny notation z;, och uy;, vilket d&r motiverat av att
optimeringsproblemet definieras 6ver en relativ tidsaxel med hjélp av predikterade fram-
tida tillstandvariabler. Detta illustreras i Figur 3. Notationen zy;, indikerar att vi méter
tillstandet z vid tiden k, vilket sedan utgér begynnelsevirdet over den relativa tidsaxeln.
De predikterade tillstanden betecknas z_y, vilket skall tolkas som att detta tillstand &r
en estimation av systemets framtida tillstand vid tidpunkten [ ldngs den relativa tidsaxeln
givet att startvérldet var zyy,.

Den allména MPC algoritmen definieras av foljande steg.

0. Satt k= 1.

1. Mat Zk|k'

2. Bestdm styrsignalerna uyg, Ugq1jgs- - - Ug N—1)x Mha ett optimeringsproblem.

3. Applicera uy,.

4. Om k < M, sétt k:= k + 1 och ga tillbaka till 1.
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Figur 3: Vid varje samplingstidpunkt méts processens tillstand. Detta tillstand dops till
Zy|x och utgdr begynnelsevirde for ett optimeringsproblem som definieras dver en relativ
tidsaxel och involverar predikterade tillstand z_;, och motsvarande styrsignaler uy .

De predikterade tillstanden erhalls genom att rekursivt 16sa (1) i framatriktning

Zp 1)k = P2y + Dugpe
Zpyolk = P p1p + Dug e )
ZpyNik = Pz N + Tup e vk

Syftet med optimeringsproblemet &r att driva kulan mot balkens mittpunkt utan att
anvinda for mycket styrenergi. Ett naturligt optimeringskriterium for att uppna detta
syfte ar foljande kvadratiska optimeringsproblem

N-1

minimera qf\zk+N|k\2 + Z (q\Czk+l‘k|2 + Tuiwk) (3)
1=0
da zpppk = Pz + Tupye 1=0,1,...,N -1

dér gy, q, och r &r positiva parametrar som beskriver kostnaden. Termerna i summan syftar
till att begréinsa storleken pa kulans avvikelse fran origo samt storleken pa styrsignalen un-
der tidsintervallet [k, k+ N —1]. Den forsta termen syftar till att gora savil kulans position
som hastighet liten vid diskreta tiden k+ N. Notera att zy, dr kind medan vriga storhe-
ter Zg 1jky - - s Zkg- Nk Uk|ks - - - » Uk N—1|k AT variabler vid optimeringen. Efter optimeringen
anvinder vi bara wuy,. Det kan tyckas onddigt att optimera dver en massa variabler som
sedan inte anvands, men orsaken dr att optimeringsproblemet ger en béttre beskriving
av systemet ju lingre tidshorisont N man betraktar under optimeringen. Anledningen till
att man upprepar optimeringen varje samplingsstillfille &r att varje métning z, ger ny
information om systemets tillstand och pa sa sétt kompenserar man for stérningar och
modelfel som alltid forekommer i praktiska tilliampningar. For utforligare beskrivningar
av MPC tekniken hénvisar vi till [3, 2].
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I de foljande uppgifterna skall du implementera kvadratiska optimeringsproblem féor MPC
styrning av kulan pa balken. I appendix finns Matlabkod som kan definiera strukturen pa
din kod. Det finns dessutom nagra tips for hur du kan konstruera matriser. Din uppgift
blir att definiera matriserna som specificerar optimeringsproblemet samt att experimentera
med algoritmen.

1. Skriv om optimeringsproblemet (3) pa formen

1
minimera ixTHx
da Acgx = b
T T T .
dér x = (Zk+1\k o ZpgNpge UKk - -Uk+N—1\k:) (notera att zy;, dr given och &r
ingen variabel i optimeringsproblemet). Notera att hogerledet b, beror av senaste

uppmiitta tillstandet zj;, och maste uppdateras i varje iteration av MPC algoritmen
(se kod i appendix). Los problemet med Matlab for foljande parametervérden:

Zo|o = (0.5 1)T, r = 1, samplingstiden 7" = 0.1 samt

(a’) N:57Qf:57q:27
(b) N=10, g5 =5,q9=2,
(¢) N =10, qf=10,q=5.

Vilka slutsatser kan ni dra vad géller konvergens till origo?

2. Balken har i praktiken begrinsad lingd och vi maste infora bivillkor i optimerings-
problemet for att forsdkra oss om att kulan inte trillar av balken. Normalt finns
det ocksa begrinsningar pa styrsignalens storlek vilket ger ytterligare bivillkor. Det
resulterande optimeringsproblemet kan formuleras som

N-1
minimera qf|zk+N|k\2 + Z (q\Cz,H”k]Q + ruiH“{)
1=0
Zppipie = Pz + Tupqqre 1=0,...,N -1 (4)
dé, —]_Syk_i_”kg]., l:17,N

_1‘5Suk+l|k§1‘57 ZIO,...,N—l

och din uppgift ar att skriva om det pa formen

.. 1
minimera §XTHX
Acgx = b

da
< x < Xupper

Xlower
samt att 1osa det med Matlab for foljande parametervirden:
Zojo = (0.5 1)T, r = 1, samplingstiden 7" = 0.1 samt

(a’) N:5,Qf:5,q:2,
(b) N=10,q5=5,q=2,
(¢) N =10, qr =10, q=5.

Jamfor resultaten med uppgift 1 och kommentera.
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Dokumentation

En kortfattad rapport skall lamnas in i ett exemplar per grupp om hogst tva personer.
Foljande skall finnas med

1. Harledning av blockmatriserna for optimeringsproblemen.

2. Kortfattad diskussion om simuleringarna. Vilka slutsatser kan du dra om hur para-
metervirdena (I, ¢ och ¢) paverkar konvergensen. Ni far gérna experimentera med
fler parametervérden.

3. Matlabplottar. Anvind kommandot subplot for att erhalla samtliga tre experimen-
ten i respektive uppgift i en figur.

4. Matlabkoden.

Tips for Matlabimplementeringen

Tva tips som kan forenkla genereringen av dina blockmatriser.
1. Blockdiagonala matriser kan skapas med kommandot blkdiag(A,B).
2. Kommandot kron kan vara anviandbart. Allmént géller att

anB CngB e CLlnB
kron(A, B) = :
am B anaB ... ap,B
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Lycka till!
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Matlabkod

b

h=—————= Basic system model
clear;

T=0.1;

Phi=[1 T;0 1];
Gam=[T"2/2;T];
c=[1 0];

n=size(Phi,1);
m=size(Gam,2);

This is for you to do!

b

fo=—————~ MPC algorithm ------

M=100; J%time horizon

Aineq=[];

bineq=[];

% Om inga gréinser pa variablerna: xlow=[]; xupp= [];

zt=z0;

yvec=[];

uvec=[];

options=optimset(’largescale’,’off’);

for flcntl=1:M
beq=AA*zt; ¥ Matrisen AA definierar hur det senast mdtta tillstéandet zt

% bestammer hdgerledet i likhetsbivillkoret.

x=quadprog(H,f,Aineq,bineq, Aeq,beq,xlow,xupp, [],options);
ut=x(n*N+1); % Plocka ut variabeln u_{kl|k}
zt=Phi*zt+Gam*ut;
yvec=[yvec;Cxzt] ;
uvec=[uvec;ut];

end

tvec=T*(1:1:M)’;

subplot(3,1,1) YFor the other two sets of parameters you should change

%the third index to 2 and 3, respectively.
plot(tvec,yvec,’~’,tvec,uvec,’ =)
grid



