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I denna uppgift dr samarbete tillatet i grupper om hogst tva personer.

Endast en rapport per grupp skall ldmnas in. Matlabkod och utskrifter ska bifogas.
Svaren pa fragorna skall finnas i rapporten, inte i Matlabkoden eller utskrifter.

Det &r inte tillatet att kopiera nagon annan grupps rapport!

Ange namn, personnummer och e-postadress pa rapportens framsida.

Rapporten, utskriven pa papper, limnas till nagon av ovanndmnda personer senast
torsdagen den 29 april 2009 pa foreldsningen.

Vissa studenter kommer, delvis slumpmaéssigt, att véljas ut for enskild muntlig
redovisning av uppgifterna. Kallelse sker via e-post, sa kontrollera regelbundet denna.
Korrekt 16st och redovisad uppgift ger fyra hemtalspoéng.

1. Denna laboration syftar dels till att introducera strukturoptimering, dels till att du
skall fa 16sa ett linjart optimeringsproblem med hjilp av Matlab.

Strukturoptimering handlar om att dimensionera mekaniska strukturer pa ett “auto-
matiskt” sétt, i den mening att vi forst stéller upp de krav vi har pa strukturen,
exempelvis i form av olika hallfasthetskrav, och sedan later datorn, via en FEM-
modell, rdkna ut den “bésta” strukturen. Med “bésta” kan till exempel menas den
struktur som véger minst av alla de strukturer som uppfyller kraven.

Vi skall i denna laboration betrakta en modell av ett enkelt tvadimensionellt fack-
verk. Vi kommer bara att behandla ett lastfall (i taget), dvs kraven som vi stéller
galler for en specifik last. Det faktum att vi bara har ett lastfall, i kombination
med valet av malfunktion och bivillkor, och en liten gnutta list, gér att vi kan for-
mulera och 16sa ett visst designproblem (att bestimma optimala tvirsnittsareor pa
stdngerna) som ett linjdrt optimeringsproblem.

Betrakta alltsa fackverket i figur 1, med tio stycken stdnger. De tva noderna langst
till vénster &r fixerade (i viggen) sa strukturen har atta frihetsgrader, ndmligen
forskjutningarna i horisontal- resp vertikalled av de fyra icke-fixerade noderna. I de
nedre noderna appliceras givna yttre krafter, som maste balanseras av normalkrafter
i stingerna och reaktionskrafterna i de givna stoden. Lat f; beteckna normalkraften
i stang j (f; > 0 for drag och f; < 0 for tryck). Eftersom kraftjaimvikt maste rada i
varje nod far vi, t.ex. for den 6vre mitten-noden i horisontalriktningen att

fi+ f3/V2 = fo— f1/V2=0,

och i vertikalriktningen

f3/V2+ f5+ f1/V2 = 0.
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Figur 1: Ett fackverk med tio sténger.

Om vi goér motsvarande for alla de fyra icke-fixerade noderna far vi ett system av
ekvationer som kan skrivas pa formen

Rf =p, (1)
dar £f=(f1, f2,-.-, flO)T = en vektor med normalkrafterna i stingerna,

1 0 v 0 0 -1 — 0 0 O] 0

0 0 0 1 0 ~ 0 0 O 0

0 v 01 0 0 0 —-— -1 0 0

0 = 0 0-1 0 0 - 0 0 | -10

R=10 000 0 1 0 ~ o0 of°0P= 0|

o0 00 0 0 0 0 ~ 0 1 0

0O 0 0 0 0 0 ~ 0 1 0 0

O 0 0 0 0 0-— 0 0 —1] -10

dir v = 1/v/2.
Pa grund av den yttre lasten kommer noderna att forskjutas och stingerna att
forlingas (eller forkortas). Lat vektorn e = (e, ea,...,e10)! innehalla de 10 stéinger-
nas forlingningar (elongations) och lat vektorn u = (uy,us,...,us)' innehélla de
fyra noderna forskjutningar i horisonatal- resp vertikalled. I figur 2 illustreras den
deformerade strukturen och koordinatsystemet som hor till forskjutningsvektorn u.
Vektorn u har alltsd dimensionen 8, lika med antalet frihetsgrader i strukturen.
Relationen mellan e och u ges, under antagandet att forskjutningarna ar sma i
forhallande till stingernas lingd, av

e=RTu. (2)
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Figur 2: Illustration av deformerat fackverk.

fi = <EL°””> . (3)

dér F &r materialets elasticitetsmodul, L; &r stang j:s langd och x; dess tvérsnittsarea.
Vi anvénder beteckningen x; for att markera att stingernas tvérsnittsareor utgor
vara designvariabler vid optimeringen, och later x = (zq,. .., :cn)T beteckna design-
variabelvektorn, d.v.s. vektorn som bestar av tvirsnittsareorna for de n stingerna.
Pa vektorform kan vi skriva Hookes lag

Vidare ger Hookes lag att

f =D(x)e, (4)

dér D(x) ér en diagonalmatris med diagonalelementen Ex;/L;, for j =1...10.

Om vi kombinerar ovanstaende ekvationer far vi
p = Rf = RD(x)e = RD(x)R"u = K(x)u, (5)

dir K(x) = RD(x)RT &r strukturens styvhetsmatris.

Inom strukturoptimering &r det vanligt att man arbetar med ovanstaende relation,
antingen explicit eller implicit via en FEM-modell, och sedan stéller krav pa t.ex.
forskjutningarna, t.ex. att a'u < b for olika val av a och b. Med detta skrivsitt kan
man t.ex. stéilla krav pa att spdnningarna inte far bli for stora eller att forskjutningar
i vissa riktningar inte far bli for stora.

Vi skall i denna laboration bestdmma tvérsnittsareorna z; pa ett sadant séitt att
strukturens vikt minimeras, givet att spianningarna i stdngerna under ett givet lastfall
inte far bli for stora. Variabler i optimeringsproblemet dr stdngernas tvérsnittsareor,
nodernas forskjutningar och normalkrafterna i stdngerna, dvs x, u och f.
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Antag att spanningen i stingerna hogst far bli o™ och lat oss for enkelhets skull
anta att denna givna grins géller for bade tryck och drag och &r lika for alla stéanger.

Detta krav kan skrivas —o™®* < ﬁ < o™ eller baittre —x;o0™** < f; < x0™.
Ly
Den sistndmnda dubbla olikheten &r korrekt dven om z; = 0, ty om en stangs

tvérsnittsarea &ar noll sa skall kraften i stangen ocksa vara noll.
10

Strukturens vikt ges av Z pLjx;, dir p dr materialets densitet.

=1
Problemet att minimera strukturens vikt under kravet att spédnningarna inte blir for
stora kan alltsa skrivas pa foljande form: (dér variablerna dr x, u och f)

10
minimera Z pLjx; vikt
da Jle = p, kraftjamuikt
f = Dx)R"u, Hookes lag och geometri  (6)
fi < xjo™, 7=1,...,10 spdnningsvillkor drag
—f; < xjo™m, j=1,...,10 spdnningsvillkor tryck
x; = 0, j=1,...,10 icke-negativa areor,

En mycket trevlig (och ganska ovintad) egenskap hos detta problem (6) &r att om vi
helt friickt tar bort bivillkoren f = D(x)RTu och bestimmer optimala x och f till
“resten” av problemet, sa kan vi ddrefter bestimma en vektor u sadan att bivillkoren
f = D(x)RTu blir uppfyllda. Vi kan alltsa bérja med att 16sa foljande reducerade
problem (utan variablerna u och utan bivillkoren f = D(x)RTu) :

10
minimera Z pLjx;
j=1
da Rf = p, )
fj < xjamax, jZl,...,lO
—fj S ij'maX, j = 1, ,10
z; > 0, j=1,...,10.

I detta problem (7) kan vi bortse fran faktorn p, ty den kommer inte att paverka
de optimala virdena pa x och f. Vidare ser vi att bivillkoren z; > 0 inte beh&ver
sta med, eftersom dessa villkor &nda blir uppfyllda som en konsekvens av de 6vriga
bivillkoren i problemet (eller hur?). Vi kan alltsa betrakta foljande linjéira optime-

ringsproblem: 0
minimera Zijj
j=1
di Rf = p, (8)
i < mjo™>, j=1,...,10
—fi < xje™™, j=1,...,10.
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Numeriska virden och sorter pa nagra konstanter i problemet:

E =200 kN/mm?, o™ = 0.5 kN/mm?,

Lj = 1000 mm, fér j = 1,4,5,6,9,10, L; = /21000 mm, for j = 2,3,7,8.
Komponenter p; i lastvektorn p méts i sorten kN.

Anvind fsljande sorter pa dina variabler: mm? for z;, mm for u;, kN for f;.

Nu kommer vi (dntligen) till vad du ska gora.

(a) Los LP-problemet (8) med Matlabs losare linprog. Skriv kommandot help
linprog pa kommandoraden i Matlab, sa far du hjilp med syntaxen fér anropet
till linprog som finns i “Optimization Toolbox”. Om du inte har denna “toolbox”
pa din dator kan du anvinda LP-l6saren alps som finns att ladda ner fran kursens
hemsida. Los problemet med nagra olika lastfall, bland annat det ovanstaende samt
atminstone ett till for vilket du inser vad svaret bor bli. (Kontrollera att svaret blir
det rittal) Utover ovanstaende testfall skall du ocksa 16sa problemet med

P = (p1, D2, P3, P4, P5, Do, P7> Ps)

9

med p; = 10 — n; déir n; betecknar den i:te siffran i ditt personnummer.

(Exempel: Med personnumret 830912-7456 sa blir p = (2, 7, 10, 1, 9, 8, 3, 6)7.)
Sorten pa varje p; &r kN. Pa kursens hemsida kan du ladda ner en matlabkod som
ritar upp strukturen, givet en vektor x. Skriv en kort rapport dér du redovisar vilka
problem du 16st, samt dina erhallna resultat. Bifoga din matlabkod och plotbilder.

Dina erhallna optimala tvérsnittsareor ska redovisas dels i plotbilder, dels i siffror!

(b) Lat % och f vara de optimala tviirsnittsareor och stangkrafter du berdknat for
personnummerslasten och lat vektorn @t € IR® ges av en skalir ¢ ganger vektorn
med dualvariabler (dven kallade lagrangemultiplikatorer) svarande mot bivillkoren
Rf = p i ditt LP-problem. Kontrollera numeriskt (med Matlab) att det gar att
viilja denna skaléir ¢ s att f = D(X)RT1, dvs s& att de bivillkor vi bortsag fran ovan
faktiskt blir uppfyllda. Redovisa rikningarna och ange vérdet pa t.

Detta medfor att %, £, @ &r en optimal 16sning till problemet (6)!

Lycka till!



