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Forelasning 7: Kvadratisk optimering

1. Kvadratisk optimering utan bivillkor

2. Positivt definita och semidefinita matriser
3. LDL' faktorisering

4. Kvadratisk optimering under linjara bivillkor

5. Minsta kvadratproblem

Forelasning 7 1 Kvadratisk optimering - Ulf Jonsson & Per Enqvist



Kvadratisk optimering utan bivillkor

1
minimera EXTHX +c'x + ¢

darH=H' ¢ R"”", c e R", ¢, € R

e Vanligt forekommande i tillampningar, t.ex.
— linjar regression (modelanpassning)

— minimering av fysikaliskt betingade malfunktioner som t.ex.

minimering av energi, varians, e.t.c.

— Kvadratisk approximation av olinjara optimeringsproblem
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Kvadratiska termen

Lat

1
f(x) = §XTHX +c'x + ¢

dairH=H' ¢ R"" c € R", ¢, € R.
Vi kan anta att matrisen H ar symmetrisk.

Om H inte ar symmetrisk sd galler att

1 1 1
x' Hx = EXTHX — §(XTHX)T = EXT(H + H"x,

~ ~ 1
dv.s x"Hx = x'Hx dir H = §(H + H'") ar en symmetrisk matris.
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Positivt definita och positivt semidefinita matriser

Definition 1 (Positivt semidefinit). En symmetrisk matris

H = H'" € R"" sages vara positivt semidefinit om

x"Hx >0 forallax c R"

Definition 2 (Positivt definit). En symmetrisk matris H = H' € R™"

sages vara positivt definit om

x'Hx >0 forallaxcR"— {0}
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Metoder att avgora om en symmetrisk matris H = H' € R™*" ar
positivt (semi) definit:

e LDL' faktorisering (Iampligt vid handrakning).
Kapitel 26.6 i OK (Kapitel 7 i gula haftet).

e Uttnyttja matrisens spektralfaktorisering H = QAQ', dar Q'Q =1
och A = diag(\1,...,A\,) dar \x ar matrisens egenvarden. Fran
detta kan man se att

— H ar positivt semidefinit om och endastom A\, >0, £k =1,... n
— H ar positivt definit om och endastom A\, >0, k=1,....,n

( Du kan lasa mer om detta i kapitel 8 i gula haftet (kursivt).)
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LDL' faktorisering

Sats 1 (26.21 i OK). En symmetrisk matris H = H' € R™™" ar positivt
semidefinit om och endast om det finns en faktorisering H = LDL' dar

1 0 O 0 di 0 0 0
lry 1 0 0 0 do O 0
L = 131 l32 1 0 D= 0 0 d3 0
L Lo s 1 0 0 0 d,

ochd, >0, k=1,... n.

H ar positivt definit om och endast omd;, >0, k=1,...,n, i LDL'
faktoriseringen.

Bevis: Se kapitel 26.9 i OK (kapitel 7 i gula haftet).
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Man erhaller LDL' faktoriseringen genom endera av foljande metoder:

e Elementara rad och kolonnoperationer.
Se kapitel 26.6-7 och 26.9-10 i OK
(kapitel 7.6-7 och 7.9-10 i gula haftet).

e Kvadratkomplettering.
Se kapitel 26.8 i OK (kapitel 7.8 i gula haftet).
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Obegransade Problem

1
Lat f(x) = §XTHX +c'x + ¢

Antag att H inte ar positivt semidefinit. Da finns d € R" sddant att
d"Hd < 0. Det foljer att

1
f(td) = EtszHd +tc'd+ ¢y — —ocodit— oo

Slutsats: Ett nodvandigt villkor for att f(x) skall ha ett minimum ar att

H ar positivt semidefinit.
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Antag att H ar positivt semidefinit.
Da kan vi anvanda faktoriseringen H = LDLT vilket ger

1
min EXTHX +c'x+ ¢
1
— min 5XTLDLTX +c" (LN 'L™x + ¢

. 1 .
— min Zidky,i—kckyk—kco

Y1,y
T k=1

—~ 1 .
= co + E min  =duys + Ly
— 2
dar vi introducerat de nya koordinaterna y = L'x och ¢ = L 1c.

Vart optimeringsproblem har separaterat till n oberoende skalara
kvadratiska optimeringsproblem vilka var for sig ar enkla att losa.
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Skalara Kvadratiska optimeringsproblem utan bivillkor

Det skalara kvadratiska optimeringsproblemet

. 1
minimera ,cr ihx2+cx+co

har en andlig losning om, och endast om,
e h =00chc=0, eller
e h > 0.

| det forsta fallet sa ar optimum inte unikt.

1 1
| det andra fallet s3 ar Ehxz +cx + ¢y = Eh(x +¢/h)? + co — c2/(2h),

och optimum antas for x = —c/h.
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T
Separat losning av minimeringsproblemen ger att ¥ = {Ql L Qn} ar

en minpunkt om

(1) dp >0, k=1,...,n () H ar positivt semidefinit
~
(ZZ)/ dkﬁk = —Cp (ZZ) DL'%x = —-L !¢

Villkor (#7) kan ersattas med LDL'X = —c d.v.s. HX = —c.

1
Vidare galler att f(x) = EXTHX + c¢'x 4 ¢ ar neddt obegransad om

(7)" nagot dj < 0, eller |
() H ar ej positivt semidefinit
(72)" ndgon av ekvationerna
< (it) ekvationen HX = —c
di Y, = —C;. saknar losning

saknar losning
d.v.s. dk = 0 och 5k # 0
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Ovanstande resonemang kan sammanfattas i foljande sats

1
Sats 2. Lit f(x) = EXTHX +c'x + cg. D3 ar X en minpunkt om

(1) H ar positivt semidefinit

(i) HX = —c
Om H ar positivt definit s ar % = —H 'c.
Om H ¢j ar positivt semidefinit eller Hx = —c saknar losning sa ar f

nedat obegransad.
Kommentar 1. Villkoret att Hx = —c ar losbar ar ekvivalent med att
c € R(H). Séledes har f en minpunkt om och endast om H ar positivt

semidefinit och c € R(H).
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Kvadratisk optimering med linjara bivillkor

. 1 T
min -x'Hx+c'x+e¢

x 2 : (1)
da Ax=Db

darH=H" e R, A R™", cc€R", and b€ R™, and ¢, € R.
e Viantar att b € R(A) och n > m, d.v.s. N(A) # {0}.

e Antag att N(A) = span{zi,...,2z;} och definiera nollrumsmatrisen
7 = {zl zk]

e Om AXx = b sa galler att en godtycklig losning till det linjara
bivillkoret har formen x = % + Zv, for nagot v € R”.
Detta foljer eftersom

AR+Zv)=AX+AZv=b+0=Db
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1
Med x = X + Zv insatt i f(x) = EXTHX + ¢'x + ¢o far vi

F(x) = %VTzTsz L (ZT(HR +¢)Tv + f(R).

Minimeringsproblemet (1) ar saledes ekvivalent med

1
min 5VTZTHZV +(Z"(Hx +¢))'v + f(X).

Vv

Vi kan tillampa Sats 2 vilket ger foljande resultat.

Sats 3. X ar en optimal I6sning till (1) om
(2) Z"HZ ar positivt semidefinit.

(17) X =X+ ZV dar Z'HZV = —Z"(Hx + ¢)

Forelasning 7 14 Kvadratisk optimering - Ulf Jonsson & Per Enqvist



Kommentar 2. Det andra villkoret | satsen ar ekvivalent med att det

finns 1 € R™ s3 att

A

0

H —AT

)

Bevis: Det andra villkoret | satsen kan skrivas

Z'HEX+ZV)+c)=0

Eftersom N'(A) = R(Z) sa ar detta ekvivalent med

<~

H(X+ZV)+ce N(A)F =R(AT)

N\

X

HX +c= A", for ndgot i € R™
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Exempel: Analys av ett resistansnatverk

e Vi skickar en strom I genom natverket fran nod 1 till nod 5.

e Vad blir losningen till kretsekvationen?
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Strommen x;; gar fran ¢ till nod j om z;; > 0. Kirschoff's stromlag ger

1o +x13 =1

12 — T23 — To4 = 0

213 + 223 — X34 — 235 = 0
X4 + T34 — Ta5 = 0

T35 + x45 = —1

-
Detta kan skrivas Ax = b dar x = [5612 T13 X923 Toa T3a T35 x45} ,

1 1 0 0 0 0 0 1
-1 0 1 1 0 0 0 0
A=|{0 -1 -1 0 1 1 0, b=1]0
o o0 0 -1 -1 O 1 0
0O 0 O 0 0 -1 -1 —1I
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e Nodpotentialerna betecknas u;, 7 =1,...,5

e Spanningsfallet over motstandet r;; betecknas v;; och ges av

ekvationerna
Vij — Uy — Uy
Vij = Ti5L4 (Ohms Iag)
Detta kan ocksa skrivas
v=A"u

v = Dx

T T
U= luy U2 U3 U4 us} vV = [012 V13 V23 U224 V34 V35 V45

D = diag(r12, 713,723,724, 734, 735, '45)
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Elkretsens ekvationer:

Ax=Db - - - -
D —AT 0
v=ATu = X =
A 0 b
v = Dx E . - -

Eftersom D ar positivt definit (r;; > 0) s3 ar detta enligt kommentar 2

ekvivalent med optimalitetsvillkoren for foljande optimeringsproblem

1
minimera QXTDX
da Ax=Db
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Kommentar

| avsnitten om natverksoptimering sag vi att matrisen N'(A) # 0 (da
kallades matrisen A) och att nollrummet svarade mot slingor i elkretsen.

Elektricitetsteorin (Ohms lag + Kirchoffs lag) valjer ut den strom som
svarar mot minst effektforlust. Detta foljer eftersom malfunktionen kan

skrivas
1 1
§XTDX — > E rijxfj

iJ
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Kommentar 3. Det ar i regel en fordel att jorda en av noderna. Lat oss

till exempel jorda nod 5 varvid us = 0.
—(-

v13

L13
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Med potentialen i nod 5 fixerad till us = 0 utgar sista kolonnen i
spanningsekvationen v = A Tu. Spanningsekvationen och strombalansen
kan ersittas med v = ATd och Ax = b dar

1 1 0 0 0 00 I »
=10 1 1 0o ool - lo  |u
A= b= |.a=

0 -1 -1 0 1 1 0 0 U

0 0 0 -1 -101 0 g

Fordelen med detta ar att raderna i A ar linjart oberoende. Detta

underlattar losningen av optimeringsproblemet.
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Minsta kvadratproblem

Tillampning: Linjar regression (modellanpassing)
e(t)

s(t) vy y(t)

- System

Problem: Anpassa en linjar regressionsmodell till matdata.
Regressionsmodellen :  y(t) = Z a;;(t)
j=1

o r(t), k=1,...,n ar regressorerna (kanda funktioner)
e ap, =k =1,...,n ar modellparametrarna (skall bestimmas)
e ¢(t) matbrus (ej kand)

e 5(t) observationer.
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|dé for modellanpassning: Minimera kvadratsumman av prediktionsfelen

m n

minimera % S:(S: ah(ts) — s(ts))?
_minimerz % > ()X — (1))’
—minimera %(Ax —b)'(Ax — b) (2)
(1) a1 ()" s(t)
(1) = |ox=|: | A= . b= |
| Un(t) ] | (n _¢(tn)T_ s(tn)._
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Minsta kvadratproblemets (MK) losning

Minsta kvadratproblemet (2) kan ekvivalent skrivas

1
minimera EXTHX +c'x+ ¢

dirH=ATA, ¢c=—ATb, ¢g = ib'b. Vi noterar att
e H = ATA ir positivt semidefinit eftersom x' ATAx = ||Ax|]* > 0.
e c € R(H) eftersomc=—-A"b e R(A") =R(ATA) = R(H).

Villkoren i Sats 2 och Kommentar (1) ar uppfyllda och det foljer att
MK-skattningen ges av

Hx=-c < ATA%x=A"b (Normal ekvationen)
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Linjar algebratolkning

NUM‘GD IAAHAUA@D

- ' b— A%
: - | -
x=ATu R(AT) Ax  R(A)

e Normalekvationen kan skrivas
A'b-AX)=0 < b-AKcN(A")
Denna ortogonalitetsegenskap har en geometrisk tolkning villken
illustreras i figuren ovan.

e Linjara algebrans fundamentalsats forklarar MK losningen

geometriskt.
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MK skattningens unikhet

Fall 1 Om kolonnerna i A ar linjart oberoende, d.v.s. N(A) = {0}, sa

galler att H = ATA ar positivt definit och darmed inverterbar.

Normalekvationen har da den unika losningen
= (ATA) 'Ab

Fall 2 Om A har linjart beroende kolonner, d.v.s. N (A) # {0} sa ar det

naturligt att valja den losning med kortast langd. Fran figuren pa
foregdende sida ser vi att vi d3 skall [3ta £ = A1, dar
AAT( = AR, dar X ar en godtycklig 16sning till MK problemet.
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Vart val av X i fall 2 kan ekvivalent tolkas som losningen till det
kvadratiska optimeringsproblemet

. 1
Mminimera §X X

da Ax = AX

Enligt Kommentar 2 ges losningen till detta optimeringsproblem som
losningen till ekvationssystemet:

I —AT| |% 0
A 0 u Ax

dvs X=A'(, dar AAT = AX
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Lasanvisningar

e Kvadratisk optimering utan bivillkor: Kapitel 9 och 26 i OK
(Bla haftet sidan 2-10. Gula haftet sidan 36-49)

e Kvadratisk optimering under bivillkor: Kapitel 10 i OK.
(Bla haftet sidan 11-20)

e Minsta-kvadratmetoden: Kapitel 11 i OK (11.7 och 11.9 kursivt)
(Bl& haftet sidan 21-23 (sidan 24 lases kursivt)).
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