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Forelasning 9: Konvexitet och optimering

1. Allmanna ickelinjara optimeringsproblem
2. Konvexa mangder
3. Konvexa funktioner

4. Konvexa optimeringsproblem
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Allmanna ickelinjara optimeringsproblem

minimera  f(x)
da xe F
e F C R" kallas tillatna omradet.

e {:F — R kallas malfunktionen.

Definition 1.
(i) Punkten x € R"™ kallas tillaten om x € F.

(72) Punkten X € JF ar en lokal optimallosning till (2) om det finns 6 > 0
sa att f(x) < f(x) for alla x € F sadana att |x — x| < 4.

(712) Punkten X € F ar en global optimallosning till (2) om f(X) < f(x)
for alla x € F.
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Nagra exempel
Linjar optimering: f(x) =c'xoch F = {x € R": Ax > b}, d.vs.

minimera c¢'x

dd Ax>Db

Kvadratisk optimering: f(x) = ix"Hx + ¢"x och
F={xe€R": Ax > b}, d.vs.

minimera %XTHX +c'x

da Ax>Db

Ickelinjar optimering: 7 = {x € R" : ¢;(x) <0, ¢ =1,...,m}, d.vs.

minimera  f(x)
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Valartade optimeringsproblem (sadana vi kan l6sa)

e Linjara optimeringsproblem ar valartade eftersom de kan losas med

simplexmetoden.

e Kvadratiska optimeringsproblem ar valartade om H ar positivt

semidefinit.

e Nar ar allmanna ickelinjara optimeringsproblem valartade?

— En klass av ickelinjara optimeringsproblem som ar valartade ar
konvexa optimeringsproblem.
Kommentar 1. Vi skall se att linjara optimeringsproblem och

kvadratiska optimeringsproblem med positivt semidefinit H ar specialfall

av konvexa optimeringsproblem.
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Konvexa mangder

Definition 2. En mangd C' C R" ar konvex om
(1 —t)x; +tx, € C

for varje val avxy; € C, xp € C ocht € (0,1).

/ ]

Konvex mangd Konvex mangd

X

\

Icke konvex mangd Icke konvex mangc
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Sats 1. L4t C,...C,, C R" vara konvexa mangder. D3 ar aven snittet

C' = N{_,Cx av mangderna en konvex mangd.
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Exempel 1. L5t

a; by
A=| 1 eR™" och b=]|:] &R™
a,, bin_

Mangden F = {x € R" : Ax > b} ar konvex. Detta foljer eftersom

F={xeR':ajx>b;, j=1,....m}=n_{xeR":ajx >0}

Mangderna {x € R"

konvexa.

ix > b;} ar halvplan och ddrmed uppenbart
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Konvexa funktioner

Definition 3. L3t C' C R" vara en konvex mangd. En reellvard funktion
f:C — R ar konvex om fér varje val avx; € C, x, € C ocht € (0,1)

UL —t)x1 +tx2) < (1 =) f(x1) +tf(x2)

A (%) (1— 1) f(x1) + tf(x2)

X1 (]. — t)Xl —+ tX2 X2
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Sats 2. Om f1,..., f,, ar konvexa funktioner pa C' och ~1,...,%V,, ar
icke-negativa reella konstanter, sa ar funktionen

f(X) — ’Vlfl(X) T ’mem(x)

konvex pa C'.
Bevis: Lat x1,x, € C ocht € (0,1). Enligt Definition 3 har vi att

F((1 = )xq1 + tx5) = Z%fk((l — 1)x1 + %)

(1 — 1) fr(x1) + £ fr(x2)]

Ms

k=1

=(1-1) Z Vefr(x1) + 1 Z Ve Sr(%2)

= (1 —1)f(x1) +tf(x2), Vvilket visar att f ar konvex.
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Sats 3. Lit C' C R" vara en konvex mangd. En kontinuerligt deriverbar
funktion f : C' — R ar konvex om och endast om for varje x; € C' och
X, € C

f(x2) = f(x1) + Vf(x1)(x2 — x1)

A (x)

f(x1) + Vf(x1)(x2 — x1)
e

X1 X
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En direkt foljd av foregaende sats ar att en konvex funktion kan

underskattas med hjalp av en styckvis linjar konvex funktion.

fs1(x)
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Sats 4. Antag att C' C R" ar en given konvex mangd med minst en inre
punkt. En tva ganger kontinuerligt deriverbar funktion f : C' — R ar da

konvex om och endast om hessianen V2 f(x) ar positivt semidefinit for
varje x € (.

En punkt x € C' ar en inre punkt om det finns en sfar med centrum i x,
B(x,e) ={y € R" : |x —y| < €}, sa att B(x,¢) C C.

B(X,?/
C .
NN

Konvex mangd som

Konvex mangd med inre punkter .
J P saknar inre punkt
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Notera att det i allmanhet ar viktigt att funktionen f ar definierad pa en
konvex delmangd C' C R".

Exempel 2. L3t C' = (0, 00) vilket ar en konvex mangd. Funktionen
1

f(z) = —In(x) ar konvex p3 C eftersom V?f(x) = . ar positiv for
alla x € C' = (0,00). Funktionen ar inte definierad for x < 0 och ar
darmed inte konvex ps C' = (—00,00).

Exempel 3. Funktionen f(x) = 2> 4r konvex om den ar definierad pa
C' = [0,00), men den ar inte konvex om den ar definierad pa

C = (—00,00).
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Ibland finns det inga inre punkter och da ar foljande sats mer anvandbar.

Sats 5. Antag att C' C R" ar en given konvex mangd och att
f : C — R ar en tva ganger kontinuerligt deriverbar funktion pa C'. Da
ar f konvex pa C' om och endast om foljande olikhet ar uppfylld for

varje val avx € C ochx € ('

(x —%)'Vf(X)(x—%) >0
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Exempel 4. Antag att

1
f(x) = EXTHX +c'x

C'={x € R": Ax = b}.

Om x,X € C sa foljer att x — x € N(A) eftersom
A(x—X)=b —b=0. Om Z ar en nollrumsmatris, dvs

7 = {zl . Zk} dar kolonnerna utgér en bas till N(A) sa foljer att

x — X = Zv for ndgot v € R*. Siledes giller att
(x — %) Vf&R)(x—%)=v'Z'HZv

vilken ar positiv for godtyckligt v € R* om och endast om den
reducerade hessianen Z'HZ ar positivt semidefinit. Enligt foregdende
sats ar darfor f konvex ps C om och endast om Z'"HZ ar positivt

semidefinit.
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Konvexa optimeringsproblem

Optimeringsproblemet

minimera f(x)
da x& F
kallas konvext om
e det tillatna omradet F C R" ar konvext.

e malfunktionen f : 7 — R ar konvex.
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Exempel pa konvexa optimeringsproblem

Linjar optimering:

minimera c¢'x

dd Ax>Db

Vi har redan visat att 7 = {x € R" : Ax > b} ar konvex och
malfunktionen f(x)=rc'

x ar konvex eftersom den uppfyller olikheten |
Definition 3 med likhet.

Kvadratisk optimering:

minimera %XTHX +c'x

da Ax>Db

Detta problemet ar konvext om H ar positivt semidefinit eftersom

mélfunktionen f(x) = ix"Hx + c¢"x enligt Sats 4 d ar konvex.
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Kvadratisk optimering under linjara likhetsbivillkor:

minimera %XTHX +c'x

dda Ax=Db

Det ar enkelt att visa att tillitna omradet 7 = {x € R" : Ax = b} ar
konvext. Detta problem ar darfor enligt Exempel 4 konvext om den
reducerade hessianen Z'HZ ar positivt semidefinit.
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Ickelinjar optimering:
minimera f(x)
dd ¢i(x)<0,:=1,...,m.

Detta problem ar konvext om ¢; : R® — R, i =1,...,n ar konvexa

funktioner och f ar en reellvard konvex funktion pa

F={xeR":¢(x)<0,i=1,...,m}.

For att bevisa detta behover vi visa att F ar konvex. Eftersom

F=nZ{x€R":g(x) <0}

racker det att visa att F; = {x € R" : ¢;(x) < 0} ar konvex.
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Om x1,x, € F;, sa galler att g;(x1) < 0 och g;(x») < 0. Eftersom g; ar
konvex foljer att

gi((1 —t)xy +tx2) < (1 —t)gs(x1) + tgs(x2) <0

for t € (0,1). Detta visar att (1 — t)x; + tx, € F; och F; ar darmed en
konvex mangd.
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Foljande sats visar en ytterst trevlig egenskap for konvexa
optimeringsproblem

Sats 6. Om X € F ar en lokal optimallosning till det konvexa
optimeringsproblemet (2) sa ar det ocksa en global optimallosning.

Bevis: Antag att X € F inte ar en global optimallosning. Da finns
minst ett x € F sa att f(x) < f(X). Eftersom F ar konvex galler att
x(t)=(1—t)x+tx € F fort € (0,1). Eftersom f ar konvex har vi att

fx()) < (1 =) f(X) +1f(x) = f(X) +1(f(x) = [(X)) < f(X)

Men eftersom x(t) = X + t(x — X) s4 galler att godtyckligt nara X
(d.v.s. for sma t) finns tillatna punkter vars malfunktionsvarde ar mindre
an f(x). Detta ar omojligt eftersom X ar en lokal optimallosning. Det

maste alltsd galla att f(X) < f(x) for allax € F.
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Foljande foljdsats ar mycket anvandbar.

Sats 7. Antag att funktionen f ar kontinuerligt deriverbar och konvex
pa R". D3 arx € R" en global minpunkt om och endast om V f(X) = 0.

Bevis: Eftersom X € R" ar en global minpunkt sa ar det ocksa en lokal
minpunkt varvid det foljer fran de nodvandiga villkoren for lokal
optimalitet att Vf(X) =0".

Antag omvant att V f(X) = 0'. D3 géller enligt Sats 3 att

for alla x € R"™. Detta visar att X ar en global minpunkt till f.
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Exempel 5. Betrakta optimeringsproblemet

1
minimera f(x) = 5 "Hx +c'x

dar H ar positivt semidefinit. Da ar f en konvex funktion och

minpunkten uppfyller
VX)) =HX+c=0

Detta ar samma optimalitetsvillkor som vi tidigare harlett med
kvadratkomplettering.
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Kommentarer

Sats 6 visar att varje lokal optimal losning till ett konvext
optimeringsproblem ocksa ar en global optimal losning. Notera att
optimallosningen inte behover vara unik och att det inte nodvandigtvis
existerar nagon optimal losning till ett konvext optimeringsproblem.

Exempel 6.

minimera x1 + o

da 517121

ar nedat obegransad och saknar darmed optimal losning.
Nedanstaende konvexa optimeringsproblem saknar unik optimal losning

minimera x1 + o

da CEl—FCEQZl
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Lasanvisningar

Kapitel 12-15 i Optimeringskompendiet.

Gamla Materialet:

e |ckelinjar optimering, gra haftet, sidan 18 och 25 samt halva sidan
26.

e Lite blandad optimeringsteori, roda haftet, sidan 3 samt sidorna
13-16.
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