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Detta hemtal kommer främst att vara en övning i linjär algebra och syftar till att ge en
ökad först̊aelse och intuition för begrepp som linjära underrum, bildrum, nollrum och hur
man kan arbeta med dessa.
Ett linjärt underrum X till IRn, är en mängd s̊adan att om x1 ∈ X och x2 ∈ X s̊a gäller
att även α1x1 + α2x2 ∈ X för alla reella α1 och α2. Speciellt s̊a tillhör alltid x = 0 varje
underrum. I IR3 s̊a är ett underrum antingen: hela rummet, ett plan genom origo, en linje
genom origo eller det triviala underrummet som bara best̊ar av punkten origo.
För att beskriva ett underrum använder man oftast en bas av vektorer. Om v1, v2, v3 är
linjärt oberoende vektorer i IR5 s̊a spänner de upp ett (tredimensionellt) underrum

V =
{

v ∈ IR5 | v = α1v1 + α2v2 + α3v3, αk ∈ IR, k = 1, 2, 3.
}

.

Ett enkelt sätt att representera ett underrum är allts̊a att ange en bas för detta, t.ex. genom
att skapa en matris med basvektorerna som kolumner, V = [v1, v2, v3]. En godtycklig
vektor v ∈ V kan d̊a skrivas v = V α där α = [α1, α2, α3]

T är en vektor i IR3.

1. Välj en 7×5–matris A p̊a följande sätt. L̊at d ∈ {1, 2, . . . , 31} vara den dag i månaden
som du är född och l̊at k ∈ {0, 1, . . . , 14} vara den rest som erh̊alls när man dividerar
d med 15. Som matris A ska du välja den av matriserna Ak p̊a sidan 5 som svarar
mot denna rest k och ringa in den. Matrisen kan hämtas p̊a kursens hemsida
http://www.math.kth.se/optsyst/grundutbildning/kurser/SF1861/
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(a) Transformera matrisen A till trappstegsform med hjälp av funktionen rref i
Matlab (dvs Gauss-Jordans metod) och fyll i nedan:
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Bestäm därefter, med metodiken som beskrivs i optimeringskompendiet (OK)
i kapitel 26 (använd inte matlabs kommando null), tv̊a matriser V1, och V2

s̊adana att
kolonnerna i V1 utgör en bas till underrummet R(A),
och kolonnerna i V2 utgör en bas till underrummet N (A).
Fyll i nedan: (stryk de rutor du inte behöver)
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Förklara hur du bestämmer V1 och V2 fr̊an A och R. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(b) Transformera matrisen AT till trappstegsform med hjälp av funktionen rref i
Matlab.

RW =
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Bestäm därefter, utg̊aende fr̊an resultatet av denna transformation, tv̊a matriser
W1, W2 s̊adana att
kolonnerna i W1 utgör en bas till underrummet R(AT),
och kolonnerna i W2 utgör en bas till underrummet N (AT).
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(c) Beräkna VT
1
W2 och WT

1
V2 samt verifiera att resultaten stämmer med teorin.

Resultat: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Varför blir det s̊a? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(d) L̊at x = (x1, x2, x3, x4, x5)
T där xi = den i:te siffran i ditt personnummer.

Tillhör x nollrummet till A ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Motivering: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Tillhör x bildrummet till AT ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Motivering: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Vi vet att IR5 = N (A) ⊕R(AT), s̊a en godtycklig vektor i IR5 kan skrivas som
en summa av en vektor i nollrummet till A och en vektor i bildrummet till AT .

Skriv x p̊a formen x = z + y där z ∈ N (A) och y ∈ R(AT).
Använd dig av matriserna V2 och W1 ovan. Kolumnerna i dessa matriser bildar
tillsammans en bas för IR5.
Ange x, y och z samt kontrollera att yTz = 0.
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2. I denna uppgift studeras ett nätverk som definieras av figuren nedan. Vi l̊ater xij

beteckna flödet i b̊agen (i, j) och det externa flödet till noderna betecknas bi, för
i = 1, . . . , 5. I figuren har vi bara ritat ut tv̊a s̊adana externa flöden. Vi kräver inte
att ovanst̊aende flöden xij ska vara positiva, om exempelvis x12 är negativ s̊a betyder
det att flödet i b̊agen (1, 2) g̊ar fr̊an nod 2 till nod 1. P̊a motsvarande sätt skall flödet
b1 tolkas som en källa om b1 > 0 och som en sänka om b1 < 0.

1

2

3

4

5
b1 b5

Flödesbalansen beskrivs av ekvationen

Ãx = b̃ (1)

där

Ã =
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−1 0 0 1 1 0 0

0 0 0 −1 0 1 0
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0 0 −1 0 0 0 −1
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Matrisen Ã kallas vanligen incidensmatris.

(a) Transformera s̊aväl Ã som ÃT till trappstegsform med hjälp av rref, samt
bestäm baser till de fyra fundamentala underrummen svarande mot Ã. Note-
ra att trappstegsformen som uppst̊ar efter att radoperationerna utförts med
rref endast inneh̊aller elementen {−1, 0, 1}. Detta är en speciell egenskap hos
incidensmatriser.

(b) Bestäm basvektorer för nollrummet N (Ã),
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Dessa motsvaras av s̊a kallade loopflöden, dvs flöden som varken har källa eller
sänka utan enbart g̊ar runt inne i nätverket. Vilka loopflöden svarar din bas
mot? Rita in dessa i nätverksgrafen ovan.

(c) L̊at A vara den matris som erh̊alls om man stryker den sista raden i Ã ovan,
och b vara den vektor som erh̊alls om man stryker det sista elementet i b̃.
Antag att Ax = b. Vilket krav måste man d̊a ställa p̊a sista elementet i b̃ för
att Ãx = b̃.

Motivering: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(d) Är nollrummen till A och Ã lika ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Motivering: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Är bildrummen till A och Ã lika ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Motivering: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Lycka till!


